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INTÉGRALES    INDÉFINIES 


1. 


fîE.NERALITES 


301.  Existence   des  fonctions  primitives.  —   Théorème.   —  Etant 
donnée  une  fonction  f(x),  continue  dans  un  intervalle  [a,  b),  il  existe  une 
fonction  F{x),  définie  dans  cet 
intervalle,   dont   la  dérivée   est 
F'{x)  =  f{x). 

i°  Supposons  d'abord  que  la 
fonction  f{x)  soit  positive  dans 
l'intervalle  (a,b).  Nous  allons 
montrer  que  Taire  "  AA'M'M, 
comprise  entre  la  courbe 
y  =z  f{x),  l'axe  des  x,  la  paral- 
lèle fixe  à  Oy,  x  =  a,  et  l'ordon- 
née variable  MM',  d'abscisse  x, 
est  une  fonction  F  (a:)  répondant 
à  la  question. 

Donnons,  en  elfet,  à  j:?  un  accroissement  h.  L'accroissement  de  F{x) 
est  du  signe  de  h,  car  F{x)  augmente  avec  x.  En  valeur  absolue,  cet 

(I)  Pour  être  rendue  rigoureuse,  cette  démonstration  devrait  itre  précédée  de  la 
déjin'aion  de  la  mesure  des  aires  planes  (au  moyen  de  l'unité  d'aire).  Cette  défluition 
est  liée  à  la  nation  de  Viulcfjralc  définie,  dont  nous  nous  occuperons  plus  tard. 
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accroissement  est  compris  entre  les  aires  de  deux  rectangles  ayant 
pour  base  commune  M'Mj,  et  pour  hauteurs 
respectives  le  maximum  absolu  K,  et  le  mi- 
nimum absolu  k  de  y  =::  f{x)  dans  l'intervalle 
(X,  x-h  h);  et  ces  aires  sont  K\h\,  k\h\. 
Donc 

AFi^o?)  est  compris  entre  Kh  et  kh; 

et,  par  suite, 

—  IV  ix) 


M 


*ÎL 


>h 


est  compris  entre  K  et  k. 


Or,  en  vertu  de  la  continuité  de  la  fonction  f{x).  lorsque  h  tend  vers 
zéro.  K  et  /.■  tendent  tous  deux  \ersy  ^  f(x),  ordonnée  de  M;  donc  il 

en  est  de  même  de  — r — ■.  C'est-à-dire  que  F{x)  a  une  dérivée  qui 

csl  f(x).  (C.  Q.  F.  D.) 

2"  Si  f(x)  n'est  pas  positif  dans  tout  l'intervalle,  désignons  par  m 
un  nombre  inférieur  au  minimum  absolu  de  f(x)  dans  l'inlervalle  {a,  b). 
On  aura  constamment  : 

/■(a^)>7;2.         donc         f(x)  —  jn>0. 

Soit  g{x)  =  f(x)  —  m.  Cette  fonction  a,  d'après  ce  qui  précède,  une 
primitive  G{x),  de  sorte  que  l'on  a 

G'(x)t=  f(x)  —  m. 

Il  suflit  de  poser  F{x)  =:G(x)  h- mx,  pour  obtenir 

F'(x)  =  G'{x}-[-m  =  f(x). 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Conclusion.  —  Si  on  rapproche  le  résultat  précédent  de  ceux  du 
numéro  127  on  conclut  :  Toute  fonclion  continue  f(x)  a  une  infinité 
de  fonctions  jyrimitives,  coynprises  dans  In  formule  générale  : 
F(a')  =  F(,(x) -f-c.  où  l\{x}  est  l'une  quelconque  d  entre  elles,  et  c'est 
une  constante  arbitraire,  dite  constante  d'intégration. 

302.  Intégrales  indéfinies.  —  Dire  que  F(j:-)  est  fonction  primitive 
de  f{x),  c'est  dire  que 

''' "  dV{x)=:  f(x)dx. 


(1) 


dx 


f(X) 


m 


Sous  cette  seconde  forme,  on  reconnaît  que  le  résultat  obtenu  peut 
s'énoncer  :  Toute  expression  de  la  forme  f{x)dx.  où  f{x)  est  une  fonc- 
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tion  continue,  est  la  différentielle  d^une  infinité  de  fonctions  F(x).  com- 
prisex  (/(tns  la  formule  générale  F(a;)  =  F^fj^)  4- '"•  où  V„{x)  est  l'une 
quelconque  d  entre  elles,  et  où  c'est  une  constante  arbitraire. 

A  ce  point  de  vue,  on  traduit  l'identité  (2)  en  disant  que  V{x)  est  une 
intégrale  indéfinie  (ou.  par  abrêvialion.  une  intégrale),  de  la  différen- 
tielle f  x)dx,  et  on  écrit  l'identité  (2)  sous  la  forme  équivalente  : 


V{x)=  Cf(x)dx. 


dont  le  second  membre  s'énonce  :  somme  de  f(x)dx. 

Le  problème  de  la  recherche  des  intégrales  indéfinies  est  donc  le  pro- 
blème inverse  du  calcul  différentiel. 

Ce  problème  ne  ditrère  pas.  au  fond,  de  celui  de  la  recherche  des 
fonctions  primitives;  mais  l'emploi  des  différentielles,  au  lieu  des 
dérivées,  y  est  d'une  importance  capitale,  parce  que  le  problème  se 
résout,  le  plus  souvent,  par  l'emploi  de  changements  de  variables. 
pour  lesquels  la  notation  différentielle  offre  toute  commodité,  comme 
nous  allons  l'expliquer. 

303.  Changement  de  variables.  —  Conservons  les  notations  précé- 
dentes, et  posons  x=Lo{i)^  ^(t)  étant  une  fonction  quelconque  d'une 
nouvelle  variable  /.  Soit  f  =  'f(a?)  la  fonction  inverse  correspondante, 
de  sorte  que  les  équations 

(o)  ^  =  'r(0-        t  =  '-fix). 

peuvent  être  considérées  comme  équivalentes  ".  Posons  F(9(0)  =  G(<). 
ce  qui  signifie  que  Y(x)  et  G(^)  prennent  la  mOme  valeur  pour  des 
valeurs  de  x  et  de  i  liées,  dans  les  conditions  supposées,  par  l'une  ou 
l'autre  des  équations  équivalentes  (o).  On  a  donc,  à  la  fois. 

(6)  F(9(0)  =  G(0.         G{'l{x))  =  V(x). 

Or.  la  formule  (2)  s'écrit,  d'après  la  propriété  fondamentale  des 
différentielles  (n"  182).  sous  l'une  des  deux  formes  équivalentes  : 

(7)  dV(x)=f{x)dx.         dG{l  =fix)dx  =  f{'^{t)).o'(t}dt. 

Si  l'on  passe  enfin  à  la  forme  intégrale  de  ces  équations,  nous  con- 
cluons que  les  deux  formules 


(H) 


¥{x)=  ff{x)dx.         G{l)=ff('j{t)).'y{t)dt. 


(Il  La  fonction  t  =  li{x)  sera,  en  général,  une  branche  de  la  fonction  implicite 
définie  par  x  =  z,il);  et  l'équivalence  supposera  alors  que  l'on  assujettit  t  à  ne 
varier  que  dans  des  intervalles  convenablement  définis.  C'est  C3  qu'on  a  vu  au 
chapitre  vu,  pour  les  fonctions  circulaires  inverses. 
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sont  équivalente?,  pourvu  que  F  et  G  soient  liées  par  lune  des  iden- 
tités (0).  équivalentes  entre  elles. 

On  conclut  de  là  que.  pour  calculer  V{x),  on  peut  chercher  toutes  les 
fonctions  G(/)  =  Go(/)  H- c.  intégrales  de  f{zi{l)).  o'{l)dt;  et  que  les 
diverses  fonctions  F(x)  s'en  déduiront,  conformément  à  la  seconde 
formule  (6).  en  y  remplaçant  /  par  ^(x). 

De  là  la  réicle  suivante  : 

Règle.  —  Pour  calculer    /  f{x)d.x,  on  peut  faire  un  changcmoil  de 

variable  x=iz,{l).  On  remplace  x  en  fonction  de  t  dans  la  différentielle 
f(x)dx  qui  devient  une  différentielle  en   t.  f('j>(())z:'{l)dt.   On  calcule 

I  A''r'(0)?^0'^'''  ''^  ^"  revient  dans  le  résultat,  à  la  variable  x,  au  moyen 
de  la  formule  du  changement  de  variable,  mise  sous  la  forme  t=^'l{x). 

Remarque.  —  Vu  la  démonstration  de  cette  règle,  il  sera  nécessaire 
de  poser,  dès  le  début  du  calcul,  les  deux  formules  inverses  j:  =:o(/), 
/^•i/(j).  du  changement  de  variables.  Si  elles  ne  sont  pas  slricLcineiit 
équivalentes,  elles  se  compléteront  Tune  l'autre,  comme  on  le  verra 
dans  lexemple  suivant,  de  manière  qu'à  chaque  valeur  de  /  ne  corres- 
ponde qu'une  valeur  de  x.  et  inversement;  ce  qui  est  la  condition  de 
validité  des  raisonnements  précédents. 


Exemple.  —  Soit  à  calculer    / 


dx 


Posons 

r  =  lj:(.        <  =  Arc  Igx,        donc        — -7  ^  '  "^î-T" 
La  diirérenlielle  à  inlcgrer  devient 

dx       _    dt  1  _    dl  ,    :^ 

?~cos^r  i*~cos-<*       "  /"•   - 

Comme   — ^  $  <  <  ^,  cos<  est  positif,  et  on  peut  remplacer  (cos-<j-  par  cos-'/. 
Donc  /  ^~5~   /  *-'os«'i'. 

(I   +X2)5 

L'intégration  du  second  membre  est  immédiate,  puisque  cos<(/<  =  dsin  t.-  L'intégrale 
est  donc  : 

sinZ  +  c. 

11  reste  à  remplacer  l  en  fonction  de  x.  Comme  on  a  x=  lg<,  et  que  aint  est,  pour 
—  ^  ^  f  ^  2'  ''^  signe  de  tg< 

Igi  X 

sin  i  =         ^         =  — — -^— . 


On  a  donc,  en  définitive. 


/  dx        X  . 
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304.  Intégrales  usuelles.  — En  vertu  de  l'équivalence  des  formules  (2) 
el  (3).  on  déduil  iinmédialemenl.  du  tableau  de  dinérenlielles  usuelles 
du  numéro  180.  le  tableau  suivant  d'intégrales  usuelles.  Chacune 
des  formules  écrites  se  vérilie  en  constatant  que  l'expression  sous  le 
signe  Test  bien  la  dift'érentielle  du  second  membre.  On  a  groupé 
ensemble  les  intégrales  de  difierentielles  algébriques. 


(" 


/  x"dx  =  —7-7  -+ 

rdx_ 1_   _i_ 

J  X"  ~~       n  —  1  ■  X"-* 


J  X- 


dx 


Arc  tgoJH-  c 


r    dx         1 ,      la?  —  1 
r   dx 

h 
f 


\hx 


=  Arc  sma-'-i-  c 
x'- 


dx 
dx 


=  \og\x -h \ X- ^ a  -h c 


\Jx^-\-a 

r    dx  , 

/  — r:r=  =  arg  sh  a-  -h  c 

/.  =  Arg  ch  a"  H-  c 

SX-  —  1 


/  e^dx  =  e'  -f-  c 

r  a^ 

/  ((""dx  =  i h  c 

./  loga 

f  cosx  dx  =  s\nx  -^c 
I  sin  X  dx  =  —  coso-  -4 

J    cos^.r 

rjL.  =  _  colgo?  - 
J   sin-x 

Cchxdx=^shx-{-  c 
I  shx  dx=i  cha'-hc 

r^  =  tha-^c. 
J  ch-o? 


Itcmarque.  —   Dans  les  formules  où  intervient  un   logarithme,  au 
lieu   d'écrire  log|M!  +  c.   on  peut  écrire  log-,  x  étant  une  constante 
arbitraire  du  signe  de  u.  car  cela  revient  à  poser 
o  =  — loga|.       ou        a  =e-'.      En  effet.      log-  =  log  m  |  —  log|  a  . 

305.  Procédés  généraux  d'intégration.  —  1.  Nous.avons  déjà  indiqué 
le  procédé  du  changement  de  variable,  qui  permet  en  particulier 
d'étendre  les  conditions  d'application  des  formules  précédentes. 

11.  —  On  a  constamment  à  faire  usage  de  la  remarque  suivante. 
La  formule 

/  cdu  =^c      du. 
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dont  la  vorilicaliun  esl  imnu-diale,  les  difTérenlielles  des  deux  membres 
étant  égales,  montre  que,  dans  un  calcul  d'intriiration,  on  peut  faire 
sortir  du  signe   1    des  facteurs  constants,  ou  les  faire  entrer  sous  ce  signe. 

Exemples.  —   I .       f  \x"dx  =  A  /  J"dx  =  A-— ^  -h c. 

^"     J  x'-ha^  —  J  a^x^'       ^~a    j     /^V'       |       "  « 

ç  dx    _  çi^      dx     _  1    r__yâj__ 


[t) 


\x        . 


1  ,      \x 


a 


2a 


]X-}-  a 


III.  —  La  formule  "(/(?< H- i'H-/r)=z^/»-t- t/u  +  rf/r  donne,  en  intégrant 
les  deux  membres,  c'est-à-dire  en  appliquant  léquivalence  des 
fornmlps  (2)  et  (3).  " 

u  -1-  i'  -h  (V  =  f  {du  -h  rfu  H-  rf/r), 
c'est-à-dire  : 

/  (du  -+-  dv  H-  d/r)  =  I  du-\-  f  dv-h  1  dir; 

car,  à  des  constantes  d'intégration  près, 

u  =  j  d>i,         ^^^^  i  ^^''         ic=^  f  dw; 

et  il  esl  inutile  de  garder  ces  constantes  d'intégration  dans  le  second 
membre  de  (9),  les  deux  membres  n'étant  définis  qu'à  une  constante 
additive,  arbitraire,  près.  . 

Cette  formule  revient  à  dire  que  pour  intégrer  une  somme  de  diffé- 
rentielles on  peut  iiitégrer  terme  à  terme. 

Sous  forme  plus  explicite,  on  peut  l'écrire 

(10)     f[f{x)-^g(x)~{-h{x]dx  =  jy(x)dx-^'Jg{x)dx-i-fh{x)dx; 


(I)  Nous  prenons  une  somme  de  trois  termes,  par  exemple.  Mais  tout  s'applique 
au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  termes. 
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car.  à  cause  de  l'existence  des  intégrales  indéfinies,  on  peut  toujours 

poser  : 

f{x)dx-=z.dn,         fj{x)dx=zdv,         h{x)dx  =  dw. 

Cette  remarque  est  le  principe  de  l'un  des  procédés  d'intégration  les 
plus  utiles.  Il  consiste  à  décomposer  la  différentielle  à  intéfjrer  eu 
éléments  simples,  qu'on  sache  intégrer  déjà  séparément. 

Exemples.  —  /.  Intér/ralion  d'un  polynôme. 

On  intègre  terme  à  terme  :  cela  donne,  pour  un  polynôme  quelconque 
de  degré  «, 


f{\^" 


A.x" 


=  ^0 — r-i-+-Ai  — H- 
"n  -i-  1         '  n 


■]-ApX''-i'-h  .. 

.  +  \n-ix  +  A„)  dx  = 

*  ^  n  —  p-\-l 

+-  . . .  -4-  A„_i  2"  -+-  An^ 

2.     Jco&^xdx  =  f^-^^^-^^dx=~fdx-hlfcos2x.d{^i)  = 


X      sin^x              a?-h  sina^cosa- 
.H -. hc  = — ^ hc. 


3.     fsin'xdx  =  f- ^^^^dx  =  J  fdx  —  ^  /'cos2x . dCix) 


X      sin2.r  x  —  sinxcosr 


IV.  —  La  formule  d {uv)  =  udv  -\-  vdu  donne,  en  intégrant  les  deux 
membres, 

Ml'  =   /  udv  4-  /  vdu 
d'où 

(11)  udv=zuv —      vdu. 

Cette  formule  constitue  le  principe  de  ï intégration  par  parties;  elle 
ramène  l'intégration  de    /  udv  à  celle  de    /  vdu. 

Dans  chaque  cas  particulier,  il  faudra  choisir  u  et  dv  de  manière 
que  udv  soit  la  différentielle  donnée,  et  que  v  d'abord,  puis  /  vdu 
puissent  se  calculer. 

Exemple.  —  Soit  à  calculer   ilogxdx.  Posons  : 

i<  =  logx,         dv=dx;         donc        v=^x; 
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el  il  vient,  d'après  (1 1    : 
/  [o^xdx  =^  a-  log J-  —  /  ./■ .  (/  log.r  =  J?  log.r  —  f  x  .  —  =  x  \ogx  —  /  dx . 

Donc 

(12)  j  ]o^x dx  =  x\ogx  —  x-{-c. 

V.  —  Dans  certains  cas.  la  formule  (11)  de  Vintégraiion  jiar  ))(trlies, 
sans  conduire  à  une  intégrale  /  vdu  déjà  connue,  fournil  une  relation 
d'iiù  on  peut  tirer  lintégrale  à  calculer. 

Exemple.  —  Soit  à  calculer  J  :=  f  \^i  —  x^rfa?.  Posons 
u  =  \^  1  —  X-,         dv=z  dx,         V  =  X. 

Il  vient,  d'après  (11)  : 

/— ^  oodjc             /*   oc  dx 
X . =XyJl  —  X--\-     /  :. 

\l—x-  J   \Jl—X^ 

Mais,  on  peut  écrire 

x^dx         (a?^  —  1)  -f- 1  ,  dx  I- r,  j 

,  =  ^ —       '    — dx  =  —===  —  vl  —  x^  dx. 

V 1  —  ^2  Y 1  —  X-  V 1  —  ^^ 

En  portant  cette  valeur  dans  (13),  on  obtient 

J"    dv        r 
"- — —  /  v'I — x^dx=x\li — jj-H-Arcsinx-J-hc. 
Vl— 0^2       J   ^ 

D'où 

2J  =  X  V 1  —  X-  -h  Arc  sin  a?  -h  c, 

ou  enfin 

/'  1        . 

/  \  1  — x'-dx  :=-^{x  \Ji  —  x^  -\-  Arc  sinx)  -+-c  , 


t> 


étant,  du  reste,  une  constante  arbitiaire,  aussi  bien  que  c. 


VI,  —  Dans  d'autres  cas  encore,  l'intégration  par  parties  fournil 
seulement  une  formule  de  récurrence,  qui  ramène  V intégrale  cherchée, 
de  proche  en  proche;  jtar  une  suite  d'intégrales  intermédiaires,  à  une 
intégrale  connue. 

Exemple.  —  Soit  à  calculer,  n  étant  un  entier  positif, 

\   —  C      ^^ 
•^"-J  (^ 


(a:*  H-  /O" 
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Appliquons  la  formule  (11)  de  riatégralion  par  parties  à  : 
en  posant 
On  a  : 


I      —   r        d,x 

"  =  (P^Âr^..         dx  =  do,         x  =  c. 


,  ,         .       %xdx  ,  ,„         ^       x^dx 

du  ■=.  — (n  —  1) ,   ,-7-rT^ ,         vdu  =  —  \%n  —  2).   .  '     .  ^„ 


ou  encore 


l'rf» =— (2« -2) (^^.-^ rf^=_(9„_2) .  ,  ^^,„  ■  4-(2n— 2)/i ,  ./"'.,„ 


Donc 


J»-.  =  (^Z~jyr^  ^  (2«  -  2)Jn-.  -  (2n  -  2)W„, 


(J"0ll 

(14)  (2»  -  2)/•^J„  =  (^r:^^^.  +  (2n  -  3)J,._,. 

Celle  formule  de  récurrence  ramène  le  calcul  de  J„  à  celui  de  J,i-i  ; 
en  y  remplaçant  n  par  n  —  1,  elle  ramène  de  même  le  calcul  de  J„_j 
au  calcul  de  J„_i,  et  ainsi  de  suite.  En  définitive  il  restera  à  calculer 
seulement  Tintégrale 

qui,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut  (H.  Ex.  2  et  3)  est  : 

1  X  Y  X  — "  0 

-  Arctg — hc,     pour     h=:a-\     et     s- loR '~c     pour     //^  —  à-. 

/dx 
,   ,   I — -r^^.  On  aura  successivement  : 

j  —  r__L_  A  —    <      _  r      1    _    -r    ,  r  hxux 

-  d'où  : 

el,  par  suite, 
On  a,  de  même, 

J  I    =       /      -n— ; -.   dx  =   — T— 1 -,     .X   I     X.d  — ;-- 7    ^    — r— -;-        / ; r— .  'l 

1         J    X^  +    1  X^  +   l  J  X^  +   1  J-  4-  1      '     J    (X^  +  I  )i  ' 


d'où  : 


Ji  =  ^4-î+2    r^''^  t /'.;:  * rf-r  =  -T^  +  2J,  -  2J.,: 

*         x2  +  i     '  •       J         (X-+t)-  X-  +  1     '  ' 
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et,  par  suilo, 
[2]  2J,  =  -^  +  J,=-^  +  Arctgx  +  c. 

En  porlant  dans    1]  la  valeur  de  J^  ainsi  obtenue,  on  oMient  enfin 

Ja  =  l^FJ^,  +  g;^:^  +  g  Arc  tFM- +  C ; 

formule  où  l'on  a  désigné  par  c'  la  constante  arbitraire  ^rc. 


i;   -2.   —   INTÉGRATION  DES   FRACTIONS  RATIONNELLES 

306.  Décomposition  des  polynômes  en  facteurs  premiers.  —  On  a 
vu  au  n"  292  que  les  binômes  de  la  forme  x  —  a,  et  les  trinômes  de  la 
forme  x--\-px-]-q,  pour  lesquels  p-  —  Aq  est  négalif,  jouent,  dans  la 
Ihéorie  de  la  divisibilité  des  polynômes,  le  même  rôle  que  les  nombres 
premiers  dans  la  divisibilité  des  nombres  entiers;  on  peut  les  appeler 
des  polynômes  premiers. 

En  opérant  comme  en  arithmétique,  on  a  pu  démontrer,  de  proche 
en  proche,  que  tout  polynôme  f{x)  est  un  produit  de  polynômes 
premiers  (binômes  x  —  a,  et  trinômes  a?-  +  ;;a?  +  ç  sans  racines). 
Certains  de  ces  facteurs  premiers  pouvant  se  présenter  plusieurs  fois, 
on  a,  pour  tout  polynôme 

(1)  f(x)  =  A„a^"  H-  A,x«-'  +  . .  .  +  A,._,  +  A„,  (A„  r^  0) 

une  identité  de  la  forme 

(2)  fix)  =  A, .  Il  (a-  —  ay .  II  {x'- -4- px  +  q]\ 

où  la  lettre  II  indique  un  produit  de  facteurs  du  même  type  que  celui 
qui  est  écrit  à  sa  droite.  Le  degré  n  sera  égal  à  ?î  =  i:x  +  2ï;X,  le 
signe  i:  indiquant,  de  même,  une  somme  de  termes  analogues  à  celui 
qui  est  écrit  à  sa  droite  :  il  s'applique  ici  aux  exposants  des  facteurs 
du  premier  et  du  second  degré,  respectivement.  (Comparez  n°  190). 
On  peut  démontrer,  de  pliis,  que  celte  décomposition  (2),  d'un  poly- 
nôme donné  en  facteurs  algébriques  premiers,  n'est  possible  que 
d'une  seule  manière. 

Exemples  1.  x'^  —  l  ={x  —  \)  [x^ -\- x  +  l); 

2.  'x:'  +  l  =  (x+l)(a:2  — a;+ l); 

3.  xi-i=(x'--  l)(xi  +  l}  =  (x-l)(x+1)(x2  +  l); 
4r.  x^+px^  +  q,        en  supposant        p- —  4'/ <  0, 

et  par  suite,  aussi,  g  >  0. 
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On  écrit,  en  complélanl  lo  carré  du  binôme  x-  +  \(/, 

xi  +  px^  +  q  =  ix'-  +  N  «/)^  —  (2  \  g  —  p)-r-- 
Or,  2\'/  — p  est  positif  en  vertu  de  l'hypollièse  4</>/j-  qui  entraîne  2^f/>|p;^-  p. 

Donc  

x^  -{-px-  -\-q  =  ixi  -\-  \J2\q—p.x-{-\q)  ix-  —  V'2  \  ^  —  p  .x  +  s  J/)- 

Comme  le  premier  membre  n'a  pas  de  racines,  il  en  est  de  m(>me  des  trinôiriea 
du  second  membre;  la  décomposition  est  donc  achevée. 

Exemple.  —  5.     x^  —  1 . 

On  a  d'abord  x'^  —  l  =  (x  —  \)  {x^  -{-  x-^  +  x-  4-^  +  1)- 

Pour  décomposer  q;(x)  =  j-^  + -ï'' +  ^"  +  ^  +  1>  nous  employons  le  procédé  connu 
pour  l'élude  des  étiuations  réciproques.  Posons 


x-\-~=y,        d'où        x--\ — 5  =  j'2_2, 


et 


En  remettant  à  la  place  de  y  sa  valeur  /x  +  -j,  il  vient 

ç(x)  =  (x^  +  i4-^-^x+l)(x^  +  -V^^+l)' 

-  1  =  (X  -  1)  (x:!  +  ^-^X  4-  l)    (^^  +  ^-^^X  +  l). 


et  enfin  : 


307.  Décomposition  des  fractions  rationnelles  en  éléments  simples. 
—  L"inlégralion  des  fractions  rationnelles  est  fondée  sur  la  décom- 
position des  fractions  rationnelles  en  éléments  simples,  à  laquelle 
on  arrive  par  les  opérations  suivantes  : 

Soit  R{x)  =  ^rj-^  une    telle   fraction.   On   pourra   supposer  que  le 

premier  coefticient  de  /"(.z)  est  1,  Dans  le  cas  contraire,  on  commen- 
cerait par  diviser  numérateur  et  dénominateur  par  ce  premier 
coefficient  : 


A,x" 

A)  Si  g{x)  n'est  pas  de  degré  inférieur  à  f{x),  on  divisera  g{x)  par 
f{x),  {n°  23).  On  obtiendra  g{x)=f{x)E{x)-h<jo{x),  (degré  de 
g^{x)  <  degré  de  f[x));  d'où  : 

R{x)  =  E{x)-^^^^ 


on  Ro(, 
rateur  est  de  degré  inférieur  au  dénominateur. 


et  on  sera  ramené  à  l'élude  de  la  fraction  Rn(a;)  =  %^  dont  le  numé- 

°^  '       f[x) 
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B)   Pour  siniplilier  les  notations,  nous  supposerons   avoir   affaire 

désormais  à  R(x)  =  yy^,  où  g{x)  est  de  degré  inférieur  à  celui  de /"(x). 

,\oiis  admettons  i^ue  l'on  ait  effectué  la  décomposition  du  dénominateur 
en  facteurs  premiers:  et  nous  supposons  d'abord  qu'elle  contienne  des 
binc'kmes.  Donc 

f{x)  =  {x-ayf,ix). 

en  mettant  à  part  Fun  d'eux  :  f^{x)  n'est  donc  plus  divisible  par  (a?  —  a), 
de  sorte  que  f{a)z3^0. 

Considérons  alors  la  différence 

A      _        gix)  k       _g  jx)  —  A/;  (x)     . 


R(:r) 


{x—ay      {x  —  aYf^{x)    .{x  —  a)"       {x  —  aYf^{x) 


Nous  pouvons  faire  en  sorte  que  les  deux  termes  de  la  dernière 
fraction  soient  divisibles  par  (x  —  a),  de  manière  qu'elle  puisse  se 
simplifier.  Il  suffit  pour  cela  de  déterminer  A  par  la  condition 

(3)  .9(a)-AA(a)  =  0,         ou         A  =  ^, 

ce  qui  est  possible,  puisque  f^{a)  n'est  pas  nul. 

En  supprimant  alors  le  facteur  commun  x  —  a,  aux  deux  termes, 
autant  de  fois  quil  sera  possible,  on  obtiendra  une  fraction  rationnelle 
R,(x)  dont  le  dénominateur  sera  {x  —  a)"/, (x),  avec  a'  <  a;  et  dont  le 
numérateur  sera  encore  de  degré  inférieur  au  dénominateur;  et  on 
aura  l'identité 

On  a  ainsi  séparé  de  R(x)  une  première  fraction  simple;  et  il  n'y  a 

qu'à  opérer  sur  Ri(a?)  de  la  même  manière,  et  ainsi  de  suite. 

A' 
On  obtiendra  d'abord,  si  a'  n'est  pas  nul,  une  autre  fraction  -, r-, ; 

'■  [X  —  fl)' 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  le  facteur  x  —  a  ait  disparu  du  déno- 
minateur. 

En  général,  le  fadeur  (x  —  a)"  fournit  donc  un  groupe  de  fractions 
simples,  de  la  forme  : 

(.4,  - I       •     ^1  I  ^2  I  I      A.-i 

{x  —  a^      {x  —  fl)'-'       {x  —  a)«-^ ^  '•■  ^x  —  a' 

où  le  premier  coefficient  A  n'est  pas  nul,  car  dans  la  formule  (2),  g{a) 
n'est  pas  nul  si  on  suppose  que  la  fraction  R{x)  ne  peut  pas  être 
simplifiée.  En  effet,  l'hypothèse  ^(a)  =  0  signifierait  que  g{x)  est, 
comme  f{x),  divisible  par  x  —  a. 
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Au  conlriaire.  les  coefficients  A,,  A„  . .  .,  Aa_i  ne  sont  pas  nécessai- 
rement didérents  de  /.éro,  de  sorte  que  certaines  fractions  simples 
peuvent  manquer  dans  le  groupe,  comme  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit 
sur  la  manière  de  l'obtenir. 

C)  Par  la  méthode  précédente,  on  fera  disparaître  du  dénominateur 
de  la  fraction  rationnelle  tous  les  facteurs  binômes;  et  il  reste  à  exa- 
miner le  cas  d'une  fraction   K{x)=z  —^    dont  le  numérateur  est  de 

fix) 

degré    inférieur   au    dénominateur,   et   où    le    dénominateur  f{x)  ne 
contient  que  des  facteurs  premiers  trinômes. 
Soit  donc  maintenant 

(5)  '  f{x)  =  {x'-^-jjx^g)'fJx). 

Pour  plus  de  netteté  nous  commencerons  par  décomposer  le  Irinôme 
x'^  -\-  px  ~\-  q,  en  carrés,  par  le  calcul  bien  connu  : 

x'--hpx-h<i=(x-i-^   -^[q  —  E.y 
Et  nous  ferons  ensuite  le  changement  de  variable 


(G)  ar  +  l^uy/v-Ç 


(se  rappeler  que  47  —  p-  >  0).  qui  ramène  le  Irinôme  à  la  forme  cano- 
nique 


Ce  changement  de  variable  donnera  une  fraction  rationnelle  en  m. 

(7)  F  (m)  =  («2 -M)'- F.  (u), 

et  ni  F,{u),  ni  G(i/)  ne  sera  divisible  par  ?<--+-  1. 
Considérons  alors  la  dillerence 

(«/  R(  Amh-B_         G(u)  AM-hB_G(u)— (Au+B)F,(u) 

l»)    «(^)      ^u''_^i)'  —  [u'-{-iyV\(u)     (u^-M)'—        (u' -^  ij'V.iu) 

et  cherchons  à  la  simplifier,  en  rendant  le  numérateur  divisible  par 

Nous  séparons,  pour  cela,  dans  G  et  F,  les  termes  de  degrés  pairs  et 
les  termes  de  degrés  impairs,  et  nous  mettons  u  en  facteur  commun 
dans  les  termes  de  degré  impair  :     G  et  Fj  prennent  ainsi  la  forme 

(9)         G(u)  =  ï>Ju2)  +  M^(u2),         Fj(u)  =  -i„(u2)-i-u-J/(u^), 
ce  qui  permet  d'écrire,  [3.^,  o,  'h^,  i  étant  des  polynômes  par  rapport  à 
la  seule  variable  w-=  v. 

G(u)-(A«4-B)F,(u)=[9,(i;)-AyHy)-B'io(u)]+u[9(y)-A.J.o(u)-B.Hy)]. 
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Ce  polynôme  sera  donc  divisible  par  u--hi  =  v-^i  si  chacun  des 
crochels  est  divisible  par  y -4- 1,  c'est-à-dire  s'annule  pour  v  =  —  1; 
ce  qui  donne,  pour  calculer  A  et  B,  les  équations 

(UV,  A.H-l)-B|o(-I)-+-?o(-l)=0,     A.].,(-l)+BK-l)-'f(-l)=0. 
Elles  ont  une  solution  et  une  seule,  car  le  déterminant  de  A  et  B  est 

•i[-i)-h{-i)-[-'i,(-i)]'hi-^)  =  ['H-^)f-^[U-^)f- 

Il  ne  serait  nul  que  si  on  avait  à  la  fois  ■]/( — l)  =  0,  ■}(,( — 1)=0; 
mais,  dans  ce  cas,  .[/^(r) -f-ti •]/(«)  serait  divisible  par  uH-1,  et  F^{u), 
d'après  les  formules  (9),  serait  divisible  par  r -+- 1  =  u--4- 1,  ce  qui 
est  contraire  aux  hypothèses. 

On  voit,  (h'  mt'me,  que  A  et  h  ne  sont  pas  nuls  tous  deux,  car  le 
contraire  entraînerait,  d'après  (10).  o,^{ — 1)  =  0,  c&( — 1)  =  0,  c'est-i\- 
dire,  d'après  (9),  la  divisibilité  de  G(m)  par  (i<'--f- 1). 

Ayant  ainsi  calculé  A  et  B,  on  supprimera,  dans  le  dernier  membre 
des  identités  (8),  en  numérateur  et  dénominateur,  le  facteur  commun 
U--T-  1   autant  de  fois  que  possible;  el  il  restera  une  identité 

OÙ  le  numérateur  de  Rj  est  encore  de  degré  inférieur  au  dénominateur, 
el  où  ce  dénominateur  est  de  la  forme  (u'--h  l)''F,(i/),  avec  a'  <  X. 

On  a  donc  séparé  de  H(a)  une  fraction  simple  nouvelle;  et,  si  l'  =  0, 
le  facteur  tt-+  1  a  disparu  du  dénominateur  de  la  fraction  restante. 

Si  À'  n'est  pas  nul,  on  opérera  de  même  sur  R/,  et  ainsi  de  suite. 
Comme  l'exposant  de  u^-\~l  diminue  à  chaque  opération,  il  dispa- 
raîtra au  bout  de  X  opérations  au  plus. 

Ainsi,  le  fadeur  (u'^-H  1)"^  aura  fourni  un  groupe  de  fractions  simples, 
de  la  forme 

Am  -I-  B        A,M  +  B,  Ax_iM  +  B,._i 

(m2-4-1)>."+~(m2H-1)>-i'+~  •••'^        «•■'4-1        ' 

où  la  première  ne  manquera  pas. 

Si  on  revient  à  la  variable  x,  par  la  formule  (G),  les  numérateurs  de 
ces  fractions  deviennent  des  binômes  en  x,  et  on  conclut  que  le  fac- 
teur {x-  -]-  px  -ir  q)'-  fournit  un  groupe  de  fractions  simples  de  la  forme 

^     '      {x- -^- px -h  q)'       [x- -h  px -h  q)'-^  x^ -\- px -h  q '' 

où  la  première  ne  manque  pas. 

Par  la  méthode  précédente,  on  fera  disparaître  du  dônominaleur  de 
la  fraction  tous  les  facteurs  trinômes;  quand  on  s'occupera  du  dernier, 
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le  facteur  f^ix)  de  l'idonlité  (5)  sera  la  constante  1;  et  tout  sera 
terminé  quand  on  arrivera,  dans  la  suite  des  fractions  H,,  . .  .,  à  une 
fraction  dont  le  numérateur  sera  du  premier  degré;  cela  se  produira 
nécessairement  pour  celle  dont  le  numérateur  sera  u^-t-1,  si  les 
opérations  ne  s'arrêtent  pas  avant.  Celte  fraction  sera  la  dernière  des 
fractions  simples. 

En  résumé,  R(.r)  sera  réduit,  dans  tous  les  cas,  à  la  forme 

(12)      n{x)  =  E{x}-{-:L\.    -^  ,,  +  , — ~A^-^----^-^^^^^i 

^     '  ^  '         ^  '         ({x  —  a)'-      [x  —  a)  X  —  a) 

^.  j       Pa?-4-Q         Pi^'  +  Q.  P>._.a?-hQ>._,  ^ 

'^  (  {x^ -h  px -{- q)''^       {x'^-^px-hq}'—^        '"        x'^ -h  px -h  q  )' 

C/esl  la  formule  de  décomposition  annoncée,  où  chaque  groupe  de 
fractions  simples  correspond  à  un  facteur  {x  —  a)",  ou  (x^ -\- px -\-  q)', 
de  la  décomposition  du  dénominateur  de  R(ar)  en  facteurs  premiers. 

Méthode  de  calcul.  —  On  démontre  que  cette  décomposition  nest 
possible  que  d'uite  seule  manière;  on  pourra,  par  suite,  poiu"  l'obtenir, 
au  lieu  d'opérer  de  proche  en  proche  comme  dans  l'analyse  générale 
précédente,  calculer  d'un  seul  coup  tous  les  termes  de  la  formule  en 
employant  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

Pour  cela,  on  écrit  la  formule  (12),  on  chasse  les  dénominateurs,  et 
on  identifie  les  deux  membres;  on  a  ainsi  des  équations  du  premier 
degré  pour  déterminer  tous  les  coefficients  inconnus. 

Nous  donnerons  des  exemples,  dans  l'application  de  la  décomposi- 
tion à  l'intégration  des  fractions  rationnelles. 

308.  Intégration  des  fractions  rationnelles.  —  La  fraction  rationniUIe 
étant  décomposée  en  éléments  simples,  tout  reviendra  à  intégrer 
chacun  d'eux.  En  dehors  de  la  partie  entière  E(.r),  que  nous  savons 
intégrer  (n°  3Uo),  nous  serons  donc  en  présence  d'intégrales  de  l'une 
des  deux  formes 


f 


kdx  r      Px  -h  Q 


J   (nn-  -i-  m-  -U  r/l" 


{x  —  aj"  .  '  {x-  -h  jjx  H-  q)" 


i°  Lintégration  de  la  première  est  immédiate.  —  Laissant  de  côté  la 
constante  d'intégration,  il  vient  : 

r     kdx  .     ndix  —  a)  Al  , 

j(^^r^-AJ^A___^____.^^_^^^^^^,         pour        n=.l; 

/'  \dx         .    fa(x  -^  a)       ,  .  , 

/     =A   /  — ^ ^  =  .\log!x  —  a,         pour         n=i. 

J  X  —  a  J     X  —  a  ^  ^ 
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2"  Pour  la  seconde,  on  fera  le  changenienl  de  variable  qui  consiste 
à  prendre  comme  variable  wnivelle  la  demi-dérivée  du  Iritiôme^^^  figu- 
rant au  dénominateur, 

(13)  /=.r-t-§,         donc        dl  =  dx. 

Le  trinôme  devient  : 
.r"--h/M'H-7  =  /--hf 7  — ^  j  = /--f-«-,         avec         («-  =  7—4); 
car  q  —  ^  est  positif.  Le  numérateur  s'écrit  : 

p(f-ÎT)  +  Q  =  P'  +  Oo'         avec        0„  =  Q-Pg. 

L'intégrale  à  calculer  se  décompose,  par  suite,  en  deux 
r      tdt  „     Ç       dt 

Nous  avons  appris  à  calculer  la  seconde  par  intégration  par  parties 
(n°  305).   Elle  s'exprime  au  moyen  d'une  fraction  rationnelle,  et  de 

Arc  tg-  =  Arc  tg =  Arc  tg  ^  • 

"^  ^Jq^Pl  \^  —  p' 


Lmlégration 'de  la  première  est  immédiate,  car  elle  s'écrit 

P    rd{t'--ha-)_P   rd{x^-hpx-^q) 
2J  {l-^a~}"~  ij  {x--hpx-i-q)"' 


p 

Au  facteur  ^  près,  c'est  donc 


pour        "^1, 


»  —  1  (a-'--h/Jx'-|-y)"-" 
et  \og[x'--i' px-]- q)^    '     pour         n  =  i. 

En  résumé.  —  L'intégrale  de  toute  fraction  rationnelle  peut  se  com- 
poseï'  de  trois  parties  :  une  partie  rationnelle,  une  partie  logarithmique, 
et  une  somme  d'arc-tangentes.  Le  calcul  peut  s'effectuer  dès  qu'on  a 
décomposé  le  dénominateur  en  fadeurs  premiers  :  il  résulte  de  la  décom- 
position de  la  fraction  rationnelle  en  éléments  simples. 

Exemple  i.  —  On  peul  ainsi  retrouver  la  funnulc  nui  donne    /  — ; — — r- 
On  a 

-,-1— = ! =  1|_1    -     '    1 

X a-       (X -^- a)  {X  —  a)       2a\_x  —  a       .-c -(- "  I 

(I)  C'est,  avec  une  léfrére  modification,  le  cliangement  de  varinhie  opéré  plus 
haut  pour  réduire  un  tel  trinôme  à  sa  forme  canoniijuc,  par  la  méthode  de  la  dccom- 
position  en  cariés. 


INTEGRALES   INDEFINIES  17 

Donc 


x-\-  a\ 


rx^dx 
^1    ■- 

On  a 


a;*+!       (x2+l)2  — 2x2       (xî  — xV2+l)(a;2  +  a;s2  +  l) 

La  décomposilion  en  éléments  simples  sera  donc  de  la  forme 

xi  Ax+B         ,        A'x+B' 

1 - 


(x2  — x^2+ l)(x2  +  xV2  +  4)       x2  — xv2+l       x2  +  xv2  +  l 

Identiflons  : 

x2  =  (Ax  +  B)  (x2  +  X  X  2  +  1)  4-  (A'x  +  B")  (x^  —  x  v  2  +  1). 

Donc,  en  égalant  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x,  de  part  et  d'autre  : 
0  =  A4-A'.     l  =B  +  As2  +  B'  — A's2,     0  =  A  +  B  s  2  +  A  —  B' s  2,     0  =  B  +  B'. 

D'où 

A=  — A,         B'  =  — B,         2Av2=l,         2Bs2  =  0, 

c'est-à-dire 

B  =  B'  =  0;        X  =  -L  =  4,        A=-^-^. 
2s  2        4  '   •  * 

Ainsi,  on  a  la  décomposition  en  éléments  simples 

xi     _\2 


jv  +  1        4  ^  x2  —  X  s  2  +  1       xi  -f  X  s  2  +  1  <) 

Pour  éviter  des  complications  de  notations,  nous  mettrons  seulement  en  évidence, 
aux  numérateurs,  les  demi-dérivées  des  dénominateurs  : 

x-^^  ^  x4  ^^  ^2  ] 

T         ,  2  "^^T         ,  T  / 


x*-f  i 


+  7 ;?^^ — 7-^r =— T  + 


Kn  intégrant  terme  à  terme,  il  vient  alors  (')  : 
^jlog(x2-xs2+l)-log(x2  +  x\2-|-I)j  +  ^|Arctg(xv2— i;i  +  Arctg:x\2-f  1)|- 
On  peut  réunir  les  arc-tangentes  en  un  seul.  Car  (n"  104) 

Arc  tga  +  Arc  tgp  =  Arc  tg  .'^  "*"  ^- -f-  kn. 

1  —  SCp 

Donc,  à  une  constante  additive  près. 

Arc  tg (x  V 2  -  1  )  -I-  Arc  tg i x  v2  +  1 J  =  Arc  tg ^—^^^^  =  Arc  tg  j^, ■ 
Kt  on  a,  enfin, 


/ 


V'2.   „xî  — X  s2  + 1    ,    v2  .      .      xv2      , 


x'>-fl         8         x2-fxs2-fi         4  1 


(1)  Le  résultat  est  immédiat  pour  les  logarithmes;  pour  les  arc-tangentes,  on  opère 
comme  au  numéro  305,  II,  exemple  2. 

MATH.    nÉSÉRALES.    —    U.  2 
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Exemple  3.  —  Soil  à  calculer    /     ^   "Y  ■_  ..,  • 

La  décomposition  de  la  fraction  rationnelle  est  de  la  forme 

x  +  \     _  A  4.  •:^  _u  A!  4.  Bt  +  c   ,  Wx  +  c 

X3(X*+  lji~j'"^Xi"'"  X  "^(xi  +  l)*"^    xi  +  l    ' 
Chassant  les  dénominateurs,  on  a  à  identifier 

.r  +  1  =  (j-i  +  l)^(A  +  \'x  +  A"xî)  +  X''  (Bx  +  C),+  x-'  (x^  +  1)  (B'x  +  CM. 

ou 

X  +  1  =  (xi  +  2x2  +  1  )  ( A"xi  +  A'x  +  A)  -f  x'  (Bx  +  C)  +  (x^^  +  x-')  (B'x  +  C), 

ce  qui  donne 

0  =  A"  +  B',         0  =  A'  +  C',        0  =  A  +  2A"  +  B  +  B',        0  =  2A'4-C  +  C', 
0  =  2A  +  A".        1  =  A',        1  =  A. 

D'où  on  tire  aussitôt 

A  =  l.        A'  =  !,        C'  =  — I.        C  =  — !,        A"  =  —  2,        B' =  2,        B=l. 

Donc 

x  +  1  1,1        2,      X  — 1       ,   2x— 1 


X'*(X3  +  1)-  X^     '    X-         X    '     (X-  +  1)-     '    X- -|-  1 

et 


(x  -|-  i )(ix  dx   .dx 9^1    1  d(x-  -}-  <) 

rï(x2  +  i)2"~x5  +  ^'~""^  +  2  (xi+  l)i 


dx    _       d(x^  +  1  )  dx 


x»(x2  +  i)2       x3^x2       "x^2(xi  +  lj^       (Xi  +  l)^'^     x^  +  1  x^  +  1 

Toutes  les  intégrations  sont  alors  immédiates,  sauf  le  calcul  de 

dx 


=  r^ 


1)- 

Appliquant  la  méthode  du  numéro  .ï,  nous  partons  de 

dx  /•      I 


rdX 


Arctgx=    /     ^  f  ■  =    /     .,    I 
et  intégrons  le  second  membre  par  parties 
Arctgx=    ..  ,   1  +   /      .,   ,   .w=-?-rT  +  2   /  -,—^',-,^.i-dx=    ,  .   . +2Arctgx  — 2J. 


D'où 


J  =  2(x^%l)  +  ^Arctgx. 


L'intégration  terme  à  terme  donne,  dès  lors. 

j^^Mïr+Tp  =  -Eni-x- 2 'of^^l-^^^TT+T)- (21^+^7  +  2 '^'•'^ 'H  + 
+  log(x-+ I)  — Arc  tgx +  c 

ou,  en  groupant  ensemble  les  termes  de  même  nature, 


/ 


(x  -t-  1  Wj   _      3x3  4-  2xi  +  2x  +  1    ,   ,  ^x2  +  1       3  ,  , 

x-'(-c-  + l)-~  2xi(xi  +  l)         "'"'°"     xi  2'^'"'^'o'i'  +  c. 


Remarque.  —  iXous  allons  maintenant  passer  en  revue  un  certain 
nombre  de  types  rjénéraux  d'intégrales^  quon  calcule  en  les  ramenant, 
par  des  changements  de  variables,  à  des  intégrales  de  différentielles 
rationnelles,  auxquelles  on  applique  la  méthode  précédente. 
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1^ 


§  3.  —  INTÉGRALES  TRIGONOMÉTRlgUES 

309.  Intégrales  de  la  forme,      j  \\{cosx,  s\nx)dx. 
On  suppose  que  R  est  une  fonction  rationnelle  des  deux  variables 
intermédiaires  cosic  et  sinx-. 
On  pose, 


tg^=/,         c'est-à-dire 

On  en  conclut 

1  —  t- 
cosj^  =  -i — : — -,,        sina?: 


.\rctg/,         a?=:2Arclg/. 


2t 


l4-r-' 


l^t'-- 


dx 


YTT-' 


Au  moyen  de  ces  formules,  on  obtient  une  intégrale  de  différentielle 

rationnelle  en  /. 

±dt 

x\ 


Exemple  l. 
Donc 


C  dx  /  i-i-<-       rdt     ,     ,,,  ,         ,1, 

J      1  4-  <2 

r  dx         ,      1 ,    a?  I   , 

jsiïï^=^°^r^2r'"- 


2 


(// 


^-".'^-'-  I^-I'^-^-Ié^^^"^ 


l  +  < 


=  log 


-+-  '•  =  log 


^ë^^^ëi 


i  —  t 


c. 


'  -  '85  'Kï 


Donc 


/^=^«ghs(i+i) 


Remarque.   —  On   obtient  plus  rapidement   celte   intégrale   en    la 
déduisant  de  la  précédente.  Car 


J 


dx 


cosx 


^  dix 


2 


SI 


n(^  +  |) 


=  log 


x  + 

1-) 

tg 

2 

-i-  '-•  =  log 


tgU  +  4 


c. 


t/j 


Exemple  3.       /  ^r-^ 

•^  .'2  sina?  —  ( 

dx 


0SX  +  3'. 
^dt 


11  vient  ici,  pour  /  =  tg,^  , 
2rf/ 


2sina'  — cosxH-3      4<  —  (1  —  r-)-h  3(1  + /-)       4/--^i/  +  2 

_  2rf<         _     dr2t  —  i) 

—  (2f  +  l)-^  +  1  —  (2/ -h  1)- ^  1  ■ 
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Donc 

l\r- — -^,  =  Arctg(2lg|-hlWc. 

t'  2  sm  X  —  cos X  -h  3  o  \     o  2        j 

310.  Cas  particuliers.  —  Posons  K(cos>r,  sinx)  r=  F(a.). 

/*■■  Cas.     F{x)  admet  la  période  -k;  c'est-à-dire  F(a?  +  7î)=:  F(a.')- 
On  en  doit  conclure  que  F(x)  est  une  fonction  rationnelle  de  tg.x-. 

En  elTel,  remplaçons,  dans  F(x),  sinx  par  cosx-tgj;;  puis,  autant  de  fois  que  ce 

sera  possible,  nous  remplacerons  cos^a;  par  .    ,_  .  Les  deux  termes  de  la  fraction 

I  -|-  ig-x 

deviendront  du  premier  degré  en  cosa-,  et  elle  prendra  la  forme 

p  ,    .  _  A(lg.r)4-  B(t°:j).cosj 
^   '       C(lgJ-)+ U(lga-).cosx' 

A,  B,  C,  D  étant  des  polynômes  entiers  en  tgo*.  Mais  alors 

F(j,   I   _v  _A(tgj-)  — B(lgj).cosj- 
'     "^    '       C(tgx)— D(tga;;.cosa;* 
On  a  donc,  par  hypothèse, 

r./   X       .\  +  Bcosx      A — Bcoâx 

r  ix)  = • ^= • 

G  +  Dcosx      C  —  Ucos.r 

On  obtient  une  fraction  égale  à  ces  deux  expressions  de  F(.r)  en  ajoutant  leurs 
numérateurs  et  leurs  dénominateurs  :  donc 


P(-)  =  iè  =  ^)'  (C.Q.F.D.) 

On  a,  par  suite,  à  calculer  une  intégrale  de  la  forme    /  li{[^.r)dx, 
R  désignant  toujours  une  fonction  rationnelle.  On  posera 
tgj^'^u.         .rr=Arctgw,         d.i'=, — — ^; 

et  on  sera  ramené  à  une  différentielle  rationnelle  en  u,    /    /   '    .,  • 

J    1  -h  u- 

Exemple  1. 

flg^xdx  =  f^,  =  fi^^±^^du=u-\vcliiu-^c 

Donc 

/  \g^xdx  =  lg.r  —  X  -\-c. 

2*        /  l^xdx.  —  H  est  ici  plus  simple  d'écrire  : 

/sinxdx rdcosx  - 

cosx  J    cosa: 

Donc 

/  tgj:  dxz=:  —  log|cosa?|  -hc. 
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^*  Cas.     F{x)  est  une  fonction  impaire;  c'esl-à-dire  F( — x)^= —  F(.x-). 
On  en  doit  conclure  que  F{x)  est  le  produit  de  sin x  par  une  fonction 
rationnelle  de  cosx. 

En  effet,  remplaçons  sia*x,  autant  de  fois  que  possible,  par  (1  —  cos^j).  Les  deux 
tcrmesde  la  fraction  seront  ramenés  àôtredu  premier  degré  en  sinr,  etelle  prendra 

la  forme 

A  (co3x)  -f  B  (ces  g-)  sinx 
^■''       C  (cosx)  -j-  t>  (C03X)  sinx' 

A,  n,  C.  D  étant  des  polynômes  entiers  en  cosx.  Mais  alors 

P  . A  (cosx)  —  B(cosx)  sinx 

^        •       G  (cosx)  —  U  (cosx)  sinx' 
On  a  donc  par  hypothèse  : 

„       A_-fjB_sinx —  A  +  1^  sin  X 

*  W  — C  +  Dsinx""    C  — Usinx    ' 

et,  en  ajoutant  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  ces  rapports  égaux, 

„,   .       213  sinx       B  (cosx)    .  ,n    r\    i?   n  ^ 

F(x)  =  -^^^  =  ^^^^^sinx.  (C.Q.F.D.) 

On  a  donc  à  calculer  une  intégrale  de  la  forme   j  ïi  (cosx)  sin.r  dx.  El 

en  posant 

uc=cosx,         dv  =  —  s'iDxdx, 

on  sera  ramené  à  une  difTérentielle  en  i\    /  —  ï{{v)dv. 

3"  Cas.     F{t:  —  x)  =  —  F{x). 

On  démontrera,  de  môme,  que  F{x)  peut  se  ramener  à  la  forme 
H(sina')  cosa,';  et  on  intègre  en  posant  /résina:. 

311.  Expressions  entières.  —  Tout  polynôme  entier  en  cosx  et  sinx 
se  décompose  en  monômes,  et  on  a  à  étudier  des  intégrales  de  la  forme 

(1)  ■  iT=  /  cos"'x  sin^x  rfx. 

Si  m,  ou  p.  est  impair,  on  prendra,  d'après  les  indications  du  numéro 
précédent,  comme  inconnue  nouvelle  sinx  ou  cosx  (respectivement). 
Si  m  et  p  sont  pairs,  la  dilTérentielle  est  de  la  forme 

0   ^mw  •  2    w/  ;         l/l  +  cos2x\"'' /,       cos2xY'    ,^  , 
(cos^x)'"  (sm^x)/'  f/x  =  -( ^ j     11 :p-j    rf(2x). 

On  aura  donc  une  somme  de  monômes  en  cos  2x  de  degré      ^^  '   au 

plus.  On  pourra  opérer  sur  chacun  d'eux  comme  précédemment,  car 
l'intégrale  de  chacun  est  du  type  (1),  à  cela  près  que  p  est  nul,  et  que 
X  est  remplacé  par  2x.  Et  ainsi  de  suite.  Les  degrés  s'abaissanl  de  plus 

en  plus,  on  arrivera  à  des  intégrales  du  type   /  cosxrfx,  ou    /  dx. 


Exemple.        j  cos*x  sin-X(/x  =    /  ( 


14-cos2x\-    1 — cns2x  , 

2 )   • 2 '^''' 


le  signe    /  , 
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Nous  abrt'pcrous  l'applicalioii  de  la  milhode  en  écrivant,  sous 

^  (1  —  C032  2T)  (I  4-cos2.t)  =  -7  sinî2x.  C03  2x  +  -.  sin2  2x 

=  .  sin-2x.  cos2.r-|-  r;(l  —  cos4.r), 
L'inlégrale  est  alors  immédiate  : 

ôT  sin^2x  —  .pjsinix  -|-^x  +  c. 

Autre  méthode.  —  On  peut  arriver  au  résultat  par  une  seule  opéra- 
tion, en  introduisant  les  exponentielles  imaginaires  : 

cosa'  = j^ ,         sin.r  = -r-- 


En  portant  ces  valeurs  dans  cos"'a:  sin^'a-,  on  obtiendra  des  termes 
de  la  forme  Ae~''"^.  A  étant  réel  si  on  suppose  p  pair.  Comme  l'expres- 
sion ne  change  pas  par  le  changement  de  i  en  —  i  {p  élanl  pair),  à  ce 
terme  correspondra  le  terme  Ae~'''^.  Donc  l'expression,  en  groupant 
ensemble  les  termes  ainsi  associés,  sera  de  la  forme 

y  A(e''-  +  e-''")  =  22A  coskx; 
et  l'intégration  sera  immédiate. 

Exemple  I.     cos^j-  s\n-x=  I  i^ 1    (  rp I    = 

=  —  p  (e»<-f  —  2  +  e-i'>)  (eî''  -f  2  +  e-2'>) 

=  -^  4  [(«"'-^  +  e-C'>)  -f  2  (e'">  —  e-i'>)  —  (c2'>  +  c--''j)  —  4] 

=  —  77:  'cos6x-l-  2cos4r  —  cos2x  —  21. 

L'inlégrale  est  donc 

1     sinGx       1     •    I      I     1        o     ,    1      1 
—  jQ 7j—  —  p  sin4x  +  ^  sin2x-|-  j-t  +  c 

Comme  on  a 

sin3a  =  3  sina  —  4  sin^  a, 

on  en  conclut  ...3  T sin  2x r. —  |  =  .jj  sin52x,  de  sorte  que  le  résultat  est  conforme 

à  celui  du  calcul  précédent. 

Exemple  2.  —  La  méthode  est  surtout  commode  pour    /  cos>".rd.r,el    I  s'mpxdx. 

On  a,  d'après  la  formule  du  binôme,  appliquée  à  cos x  =  s  (e'^  +  e— 'J), 
cos'"x  =  ^\-^  [e"''-t  4-  jeim-ifT  _|_  IliULlzSï eiim-i)T  +...],      ' 
et,  en  réunissant  les  termes  équidistants  des  extrêmes, 

cos"'x  =  :y;;;zri  I  cosmx  -j-  ^  co&[m  —  2)x  -| j— 2 —  cos(m  —  4)x4-  •  •  •  !• 
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Et  de  même,  en  supposant  toujours  p  pair, 
sini'x  =  {—  1)*  .  -— î    cospx  —  j  cos(p  —  2)x  +^   fT      '^"^  ^P  ~  ^"l^  ~  *  •  *    ' 

RemaPquc.  —  Les  formules  de  trigonométrie,. permellant  de  trans- 
former en  sommes  des  produits  de  fonctions  trigonométriques,  servi- 
ront au  calcul  des  intégrales  de  diflerenlielles  de  la  forme 

11  cos(ax-f-  a')dx. 
Vax  exemple,  pour 

/  cosa  cosp  cosvrfx,       oii       :i=zax-\-a\       {^=.bx-\-b\       Y  =  cx-hc', 

on  aura  Tidenlité 

1  1 

cos  a  cos  !3  COS *;  =  ç^  cos  a  [cos (P  +  y)  h-  COS  (p  —  y)]  =  T  [cos (a  4-^4-  ■')  + 

4-  cos  (a  H-  p  —  y)  4-  COS  (a  —  fJ  +  y)  +  COS  (—  a  4-  ?  4-  7)]  ; 
et  ciiacun  des  termes,  étant  de  la  forme 

cos(înx4-  m). 
s'intégrera  immédiatement  : 

/  cos{mx  ->r  m')dx :^  —  /  cos{mx  -^  m') d{mx  —-  m')  t=z  —  sin(ïna:-h7?i'). 

§  4.  —  INTIiGRALES  DE  DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES 

312.  Cas  où  X  figure  dans  la  différentielle  par  des  puissances  frac- 
tionnaires. —  Soit  une  intégrale  de  la  forme 

J  ^\x,  x'i.  x'î' ,  . .  Jdx 

où  R  désigne  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  diverses  puissances 

fractionnaires  de  x.  Supposons  les  exposants  -■*-t  .  ...  irréductibles, 

et  soit  n  le  plus  petit  multiple  commun  des  dénominateurs.^  de  sorte 
que  l'on  a  des  égalités 

n  =  Aç.         »  =  )!q' .         n  =  '/"q" .      .... 
Si  on  pose 

x=:M",         ou         «  =  '^a-, 

on  aura  : 

i         Uî.  >î. 

dx=:t}u"-^du,  X''  =  Ul=lt"',  X'''  =  U''''y      ... 

de  sorte  que  la  différentielle  sera  devenue  rationnelle. 
L'intégration  pourra  donc  alors  s'effectuer. 
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l  3 

Exemple.      l  "^  "  ^   ^  dx.  On  posera  x  =  u'-,  et  l'inlégrale  deviendra 
"■'     0-3  +  l 


J      Ui  +  i  J       u'-  +  \ 


La  division  de  2u'0  4-u*'  par  u^  +  1  dcmnc 

2u'o  +  u^  =  (u-  +  \)(2u»  —  u6  +  hI  —  (i^+'D  —  1. 
La  différentielle  à  intégrer  devient  ainsi 

\   2U'*  —  U6  +  U*  —  (|2  +  1 3-!p-j-    l 

et  rinlégrale  est 
La  proposée  est  donc 


—  ^  +  -=--^+u  —  Arc  tgii. 


~xi  —  " j'-i  +  ix^-  —  2x^  +  x«  —  Arc  tgU"";'  +  c. 

Plus  généralement,  l'intégrale 

J  r{x,  yv.  y'?^  ...)dx. 

où   y   est   une  fraction   au  premier  degré,  y  =  — — irrv"   ^  intègre  en 
posant  j/  =  z<",  où  n  est  encore  le  plus  petit  commun  multiple  de  q, 

9 

En  effet,  les  puissances  y^ ,  j/^',   ...,  deviennent  comme  ci-dessus, 
des  puissances   entières   de    u;    et,    de   plus,   x  est  rationnel   en  y, 

( x=    ^     ,    1 .  de  sorte  que  dx  sera  rationnel  en  v- 
\         a  —  ayj 

La  différentielle  aura  donc  été  rendue  rationnelle. 


Exemple.       1  1/  .  _  ^dx. 

C'est  donc    /  y'-dx.  avec  y  =  ^  _  ^- 

On  posera  v  =  u-.  Cela  revient  à  écrire  simplement 

De  là 

1 4-  X         ,  u-  —  1  j  ^uda 

-— ! —  =  U-,        X  =    J   I    ■  ,         dx  =  ,— J-  I    ,..,  • 

U  reste  à  calculer 

Nous  intégrerons  par  parties  : 
0  =  2J«.^^^,^P^=.2J.ci..        avec        ^^^^^^r+Tr-' 


"  =  -ÏÏMrî' 
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Donc 


Ainsi 


-,    .  -I   -    I     ^   ,    .  —         ^   ,    .    ,   2  Arc  t^u. 


Le  radical  n'est  réel  que  pour  —  1  <x<l;  donc  1  —  x  est  positif,  et  on  peut 
écrire  

fs/r^x'^  =  - ,  nrT^  +  2  Arc  tg  y|±|  +  c. 

313.  Différentielles  binômes.  —  On  appelle  diiïcrentieile  binôme  une  difTérenlielle 
de  la  forme  [ar''-  -{-  bx>}:dx,  a,  3,  y  étant  trois  nombres  fractionnaires.  On  l'écril 
souvent  en  faisant  sortir  de  la  parenthèse  une  des  puissances  de  x. 

[I]  x"'{a  +  bx'')'-dx. 

Il  suffit  de  poser  m  =  ay,  p  =  [î  —  a.  Nous  la  prendrons  sous  cette  forme. 
1°  Si  Y  est  entier,  positif  ou  négatif,  on  est  ramené  au  cas  du  numéro  312.  C'est  donc 
un  premier  cas  d'intéyrabilité. 

2°  Posons  a-\-bxi'^u.  x!'  =  t(u  —  a).  La  différentielle    T  devient,  à  un  facteur 
'  0 

constant  près, 

m-4-l 

(u  —  a)    V         .  ir;  .du; 
puisque  Ton  a 

x  =  (t)v'(u  —  «)'■'         dx=z(j-]T'-~{a  —  a)?      du. 

Il  y  aura  donc  intégrabilité  si  — ^tl_  est  enlier  {2'  cas  d'intcgrabUitéi. 

3"  En  faisant  sortir  de  la  parenthèse  l'autre  puissance  de  x,  on  écrit  [1] 

x"'+l'"  [ax—v  -\-  b  )'■ .  dx. 

En  posant  m' =:  m  4-pv,  p' ^  —  p,  on  a,  d'après  le  2°,  le  cas  d'intégrabilité  (5"  cas 
d'intégrabililé). 

— 4^  entier.        c'est-à-dire (-  -  enlier. 

P  P 

314.  Intégrales  abéliennes.  —  Considérons  une  intégrale  de  la  forme 

/  R(a?.  y)dx,  où  R  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  */;  et  où  y  est 

une  fonction  algébrique  de  x.  i/^ç,(x).  qui  sera  définie  en  général  par 
une  équnlion  rationnelle  et  entière  f{x,  y)=0"'.  Si  la  courbe  repré- 
sentée par  cette  équation  peut  se  définir  [)ar  des  équations  paramé- 
triques rationnelles, 

x='j{t).         y  =  'i{t). 

on  dit  que  c'est  une  courbe  unicursale  ou  rationnelle;  el  on  démontre 
que  la  représentation  est  possible  de  manière  que  le  t  de  chaque  point 
s'exprime  par  une  formule  rationnelle  /  =  6(x,  y). 

(I)  L'intégrale  s'appelle  une   intégrale  abélienni'.  attachée  à  la  courbe /(x,  y)  =  0. 
Ces  intégrales  ne  s'expriment  qu'exceptionnellement  au  moyen  des  transcendantes 
élémentaires. 
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En  posant  alors  x  =  o{t),  ce  qui  doit  donner  j/=1/(/\  la  dilTéren- 
tielle  R(j-,  y  dx  devient  rationnelle  en  t.  On  pourra  donc  intégrer  et 
remplacer,  dans  le  résultat,  t  par  0(t,  y).  L'intégrale  s'exprimera 
donc,  comme  la  difTérentielle,  au  moyen  de  x  et  y,  liés  par  l'équation 
f[x,  i/)  =  0.  Si  on  peut  résoudre  cette  équation  sous  la  forme  j/  =  <l'(a), 
elle  sera  connue  explicitement  en  x  seul. 

Une  application  importante  de  celte  idée  générale  concerne  le  cas 
où  y  =  \ax^ -^  bx-hC,  c'est-à-dire  où  on  a  à  calculer 


/  H(a:,  yjax^-hùx  -\-  c)dx. 


La   courbe    à    considérer    est    alors  la   courbe   du  second    degré 
y*  —  ax-  —  bx  —  r  =  0,  ellipse  si  a  <  0,  hyperbole  si  a  >  0  ''. 

On  se  rend  compte  immédiatement  qu'une  telle  courbe  est  unicur- 
sale.  Soit,  en  effet,  A  un   point  fixe  sur  la  courbe,  x^,  y^,  ses  coor- 
données. Coupons  par  une  droite  issue 
de  ce  point,  de  coeflicient  angulaire 
variable  /.  Son  équatiop  est 

y  =  yo^^i^  —  ^o)' 

En  portant  cette  valeur  de  y  dans 
l'équation  f(x,  y)  =  0  de  la  courbe,  qui 
est  par  hypothèse  du  second  degré,  on 
j  obtiendra  une  équation  en  x  du  second 
degré,  à  coefficients  rationnels  en  t. 
La  somme  des  racines  est  rationnelle 
en  /,  Tune  des  racines  est  a\,  ;  l'autre  s'en  déduit  pardiflérence,  et  est,  par 
suite,  rationnelle  en  /.  On  a  donc,  pour  le  point  variable  d'intersection  M, 
une  formule  rationnelle  x=zz,(t)\  et  l'équation  y  =zy^-\-  i[x  —  x^) 
donne  alors  une  valeur  y  =  -l{t)  également  rationnelle. 

Dans  le  cas  actuel,  nous  distinguerons  deux  hypothèses,  pour  avoir 
un  calcul'aussi  pratique  que  possible  : 

/"  Cas.     a  >0. 

On  peut  écrire  le  radical  \'a.^x^ 


0 


Y>x 


-  .  ^:=  -  ).    Tout 


revient  à  exprimer  rationnellement,  en  /,  x  et  \x^-\-px 
dire  qu'on  peut  considérer  l'équation 


q  ;  c  est-à- 


y  =  y^x--^px-^q,         ou         y'^  =:  x"^ -^  px  ^  q         (,V  >  0). 
Piir  un    changement  d'origine,  elle  deviendrait  y-  =  x^^k.  C'est 


(1)  Le  casa  =  0  se  Irailerait,  comme  on  l'a  vu  au  numéro  312,  en  posant  u  =  s  6a,' -h  c 
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donc  une  moitié  d'hyperbole  équilalère.  Pour  en  obtenir  Ui  représen- 
tation paraniélrique,  nous  la  couperons  par  des  parallèles  à  l'une  des 
asymptotes,  ç'esl-à-dire  à  une  des  bissectrices  des  axes  y  =  ±x. 
Prenons,  par  exemple,  les  droites 

(1)  lJ  =  —  X-j-t. 

L'intersection  avec  la  courbe  est  définie  par 

{X  —  tfz=x--hpx-\-q,         ou         (2/-f-p)a:=  r-  —  q. 

On  obtient  une  équation  du  premier  degré  en  x,  parce  qu'il  n'y  a 
qu'un  point  d'intersection.  Ainsi 


y  =  t  —  x 


_t--hpt-i-q 
~       'Il  -h  p 


dx 


_  2/(2/  +  ;?)  — 2(<^  — (y)  ■  _  2(<-  +  pf  +  v) 


{'It+pf 


(tt^pf 


'dt. 


Ces  formules  fourniront  la  transfor- 
mation de  la  difTérentielle  donnée 
en  dillérentielle  rationnelle. 
En  fait,  cela  revient  à  poser 


t=:x-+-  yjx'^  -hjjx  H-  q. 

Exemple.  —  On  a  un  résultat  très  simple 
dx 


pour    / 


x^+px-^q' 


En  efTet,  les  formules  ci-dessus  donnent 
dx  __     2dl 


.  Donc  lintéifrale  est  : 

log  2«+p|+c, 


log  «-tr^'   +c'; 


c'est-à-dire  (comparez  n'  96), 
dx 


f 


S^-+PX+q 


=  log  X  -f  ^  -f-  \  a-i  +  px  +  q    +  c'. 


2"    Cas.     a<0. 


On  écrit  le  radical  ^  —  a.\J — x--\-px-j-q.  Il  ne  peut  être  réel  que 
si  le  trinôme  — x--hpx-T-q  a  des  racines,  et  si  x  est  compris  entre 
ces  racines.  On  posera  donc 

—  X-  H-  px  -h  q  =  [x  —  ol)  (p  —  x), 
en  supposant  a  <  %  Et  tout  revient  à  considérer  la  courbe 

Î/  =  S  .-r —  a)  ('i  —  X)  ou         y--i-x-  —  (|i -h  aja^ -i- aS  =  0. 


y 

i 

/x\ 

.X 

0 

A\                       18 
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C'est  un  cercle,  qui  renconlre  l'axe  des  j'  aux  points  x-=a.,  a^  =  p.  Nous 
couperons  par  des  droites  issues  de  l'un  de  ces  poinls,  par  exemple: 

(2)  y  =  t(x  —  x). 

Les   poinls   d'intersection    sont 
donnés  par 

y-  —  [x  —  0L){^  —  x), 

y  =  t{x  —  x),  î/>0. 

Donc 

<2(a  — a)-  =  (p  — .r)(x  — a), 
ou 

(3)  r-{x  —  y.)  =  p  —  x. 

Pour  résoudre  facilement,  nous  écrivons,  au  moyen  de  combinaisons 
de  rapports, 

X  —  a P  —  X fi--  g (P  —  x)x 

D'où 

8-ha/î  fi  — a  .^  (fi  — a)t'  (fi  — a)< 

et,  en  ditTérenliant  la  seconde  identité, 

,  ^(fi  —  a)/  ,,  ,,   ,  dx  ^     dt 

flr  — i^-iJ —al  don  — ^=.  —  2 ■ 

ax—       -^j_^^,^,a',         aou  ^_       -j_^^2 

Ces  formules  résolvent  la  question. 

Ileniarquc.  —  En  écrivant  y  =^  {x  —  ^)\/- ,  on  voit  qu'on  aune 


différentielle  rationnelle  en  x  et  y/*^ .  On  pourrait  donc,  d'après 

le  numéro  312,  poser  /=  \ / "^ .  Mais c'estprécisémentle changement 

de  variables  qu'expriment  les  formules  (2)  et  (3). 


dx 


Exemple.  —  Prenons,  comme  exemple  simple,    /  • 

J  \^  —  x- 

.  /j j. 

Ici,   y:=\(x+D(l  —  •^)-    Nous    poserons    '  =  V/  -n -j  •    Nous    avons    remarqué 

que   ^^  =  —  2  T-j-jî  •  L'intégrale  devient  donc  —  2    /  .       ^  =  —  2  Arc  {^l  -\-  c,  de 
sorte  que  nous  trouvons 


r-^  =  -2Arctg./i^  +  c. 
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Reste  à  vérifier  que  ce  résultat  est  équivalent  nu  résultat  connu 

dx 


/dx      


=  Arc  sin  j  -(-  c\ 


Posons,  en  effet,  x  =  cos?  et  supposons  0  ^  9  ^  tt.  Nous  avons  Arcsinx  =  ^  —  ç. 
D'autre  part  : 


i+x       l+cosa         °2  "='Vx-t-l        2 


Donc 


-  2  Arc  igy/i^  =  -  -p  =  Arc  sinx  -  ^,  (C.  Q.  F.  D.) 

Remarque.  —  On  ramène  aux  intégrales  précédentes  les  intégrales 
de  la  forme  : 

/  R(ar,  'Jax-\-  h,  yja'x -^  fj')dx, 

où  R  désigne  toujours  une  fonction  rationnelle  de  ses  arguments. 


Si  on  pose,  en  effet,   va^  -\-  b=:u,  x:= ,  on  tire 

a' X -j- b' =  —  (il-  —  b)-hb'. 
a  ^ 

Donc  R  devient  fonction  rationnelle  de  u  et  d'un  radical  du  second 
degré  en  u;  et  dx  est  rationnel  en  u  : 

j        'lu  du 
dx= 


§  5.  —   TYPES  DE  DIFFÉRENTIELLES  TRANSCENDANTES  INTÉGHABLES 

315.  Applications  de  rintégration  par  parties.  —  L'intégration  par 
parties  s'applique  à  un  certain  nombre  de  types  de  différentielles 
transcendantes,  que  nous  allons  passer  en  revue. 

/"  type.      f^{x)  logxdx,  où  H(x)  est  un  pohjnôme  entier  en  x. 

Posons    î/  =  logx,  }\{x)dxz=zdv.  La  fonction  v  =  Jtt{x)dx  est  un 

.  ,         dx 

polynôme  qui  se  calcule  immédiatement.  On  a  alors,  puisque  auz=  — 

l{{x)\ogxdx=v\ogx —  /  y  — ' 

et  -  est  un  polynôme,  car  on  peut  prendre  v  sans  terme  constant. 

L'intégration  s'achève  donc  sans  difficulté. 

/x*  rx^  dx      X*  ,  3^*   I 

x^  logxdx  =  -^  logx  —  /  -j-  —  =  y  logx  —  jg  +  c. 
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.2*^  type.      fli{^)e'"dx,  où  ll(.r)  est  un  polynôme  entier  en  x. 

En  posant   u  ^tt{x),  do  =  e"^dx,  donc   c^=-e"',   rinlégration  par 
parties  abaisse  le  degré  de  tt{x).  On  obtient 

fn  (a-)  e'''dx  =  ^  Il  (ar)  e'"  —  ^  fii'{x)  e"^  dx. 

La  même  formule,  appliquée  successivement  à   H'(x),  U"{x),  ..., 
donne 

—  ^l\l'{x]  e'"  dx  =  —  ^,  H'  {x)  e"'  4-  ^,  ^  /'h"  (a^)  C'rfx, 

(-l)"-'-^j'H"-'(x)e-rfx=^-l)'-'^.H"-'(T)e-- 

Si  n  est  le  degré  de  II (a:),  H''(j?)  est  une  constante;  et  on  peut 
écrire  encore  : 

(-  1  )»  ^„  J'h  "  ix)  e-  c?x  =  (-  1  )»  ^,  H  "  (x)  e"'. 

En  ajoutant  terme  à  terme  toutes  ces  identités,  les  intégrales 
fw'e-ulx,  f\\"e"^dx,   ..., 

se  détruisent  dans  les  deux  membres,  et  il  reste, 

r  p""  /  H        H"  H"\ 

(1)  /H(.)."<(.  =  ^(H-ïï-  +  |_...+(_lr'l,)+o. 

Exemple.  f  x^e'dx  =  x^e^  —  3    1  x-e^dx 

—  3   /  x-e'dr  =  — 3xîe^ +  6    j  xe^dx 

6    /  xc^  dr  =  6xe^  —  G    I  e^dx  =  6xe  '^  —  6e*  -\-  c 

d'où 

fx^e^  dj-  =  eMo?^  —  3x2  +  6x  —  6)  +  c. 

3*^  type.      f  }\{x)  cosaxdx,  et    1  l\{x)  sxnaxdx,  où  H  esl  un  polynôme. 
En  posant  u  =  H(x)  et  dv  =  cosaxdx  pour  la  première,  on  obtient 

(2)  l{'x}cosaxdx:=\i!x) H'{x)s\naxdx. 
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De  même,  pour  la  seconde,  avec  ii=:H{x)  et  dv  =z  sin ax dx ,  on 
obtient 

(|{)      I  ll{x)s\i\axdx  =  —  \i{x) h-      li{x)cosaxdx. 

Chacune  de  ces  opérations  abaisse  le  degré  du  polynôme  sous  le 
signe  /  ,  et  fait  passer  d'une  intégrale  de  l'un  des  types  considérés  à 
une  intégrale  de  l'autre  type.  Au  bout  de  n  opérations,  si  n  est  le 

cosaxdx  = '■ h  0,  ou  à 

sinax  ax=:  — h  r  ;  et  1  intégration  sera  achevée. 

Exemple.      j  x-  sinxdx  =  —  x-  cos x  -f  2    j  x  cos x dx 

2    /  j~cos.rAr  ^  2j;  sin.r  —  2    j  i\nxdx^=2x  %\nx -{-Icosx -\- c. 
Donc,  en  ajoutant, 

/  X-  sinxdx  =  (2  —  x^  cosx  +  2x  sinx  +  c. 

Remarque.  —  On  peut  ramener  ce  troisième  type  au  précédent,  en 
employant  les  exponentielles  imaginaires.  En  cliangeant  dans  la  for- 
mule (1)  a  en  in,  et,  par  conséquent,  -  en  .    =:  _-     on  obtient 

^  '  '      J  r  1         ^  a        ta  a 

Cu   !ar.i  ■e""ru        ""   ,    H  '^  ,    ./H'       H  "       H^  AT 

/  ^e""dx=i — i —    H 7,-\ : , .  .  H-M  " T — i = ...  I    -hc. 

J  (i  \^         a-       a'  \a        a^        a'  /J 

En  remplaçant  alors  e'"^  par 

e'"^=  cosaojH- i  sinax, 

et  égalant,  de  part  et  d'autre,  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  i, 
on  a 

\a  \  Hcosrta'rfa'=:sinaj;(  H --\-. . .  |H-cosflx(  — — h. . .  )+'*',    ' 

)    J  Va-  /  \a        a'  r     ' 

I      ru  ■         1                     fvi     H"           \  ,    .        /H'     H'"  \       „ 

I  a  j  Hsinaa'rta'=— cosf/jf  H j-h. .  .  j+sinaj;( —'^-  •  •  )~+"^  • 

Dans  chaque  parenthèse  les  signes  sont  alternés;  on  a  supposé 
c  =  c'  -h  ic". 

Ce  calcul  est  légitime,  car  toute  formule  de  calcul  intégral  est  équi- 
valente ù  une  formule  de  calcul  différentiel;  et  la  légitimité  de  telles 
différentialions  a  été  établie. 

/''  type.     On  calcule  d'une  manièj'e  analogue  les  intégrales 
A  =  j  e""" cosbxdx,         B=:      e"^ sïnbxdx. 
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Kn  prenant,  dans  les  deux  cas, 

'  a 

l'intégralion  par  parties  donne 

1  b 

A=:  ~e"''cosbx-h  -B, 
a  a 

1  h 

B  =  -e"'s\nbx A. 

a  a 

D'où  les  équations 

An  —  hb  =  e"-"  cos  6x, 

Aô  -h  Bfl  =  e'""  sin  6a?, 

qui,  résolues  en  A  et  B,  donnent  enfin  : 

(5)    A=-:r— n(«cos/>a:-+-*sinAx),     B  =  -i — .,(— 6cos6j'H-rtsin6x). 

il  faudrait,  naturellement,  ajouter  aux  seconds  membres  des  cons- 
tantes arbitraires. 

Remarque.  —  En  employant  les  exponentielles  imaginaires,  on 
lîcrirait  : 

A-i-/B=  j  e"  {cos  bx -h  i  s'in  bx)  dx  =z     e"^ .e'''^ .dx. 

Donc 

/p  "-r"''  J                   n if) 
e  "+''■  dx  = rj-  +  c  z=  4 ï^o e  "+''-  -f-  c. 
a-hîb              a^-hb^ 

C'est-à-dire 

A  -h  îB  =  -5 trC"^  Icos bx  -+-  i  s\nbx)  -h  c'  -+-  ic". 

(V  -h  0 

En  égalant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  i,  on  retrouverait 
les  formules  (5)  à  des  constantes  additives  près. 

316.  Application  des  changements  de  variables.  —  1"  Les  intégrales 
de  la  forme  /  R(e')rfj:,  où  R  est  une  fraction  rationnelle  de  son  argu- 
ment, se  ramènent  immédiatement  à  des  intégrales  de  ditîérenlielles 
rationnelles,  en  posant  e^::=u,  d'où  a-^logî/,  dx=:  —  .  Il  restera  à 
intégrer  : 

/'RO').-- 

2°  Cette  méthode  s'applique,  en  particulier,  aux  intégrales 

/  R  ch  j-,  shx)dx, 
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en  remplaçant  dix  et  shx  par  leurs  valeurs 


1  1 


CE    e-'  =  —  • 


Remarque.  —   On    pourrait   aussi    appliquer   à   ces   dernières  des 
méthodes  analogues  ù.  celles  du  paragraphe  3.  Si  on  pose  th  ^y  =  /,  on  a  : 

ch^l  +  sh^?      ^_^^,  2ch|sh|  2f 

chxr= =1 7ï.        shx  = 


,,a;        .«a:      1  —  ^*'  ..,a;        ,,a;      1  —  t^ 

ch--v  —  sh--T  ch^TT  —  sh--T 

'2.  t  2  "2 

et  on  sera  ramené  à  une  différentielle  rationnelle  en  t. 

X  X 

...  ,,x      e*  —  e~*      e-"  —  1 

.Mais  on  a  th,y  =  -^ Iî  =  ^ri7rT- 

Donc  f  =  — — — -,        e  =ï :. 

e-'  H-  1  1  —  t 

de  sorte  que  les  deux  procédés  ne  diffèrent  pas  essentiellement;  et  le 
premier  donne  le  calcul  le  plus  simple. 

3°  Les  intégrales  de  la  forme   /  H(x,  log-r)  dx,  où  H  est  un  polynôme 

entier  des  deux  arguments  x,  loga;,  deviennent,  si  on  pose 

logj:=:u,         ar  =  e",         dx  =  e"du, 

des  intégrales  de  la  forme    /  H(e",  u)e"du. 

Elles  se   décomposent   donc   eu    intégrales   du   type    fii{u)e''"du, 
auxquelles  on  pourra  appliquer  le  procédé  du  numéro  315  (2*  type). 
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1.  —  Calculer,  par  un  changement  de  variable  simple, 

r    ^dx  ri^x-^i)dx  A„  „       ,,3-3 j. 

2.  —  Calculer  les  intégrales  de  différentielles  rationnelles 

Ç        xdx  Ç         dx  r    x^dx  f    dx 

J  i^  —  3x  +  2 '         J  X* -h 2^2 -h 2'         J  (a;* -1-1)»'         J  x^  —  i' 
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dx  r         dx 


3.  —  Calculer    / '■ — ,       /  -^ ■. — 

J  cosx  —  coso'  J  %\ïix  —  sina 

On  trouvera  : 

,    .    X  -\-  a 

i  oi  r» 


1   , 

-^—  log 

.    x-t-a 
sin     2 

.    x  —  a 

.in     2 

COS(ï 


log 


sin- 


cos- 


A.  -  Calculer  J  ;^Tz;r6V=-2^^6^^- ' 

o.  -  Calculer  j'^^^^^^,/j^,  /^^'--^l^^f^^  J  ^- 

6.  —  Calculer   fcos^xdx,      I  coa^xs'in^x  dx,      j  cos^x  ^\n^x  dx. 

^  ,     ,       r      dx  r         dx  r   \xdx 

7.  _  calculer  j —-.,     yj--^===,     j^^^,- 

8.  —  Calculer    i  x''{\o^xf.dx,      jx'chxdx,     j  x  arc  sin  x  dx . 

9.  —  Calculer   /  -^ /  - 

J        cosx  J   \ 


dx 


cosx  J   Vcosa:(l  —  cosx) 

10.  _  On  vérifiera  les  résultais  obtenus,  en  les  diflerenlianl 


CIIAPITIIE   II 

ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES   DU   PREMIER    ORDRE 

5i    1.   —   (iÉNÉRALITÉS   SUR   LES   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES 

317.  Équations  différentielles.  —  Supposons  qu'une  fonclian 
inconnue  y  dune  variable  indépendante  x  soit  assujettie  à  satisfaire 
à  une  équation 


(')  ^(-^.g-S S)=o. 


où  figurent,  en  môme  temps  que  x  et  y,  certaines  dérivées  de  y  par 
rapport  à  x.  Cette  équation  s'appellera  une  équation  différentielle; 
toute  fonction  qui  y  satisfait  s'appellera  une  solution,  ou  une  intégrale, 
de  l'équation;  la  courbe  y  =  f{x)  qui  représente  une  solution, 
s'appellera  une  courbe  intégrale.  Trouver  toutes  les  intégrales  d'une 
équation  diflférentielle  donnée,  s'appellera  intégrer  cette  équation. 

Si  -pf,  6st  la  dérivée  de  l'ordre  le  plus  élevé  figurant  dans  une 

équation  différentielle,  cette  équation  est  dite  d'ordre  n. 

Exemples.  —  1"  Le  chapitre  précédent  a  été  consacré  à  l'intégration 
des  équations  différentielles  du  premier  ordre  du  type  le  plus  simple  : 

La  solution  la  plus  générale  est  donnée  par  une  formule  de  la  forme 

y  =  (i{x)-{-c, 

où  c  est  une  constante  arbitraire,  et  où  ^(x)=  j  f\x)dx. 
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2°  Soit  à  trouver  les  courbes  dont  la  sous-normale  est  constante. 


L'équation   générale  de    la  normale 

étant  (X  —  x)dx  -(-  (Y  —  y)dy  =  0,  ou  ea 

dv 
tire,  pour  \  =  0,X  —  x  =  y^.  Donc, 

dy 

jn  a,  pour  la  sous-normale,  UN  =  y-p» 

Les  courbes  cherchées  sont   donc  les 
courbes  intégrales  de  l'équation   dilTé- 


dy 


renliellc  : 
[1] 

si  on  se  donne  la  valeur  constante  p  de  la  sous-normale. 
En  écrivant  cette  équation 

ydy  =  pdx, 

ou  p'eut  intégrer  les  deux  membres  (n"  128,  Remarque  2)  i'*,  ce  qui  donne  : 

■^  =  px  +  c, 

OU,  en  posant  c  =  —  pxo,  Xq  étant  la  constante  arbitraire  définitive, 

[2]  y'-  =  2p{x-Xo). 

Si  on  porte  l'origine  au  point  Oi,  d'abscisse  Xq,  l'équation  deviendra  y- =  2px,. 
Donc  la  famille  des  courbes  cherchées,  pour  une  valeur  p  de  la  sous-normale,  se 
déduit  de  la  parabole  j*  =  2px,  en  la  faisant  glisser  de  manière  que  son  axe  reste 
appliqué  sur  Ox. 

3°  Courbes  dont  la  normale  est  constante.  Dans  la  figure  précédente,  on  a 

dy\ 


MN 


^  =  MU^  +  U.V  =  y^  +  (yg)- 


L'équation  différentielle  des  courbes  cherchées,  si  on  se  donne  la  longueur  R  de  la 
normale,  est  donc 

ou 


En  l'écrivant 


ydy  =  slR^  —  y^.dx. 


\\r--y'- 
on  peut,  comme  dans  l'exemple  précédent,  intégrer  les  deux  membres,  ce  qui  donne  : 

I  R2  —  v2  =  {X—  C)2, 


\K-  —  j-  =  x  — c, 


ou  enfin 

-21 


(X  —  C)2  +  y2  =  R2. 

On  trouve,  comme  on  pouvait  s'y  attendre,  les  cercles  de  rayon  R,  centrés  sur  Ox. 
4*  Les  fonctions  y  =  c^  cosx -}-  c^sinx,  ayant  pour  dérivées 


dy 


d'y 


-i^=z  —  c,  sin  j"  -h  c,  cosa:, 
dx  ' 

satisfont  à  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

d'y 

(I)  Voir  le  n°  323,  pour  une  justification  détaillée  de  cette  intégration  des  deux 
membres. 
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quelles  que  soient  les  valeurs  des  conslunles  c,,  c^.  On  démontre  que 
ce  sont  les  seules  intégrales  de  cette  équation. 

Intégrale  générale.  —  Conditions  initiales. 

En  général,  Vintégration  complète  d'une  équation  différentielle 
d'ordre  n  est  donnée  par  une  formule  où  figurent  n  constantes  arbi- 
traires c„  Cj,  . . .,  c„;  soit  sous  forme  explicite 

(2)  y  =  '^{^,  ("il  ^s,  •••.  c„), 
soit  sous  forme  implicite 

(3)  <i>{x,  j/;  c,,  c„  . ..,  c„)=0, 

d'^v 
Pour  préciser  davantage,  il  faut  supposer  l'équation  résolue  en  ^, 


^^1  dx"  —  'V^y^dx'  •  •  •  '  dx"-'J 


On  démontre  alors  qu'i7  existe  une  intégrale  et  une  seule  satisfaisant 
à  des  conditions  initiales  données;  en  entendant  par  là  que,  pour  une 
valeur  particulière  x  =  XQde  la  variable,  l'intégrale  y  et  ses  dérivées 
successives  jusqu'à  l'ordre  (n  —  1)  doivent  prendre  des  valeurs  initiales 
données  : 

^'■'^      ^^•/«'   rfl^^»'    di'^y^'  •■•'   5^1  =  ^"      '  (pourx  =  a'„). 

Comme  la  valeur  x^  peut  être  choisie  la  même  pour  les  diverses 
intégrales,  cela  prouve  bien  que  l'intégrale  la  plus  générale  dépend 
des  n  constantes  arbitraires  y^,  yé,  y"n  ■  -  •■>  î/»"^''- 

Cela  posé,  on  dira  qu'une  formule  (2)  ou  (3),  renfermant  n  constantes 
arbitraires  Cj,  c.„  ...,  c,i,  est  Vintégrale  générale  de  l'équation  (l) 
ou  (-4)  donnée,  si  elle  définit,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces 
constantes,  une  solution  de  cette  équation,  et  si  on  peut  disposer  de  ces 
constantes  de  manière  à  satisfaire  à  des  conditions  initiales  (5)  données. 

Ce  calcul  des  constantes  se  fera  en  associant  à  l'équation  (2)  ou  (3) 
ses  n —  1  premières  dérivées,  et  en  donnant  ensuite  à 

dy  rf"-\v 

^'  î/'  rfo;'  "■'  rfor"-^' 

dans  le  système  d'équations  ainsi  obtenu,  les  valeurs  (5). 

Opérons,  par  exemple,  sur  l'équation  (3),  et  désignons,  pour  abréger 
l'écriture,. les  dérivées  par  des  accents. 

En  différentiant  une  première  fois,  on  obtient,  en  vertu  du  théorème 
des  fonctions  composées  (n°  176), 

(6)  — +  v— =0, 

^  '  ^x       ^  ^y 

qui  est  de  la  forme  ^^{x,  y,  y'\  c^  c^,  . . . ,  c„)  =  0. 
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Eo  opérant  de  mémo  sur  cette  équation,  on  obtient 

h  V H  V  — 7  =  0, 

qui  est  do  la  forme  ']\{j\  y.  y\  y";  o,,  c.,.  . . .,  '■„)  =  0;  et  ainsi  de  suite, 
chaque  opération  introduisant  une  nouvelle  dérivée, 

On  obtiendra  ainsi  un  système  d'équations  : 

(6)     *(x,  j/;c,,  ...,c„)  =  0;         <l',(j',  »/,  y';  c, ('„)  =  <>:    •••, 

«I»,._,(ar,i/,y',  ...,y("-';r„  ...,,-„)  =  0. 

Et,  en  y  remplarant  j\  y,  y\  ...,  y'"'''  par  les  valeurs  arbitraires 
^0'  î/o'  î/ô.  •••!  î/u""'  •,  elles  devront  pouvoir  se  résoudre  par  rapport 
aux  inconnues  <•,,  t%,  . . . ,  c„. 

Comme  il  y  a  ?j  inconnues  et  n  équations,  ce  sera,  en  général, 
possible;  de  sorte  qu'on  dit  souvent  que  l'intégrale  générale  d'une 
équation  dilTérenlielle  d'ordre  n  est  une  intégrale  qui  dépend  de  n 
constantes  arbitraires. 

La  possibilité  de  cette  résolution  pourra  se  discuter,  du  reste,  sur 
les  équations  (6),  car  le  fait  de  remplacer  x,  y,  . . . ,  qui  sont  des  indé- 
terminées, par  des  valeurs  arbitraires  x^,  y^,  . . . ,  ne  peut  modifier  la 
résolution  de  ces  équations  en  Cj,  . ..,  c^. 

Exemple.  —  Pour  l'équation  -r^, -)- y  ^0,  il  est  facile   de  vérifier 

que   î/ =  c,  cosa^H- c,  sinj7  est,,  au  sens  que  nous  venons  de  préciser, 
l'intégrale  générale  de  cette  équation.  Car  les  équations  (6)  sont  ici 

y  r=  c,  cosar-i-  c._,sinx,         ;/'=:  —  c^  sinx-h  c.^cosx; 
et  on  en  tire 

c,  =  î/co.5T — y' sinx,         c^^  ;/ sinx  +  i/'cos.c. 

318.  Formation  des  équations  différentielles  par  élimination  des 
constantes.  —  Sous  forme  abrégée,  nous  pouvons  conclure  de  ce  qui 
précède  que  l'ensemble  des  courbes  intégrales  d'une  équation  difîé- 
rentielle  d'ordre  n  est  une  famille  de  courbes  qui  dépend  de  n  para- 
mètres arbitraires. 

Réciproquement,  une  telle  famille  de  courbes  satisfait  à  une  équation 
différentielle  dont  elle  est  l'intégrale  générale. 

Reprenons,  en  effet,  pour  représenter  ces  courbes,  l'équation  (3), 
I'(aî,  y;  Cj,  ...,c„)=0;  et  formons  parle  calcul  ci-dessus,  le  système 
des  équations  (6)  qui  sont  vérifiées  par  chacune  des  courbes  consi- 
dérées. En  différentiant  encore  la  dernière,  nous  obtiendrons 

/-,  '«n  — 1     .        /''n— 1     ,  1^  ,1  11        '  n  —  i  f\ 
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En  résolvant  alors  le  système  ((>)  par  rapport  à  c,,  .  . .,  r„,  ot  portant 
dans  cette  équation  (7),  on  obtiendra  l'équation  dilVérentielle  annoncée. 

licmarquf.  —  Nous  avons  supposé  iiiiplicilement  que  le  système  (G)  pouvait  se 
résoudre  en  c,,  ...,  cn.  Dans  le  cas  contraire,  l'élimination  des  cotistantes  serait 
possible  déjà  entre  Jes  é<juations  (6),  et  donnerail  une  éiiualion  dilTérenlielle  d'ordre 
inférieur  à  n,  à  huiuelle  satisferaient  toutes  les  courbes  (3).  Mais,  comme  l'intégrale 
générale  de  cette  équation  dépendrait  alors  de  moins  de  n  conslaules,  la  famille  des 
courbes  considérées  pourrait  se  représenter  par  une  équation  où  flgureraieftt  moins 
de  n  constantes  arbitraires;  ou,  comme  l'on  dit,  les  n  paramètres  Ci,  ....  d  ne 
seraient  pas  tous  essentiels  pour  la  représentation  des  courbes  données. 

Exemples.   —    1°    Equation  différentielle  des  paraboles  (homofocalcs),  qui   ont    pour 
foyer   l'origine   des   coordonnées  et  pour  axe  l'axe 
des  X. 

La  directrice  ayant  pour  équation  x  =  —  p,  où  //, 
pouvant  être  ici  positif  ou  négatif,  a  pour  valeur 
absolue  le  paramétre,  l'équation  de  l'une  des  para- 
boles considérées  est  Mil  =  MO,  ou  j  HÂÎ  1  =  OM. 
Donc  \x  —  (—p)\  =  \x-^-{-yi,  on  {x  +  p)2  =  x^ -\-  y^, 
ou  enfin 

[1]  y'-—2px-p'-  =  0. 

En  dillérenliant  on  obtient  : 
[2]  yy-  -  p  =  0. 

Pour  éliminer  p  entre  [1]  et  [2],  il  suffit  de  tirer  ' 

p  =  yy'  de  [2],  cl  de  porter  cette  valeui*dans  [1].  Après  division  par  j  il  reste  l'équation 
différentielle  cherchée  : 

[3]  y  —  2xy'  —  yy'-^  =  0. 

2°  Équation  différentielle  des  cercles.  —  L'équation  d'un  cercle  quelconciue  est 
(x  —  a)-  +  (y  —  b)^  —  R2  =  0,  (a,  6)  étant  les  coordonnées  du  centre,  et  R  le  rayon. 
Elle  s'écrit  donc 

[1]  x^+yi~2ax—2by-\-c  =  0,         (c  =  a^  +  6^  _  R2). 

Il  y  a  ici  trois  constantes  a,  h,  c,  à  éliminer;  il  faudra  donc  différentier  trois  fois. 
On  obtient,  en  différentiant  deux  fois,  les  équations 

•r  +  yy'  —  a  —  by'  —  0,         1  -f  y'-i  +  yy"  —  by"  —  0. 

La  dernière  ne  contenant  plus  ([ue  la  constante  b,  on  éliminera  cette  constante, 
en  écrivant 

1+/- 


6  = 


+  r  =  (i +/^)  (/')-' +  j 


et  en  différentiant  à  nouveau;  ce  qui  donne  : 


2^ >".(/')-!  -  (1  +  y-')  (y"}-'. y'"  +  y'  =  0, 


ou,  après  simplifications, 

[2] 


y"'([+y-'-)-iyy"-^  =  0. 


On  remarquera  que  cette  équation  exprime  que  le  rayon  de  courbure  est  constant, 

_|_y'2)3 

car  le  carré  du  rayon  de  courbure  est  (n"  237) 77^ — ;  et,  pour  exprimer  qu'il  est 

constant,  on  égalera  à  zéro  la  dérivée,  ou,  plus  simplement,  le  numérateur  de  cette 
dérivée.  Cela  donne 

3 (1  +  ^'2)2 . 2yy" . y"'^  -  (  1  +  y'2)3 . 2y"y"'  =  0. 


/ 
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Le  facteur  2(!  +  y'*)-  n'est  pas  nul,  et  le  facteur  y"  ne  s'annule  que  pour  les 
droites,  puisque  y"  =  0  sii^nilie  que  y  est  un  binôme  de  premier  degré  [n"  127, 
théorème  2].  On  peut  donc  supprimer  ces  facteurs,  ce  qui  donne  bien  l'équation  12]. 

§  2.   —  GÉNÉRALITÉS  SUR   L'ÉQUATION  DU  PREMIER   ORDRE 

319.  Courbes  intégrales.  —  L'inlégrale  générale  d'une  équation 
dilTérentit'lle  du  premier  ordre, 

(1)  F(x,y.^)  =  0, 

est,  d'après  les  généralités  précédentes,  de  la  forme 

(2)  ^{x,y-c)  =  0. 

c  étant  une  constante  arbitraire.  Chaque  intégrale  particulière  j/  est 
définie  par  la  condition  de  prendre,  pour  x^x^,  une  valeur 
donnée  y^:  ce  qui  donne,  pour  déterminer  o,  la  condition  <I'(Xg,  j/^,;  f)=0. 

.\u  point  de  vue  géométrique,  cela  revient  à  assujettir  la  courbe 
intégrale  correspondante  à  passer  par  un  point  du  plan,  {x^,  r/oK  arbi- 
trairement donné. 

Si  l'équation  est  du  premier  degré  en  -J^ ,  c'est-à-dire  de  la  forme 

(3)  i  =  A-.!/). 

cette  condition  initiale  définit  sans  ambiguïté  l'intégrale  :  il  y  a  une 
courbe  intégrale  et  une  seule  paxsant  par  un  point  donné.  Certains  points 
singuliers  pourraient  seulement  faire  exception. 

Si   l'équation   (1)  n'est  pas  du  premier  degré,    (en  -r^j,  il   y  aura 

autant  de  courbes  intégrales  passant  par  un  point  du  plan  que  de 
fonctions,  implicites  y'  =  f{x,  y)  définies  par  F{x,  y,  y')  =  0.  Si,  par 

exemple,  l'équation  (1)  est  du  second  degré  en  -r-,  elle  se  décompose 

en  deux  équations  de  la  forme  (3),  et  il  y  a  deux  courbes  intégrales 
passant  par  chaque  point  du  plan. 

Ainsi,  dani  l'exemple  2°,  du  numéro  317,  il  v  a  une  parabole  et  une  seule,  passant 
par  chaque  point  du  plan,  et  de  sous-normale  p,  pourvu  (|ue  cette  sous-normale 
soit,  comme  nous  l'avons  admis,  en  écrivant  LN=p,  donnée  en  grandeur  et  en 
signe.  Dans  l'e.xemple  3",  il  y  a  deux  cercles  [2],  de  normale  R  donuée  (en  valeur 
absolue),  qui  passent  par  un  point  donné,  dont  l'ordonnée  y^  est  comprise  entre 
—  R  et  -f  R.  [c  =  -r,)  ±  y/R-  — yj]  ;  il  n'y  en  a  ([u'un  si  y^  =  ±  R,  [c  =  x^]  ;  il  n'y  ea 
a  point  si  I  Joi  >  R. 
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Interprétation   géométrique   de  l'équation  différentielle. 
nous,  pour  simplitier,  à  l'équalion  résolue  (3). 


4i 

Bornons- 


Pour  vérilier  si  une  courbe  (C)  est  une  courbe  intégrale,  on  devrait, 
pour  chacun  de  ses  points  M,  de  coordonnées  {x,  y),  vérifier  si  le 

coefficient  angulaire  -p  de  la  tangente  MT  est  bien  égal  à  f{x,  y). 

En  d'autres  termes,  se  donner  l'équation  diiïérenlielle  (3)  équivaut 
ù  se  donner,  en  chaque  point  M,  {x,  y),  du  plan,  une  droite  passant 
par  ce  point  :  la  droite  MT  qui  a  pour  coefficient  angulaire  m  =  f(x,  y). 

Et  dire  quune  courbe  (C)  est  une  courbe  intégrale,  c'est  dire 
qu'en  chacun  de  ses  points,  elle,  a  pour  tangente  la  droite  associée  à  ce 
point. 

Remarque  I. —  Supposons  qu'on  ait  affaire  à  une  équation  diffé- 
rentielle  non   résolue  (1);  et  pour  fixer  les  idées,  supposons-la  du 

second  degré  en  -^- .  Elle  fera  corres- 
pondre à  chaque  point  deux  directions 
MT,,  MT5,  et  les  courbes  intégrales 
passant  en  M  devront  être  tangentes 
à  l'une  ou  à  l'autre. 

Ainsi,  dans  l'exemple  1°  du  numéro 
318,  les  racines  de  l'équation  [3],  en  y', 
qui'sont  les  coefficients  angulaires  des 
deux  tangentes,  ont  pour  produit  —  1  : 
ces  tangentes  sont  donc  rectangu- 
laires. On  peut,  dès  lors,  en  conclure 
que,  par  un  point  du  plan,  passent  deux  paraboles  homofocales  de  la 
famille,  et  qu'elles  s'y  coupent  à  angle  droit. 
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Renuirque  2.  —  Appelons  élémml  linéaire  le  syslcme  formé  par  un  point  M  et  un 
petit  segment  AB,  do  milieu  M,  pris  sur  une  droite  MT  passant  par  ce  point.  Nous 
dirons  que  les  éU'ments  lincttires  d\inc  courbe  sont  ceux  (jui  sont  formés  par  ses  points, 
et  des  petits  segments,  ayant  ces  points  pour  centres,  et  tangents  en  ces  points;  car, 
dans  le  voisinage  de  l'un  do  ces  points,  la  courbe  se  confond  ap|»ro.\imativement 
avec  sa  tangente  en  ce  poii<t,  de  sorte  (|u'on  est  conduit  à  considérer  les  éléments 
infinitésimaux  de  la  courbe  comme  confondus  avec  les  éléments  indnilésimaux  de 
aes  tangentes.  En  réalité  cependant;  ce  que  nous  appelons  ainsi  éiéiMciits  linéaires 
de  la  courbe  ne  sont  que  des  éléments  tangents. 

L*é(iuation  dilTérentieilo  (3)  associe  à  cliaquo  point  un  élément  linéaire  déterminé, 
celui  qui  se  compose  de  ce  point  et  dun  petit  segment  de  la  droite  de  coefficient 
angulaire  m  =J(x,  y),  passant  par  ce  point.  Ces  éléments  linéaires  peuvent  s'appeler 
les  éléments  intégraux  de  Téciuaticn  dilferentielle. 

Avec  cette  terminologie  une  courbe  intégrale  est  unç  courbe  dont  les  éléments  linéaires 
sont  des  éléments  intégraux. 

Intégrer  ré(]uation  différentielle,  cest  associer  ses  éléments  linéaires  de  manière  à 
en  constituer  des  liles,  qui  appartiennent  à  une  même  courbe  :  les  courbes  ainsi 
obtenues  seront  les  courbes  intégrales. 

Tout  ceci  s'ap|ili(iue  à  une  équation  (I),  non  résolue,  mais  clia<iue  ])oint  sert  de 
support  à  plusieurs  éléments  intégraux. 

Lignes  de  forces.  —  Un  exemple  de  cette  interprétation  est  fourni  par 
les  lignes  de  forces  d'un  champ  plan. 

A  chaque  point  M  du  plan,  de  coordonnées  (a?,  y),  se  trouve  associé 

le  vecteur  F,  de  composantes 
\{x,  y),  Y{x,  ij),  qui  déhnit  le 
champ  en  ce  point;  c'est-à-dire 
la  force  qui  s'exercerait  sur 
r-unité  de  masse,  supposée  placée 
en  ce  point. 

Les  lignes  de  forces  du  champ 
sont  celles  qui,  en  chacun  de 
leurs  points  M,  sont  tangentes 
au  vecteur  F,  associé  à  ce  point. 
Ce  sont  donc  les  intégrales  de  l'équation  dilTérentielle,  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré 

dy_y{x,y)  ^„  dx     _      dy         . 

dx-\(x,yy         °^         \{x,y)       \{x,yy 


Inversement,  toute  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  du 
premier  degré  (3)  peut  être  considérée  comme  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  de  forces  d'un  champ  plan:  et  cela  d'une  infinité  de 

Y 

manières,  puisque  seul  le  rapport  des  composantes  j^^/{x,xj)    est 

donné  par  l'équation  différentielle  :  on  peut  choisir  arbitrairement  la 
composante  X,  et  en  déduire  Y  =  /'(x,  y)X. 


J 


f. 


(3) 


f{^^  y)y 


/^. 
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320.  Intégration  graphique.  —  Kn  ulilisaul  la  propriété  précédente, 
on  peut  tracer  des  contours  polygonaux  qui  donnent  une  forme 
approximative  des  courbes  intégrales  :  l'approximation  sera  dautant 
plus  grande  que  les  cMés  seront 
plus  petits. 

Clierchons  la  courix'  intff,^rale  de 
l'équation 


X 


qui  passe  en  un  point  M^,  de  coor- 
données [Xq,  y^).  Supposons  par 
exemple  qu'on  cherche  à  la  tracer  à 
partir  de  ce  point,  dans  le  sens 
des  x  croissants. 

On  mènerala  droite,  de  coefficient 
angulaire  /(Xq,  ijf,)  =  /J,,  passant  par 

Mp,  et  on  conservera  sur  celte  droite,  à  partir  de  M,,  et  dans  le  sens 
des  X  croissants,  un  petit  segment  M^M,,  qu'on  prendra  pour  repré- 
senter la  courbe  intégrale  dans  le  A'oisinage  de  M^.  Soient  {x^,  yj  les 
coordonnées  de  Mj.  On  tracera,  de  même,  la  droite  passant  "par  M,, 
et  ayant  pour  coefficient  angulaire  f{x^,y^)=zf^\  et  on  en  prendra, 
pour  continuer  le  tracé,  un  petit  segment  M^M^,  dans  le  sens  des  x 
croissants.  On  opérera  de  même  à  partir  de  Mji  et  ainsi  de  suite. 

Le  conlonr  polygonal  ainsi  obtenu  satisfait  à  Téquation  diflërentielle, 
en  chacun  de  ses  sommets,  dans  la  direction  des  x  croissants. 

Calcul  approché  d'une  intégrale.  —  On  peut  présenter  les  choses  un 
peu  ditréremment,  en  se  donnant  l'abscisse  x  d'un  point  quelconque 


de  la  courbe  intégrale  cherchée,  et  en  cherchant  l'ordonnée  y  corres- 
pondante. 
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Entre  a„  el  x  inlercalons  les  valeurs 

1'     t'   •  •  •  »  •"'II— 1? 
arbitrairement  choisies;  et  limitons  les  côtés  successifs  de  la  ligne 
brisée  (construite  comme  on  vient  de  l'expliquer),  aux  parallèles  à  Oi/, 
qui  correspondent  à  ces  abscisses.  Nous  aurons  une  ligne  brisée  de  n 
côtés.  Calculons  les  ordonnées  »/,,  i/^,  ...,  ?/„  des  sommets  successifs. 

L'équation  de  M^M,,  dont  le  coefficient  angulaire  est  f{Xg,  j/^),  est 

Elle  donne,  pour  x  =  x^,  l'ordonnée  y  =  »/,  de  M,  ;  qui  est  donc  : 

yi  =  !/o-^(-ri  — j^d)/K>!/o); 

et  on  aura  de  même,  de  proche  en  proche, 


;/..  =  .V"  1  -^  U-—  •^•,.-i)A-r,.-i,  i/«-0- 


La  dernière  de  ces  équations  donne  la  valeur  cherchée  y„. 

On  démontre  que  si  on  augmenle  indéfiniment  le  nombre  des  valeurs 
intercalaires  x^,  x^,  ...,  Xn-i,  de  manière  que  le  plus  grand  des  inter- 
valles x^  —  Xq\,  \x^ — 'x^\,  ...,  \x  —  x„_i\  tende  vers  zéro,  yn  tend  vers 
une  limite  y  ''. 

Comme  la  valeur  x  est  arbitraire,  cette  limite  y  est  une  fonction  de  x. 
On  démontre  que  c'est  une  intégrale  de  l'équation  différentielle.  Cela  fait, 
on  a  prouvé  qu'il  y  a  bien  une  fonction  y  de  x,  qui  satisfait  à  l'équa- 
tion difTérentielle  donnée,  et  qui  prend,  pour  x  =  x^,  la  valeur 
arbitrairement  fixée,  y,,. 

Au  point  de  vue  géométrique,  cela  signifie  que  le  point  M„,  tend, 
dans  les  conditions  spécifiées,  vers  une  position  limite  M,  qui  est  le 
point  où  la  courbe  intégrale  passant  en  M^  vient  couper  la  parallèle  à 
Oy,  d'abscisse  x. 

321.  Méthode  des  isoclines.  —  On  obtient  de  meilleurs  résultats,  au 
point  de  vue  graphique,  en  utilisant  la  remarque  suivante. 

Considérons  la  courbe  définie  par  l'équation 

(4)  f{x,  y)  =  m, 

où  f{x,  y)  est  le  second  membre  de  l'équation  différentielle  (3)  donnée, 

(1)  Conformément  aux  acceptions,  précisées  au  début  du  'Cours  d^analyse,  du  mol 
limite,  il  faut  entendre  par  là,  que,  si  on  désigne  par  5  l'étendue  du  plus  prand  de& 
intervalles  considérés,  à  tout  nombre  positif  e  correspond  un  nombre  positif  r,  tel 
que  l'inégalité  i  o  j  <  t,  entraîne  l'int-galité  \  y  —  y»  K  £• 
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el  m  une  constante.  Par  chaque  point  M  de  cette  courbe  (K)  passe  une 
courbe  intégrale  (C),  dont  la  tangente  a  pour  coefficient  angulaire 

Mais,  puisque  le  point  M  appartient  à  (K),  dont  l'équation  est  (4),  ce 
coefficient   angulaire   est    égal 
à  m.  Il  est  donc  le  même  tout 
le  long  de  la  courbe  (K). 

En  d'autres  termes,  à  leur 
reixcontre  avec  (K),  toutes  les 
courbes  intégrales  ont  la  même 
pente,  qui  est  la  valeur  de  m, 
correspondant,  dans  l'équation 
(4),  à  celte  courbe  (K). 

Les  diverses  courbes  (K),  qui 
correspondent  aux  diverses  valeurs  de  m,  portent,  pour  cette  raison, 
le  nom  d'isoclines  (égale  inclinaison).  Il  en  passe  une  et  une  seule  par 
chaque  point  x  =  x„,  y  =:  yj,  ;  car  si  on  exprime  que  la  courbe  (4) 
passe  en  ce  point,  on  obtient  la  valeur  de  m.  m=.f{x^,  t/J. 

Voici,  dès  lors,  comment  on  opérera  pour  tracer  rapidement  autant 
de  courbes  intégrales  que  l'on  voudra. 

On  commencera  par  tracer  un  certain  nombre  d'isoclines,  régulière- 
ment espacées,  qu'on  numérotera  1,  2,  3,  ....  Si  on  porte  sur  Oy,  en 


ordonnées,  les  valeurs  de  m  correspondantes  :  m^=:  Ob\,  m.^z=  OF.,,  . .    ; 
et  si  on  joint  les  points  F^,  Fg,  ...,  au  point  P  dabscisse  — 1,  les 
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droites  PKp  IM\„  . . .,  donnent  la  direction  des  tangentes  aux  courbes 
intégrales,  à  leur  intersection  avec  chacune  des  isoclines*". 

Cela  posé.  partiMis  d'un  ]ioint  Mq  tle  Tisocline  1;  on  tracera  M„M, 
parallèle  à  Pl\.  et  on  l'arrêtera  en  M,  vers  le  milieu  de  la  Ijaiide  comprise 
entre  les  isoclines  1  et  2.  Par  ce  point  M,,  on  mènera  une  parallèle  MjM^ 
à  PF.„  et  on  l'arrêtera  en  M^  vers  le  milieu  de  la  handt^  comprise  entre 
les  isoclines  2  et  3.  On  opérera  à  partir  de  M^  comme  on  a  opéré  à 
partir  de  M,;  et  ainsi  de  suite. 

Le  contour  M^,M,^^,M:,  •  •  •  ainsi  obtenu  coupe  Tisocline  1  en  M^,  l'iso- 
cline 2  en  A.,,  risocline  3  en  A3,  etc.  On  tracera  une  courbe  qui  soit 
tangente  en  iVI^^à  M^iVli;  en  A^-ii  M.Mî,  en  A3  à  M.Mj,  etc.  Cette  courbe 
satisfait  k. l'équation  différentielle  à  son  intersection  avec  chacune  des 
isoclines.  C'est,  par  suite,  une  forme  approchée  de  la  courbe  intégrale 
issue  du  point  M^. 

322.  Emploi  de  la  série  de  Taylor.  —  Désignons  par  ?/„,  j/û,  y'„',  . . . ,  les 
valeurs  d'une  fonction  y  de  x,  et  de  ses  dérivées  successives,  pour 
x^=x^\  la  formule  de  Taylor,  [n°  123],  s'écrira  : 


ii-i 


w      1    '^  —  -^n..'     1     ("^         '^0)"^,"     I  I  (-'^'         -^n)  ,,'11—1.     I     T 

y  =  yo-^—i    j/u-^ — o~^" ^  •••"'"  1.2 .. :  (ji  —  i)'^"    "^  "' 

T„  désignant  le  terme  complémentaire  de  la  formule.  On  a  vu  au 
numéro  132  que  si  T„  tend  vers  zéro  pour  n  infini,  on  peut  écrire  le 
développement  en  série,  dit  série  de  Taylor, 

qui  représente  la  fonction  dans  le  voisinage  de  la  valeur  x  =  x^,  de 
môme  que  la  série  de  Mac-Laurin  représente  une  fonction  dans  le 
voisinage  de  a"  ^0. 

Ceci  rappelé,  si  on  admet,  ce  que  l'on  peut  démontrer  "-',  que  toute 
intégrale  de  l'équation  différentielle  (8) 

^^^  3^  =  ^^^'^^'    ■•  .^"        !/'  =  A-ï'.  y)' 

peut,  dans  le  voisinage  de  la  valeuf  inTtiale  cr„,  se  représenter  par  une 
série  de  Taylor  (3),  il  sera  facile  de  calculer  autant  de  termes  de  cette 

(1)  Pour  cette  partie  de  la  cotislrucliun,  on  peut  se  servir  d'un  nxo  iiuelconiiue  0,ji 
parallèle  à  Oy,  à  condition  de  prendre  07P  =  — 1.  Cela  permettra,  le  cas  échéant, 
de  dégager  la  partie  du  dessin  où  on  doit  tracer  les  courbes  intégrales. 

(2)  Cela  suppose  (|ue  |)our  x  =  x^y,  y  =  y»,  valeurs  initiales' données, /(x,  y)  ne 
présente  pas  de  singularité.  On  ne  peut  préciser  davantage  cette  restriction,  sans 
sortir  du  cadre  de  ce  Cours. 
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série  que  l'on  voudra;  et  du  oMiiMulra  ainsi  une  représentation  appro- 
chée des  intégrales. 

En  eflet,  l'équation  (3)  donne  déjà,  pour  x  =  x^,  puisque  ?/  doit 
prendre  la  valeur  </„,  la  valeur  de  ?/„. 

Pour  calculer  y'^,  on  commencera  par  différentier  (."{).  ce  qui  donne, 
d'après  le  théorème  des  fonctions  composées, 

(6)  ,f  =  lL-^y'^I  =  f^[x,y,y'). 

Mais  pour  x  =  .r^,  on  sait  que  .v  =  i/„  y  =!ji  On  conclut  donc  de  (6), 
pour  X  =  .r^,  la  valeur  de  yl. 

En  ditrérentianl  de  même  l'équation  (6),  on  calculera  ?/;";  et  ainsi  de 
suite. 

^;  3.  -  CAS  D'IXTÉGRABIl^ITÉ  PAR  QUADRATURES  (•> 

323.  Séparation  des  variables.  —  Supposons  que,  dans  l'équation 
différentielle 

(1)  si  =  «-•••/)■ 

le  second  membre  soit  le  produit  d'une  fonction  de  x  par  une  fonction 
de  y,  ou  le  quotient  d'une  fonction  de  x  par  une  fonction  de  y,  ou 
inversement, 

(2)  /^=.\{x)\(y),         ou         j^  =  Y{^y         ou         ^;,  =  X(^)- 

On  pourra  séparer  les  variables,  en  faisant  passer  dans  le  premier 
membre  tout  ce  qui  contient  y,  et  dans  le  second  membre  tout  ce  qui 
contient  x;  cela  donnera,  respectivement, 

(3)  ^=\{x)dx,         Y{y)du  =  X{x)dx,         j||^=:^. 

Nous  allons  montrer  que  chacune  de  ces  équations  s'intègre  alors 
membre  à  membre,  en  traitant  les  lettres  x  et  y  comme  des  variables 

(1)  On  appelle  quadrature,  pour  des  raisons  qui  seront  indiquées  plus  loin,  le  calcul 
d'une  intégrale  indéfinie  quelconque    /  f{x)dx. 
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indépendantes.   On   obtient   ainsi,   par  deux  qiiadrntwes,   l'intégrale 
générale  de  l'équation  donnée,  sous  les  formes  respectives  : 


(4)      •     -^V) 


Démonstration.  —  Chacune  des  équations  (3)  est  de  la  forme 

(5)  g{y)dy  =  h{x)dx. 

Considérons,  pour  un  moment,  x  el  y  comme  des  variables  indé- 
pendantes, et  introduisons  les  intégrales  indéfinies  des  deux  niembres 

(6)  G{y)  =  f9(y)dy,       ii{x)  =  fh{x)dx, 

l'équation  (5)  pourra  s'écrire  sous  la  forme  équivalente 

(7)  dG{y)  =  dl\{x). 

11  s'agit  de  trouver  les  fonctions  7=:  o{x)  qui,  mises  à  la  place  de  y, 
transforment  celle  équation  en  une  identité  en  x. 

Or,  lorsqu'on  remplace  y  par  une  fonction  o{x)  quelconque,  le  pre- 
mier membre  de  (7)  devient  la  difîérentielle,  prise  par  rapport  à  a?,  de 
Ja  fonction  de  fonction  G{y)  =  G{'j{x));  et,  pour  que  les  dilTérenlielles 
de  deux  fonctions  de  x  soient  égales  quel  que  soit  x,  il  faut  et  il  suffit 
que  ces  fonctions  ne  diffèrent  que  par  une  constante  addilive'". 

Donc  y^z>{x)  transformera  (7)  en  identité  sous  la  condition,  néces- 
saire et  suffisante,  qu'elle  satisfasse,  quel  que  soit  x,  à  l'équation 

(8)  G{y)  =  H{x)-hc; 

pour  une  valeur  convenable  de  la  constante  c. 

En  d'autres  termes,  Véquation  (7)  est  équivalente  à  l'équation  (8),  oii 
c  désigne  une  constante  arbitraire. 

Cela  équivaut  à  dire  (en  vertu  des  notations  (6)),  que  Véquation  (5) 
est  équivalente  à  Véquation 

(9)  Jg{y)dy  =  Jh{x)dx-{-c, 

obtenue  en  l'intégrant  membre  à  membre.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Remarque.  —  Dans  le  cas  considéré  sont  contenus  les  cas  simples  : 
(5)     -t^=:/"(t),       ou       dy  =  f{x)dx;     intégrale  :  y=:  1  f(x)dx-{-c; 

(1)  Cet  énoncé  n'est  qu'une  autre  forme  du  résultat  du  numéro  302  :  la  forme 
générale  des  intégrales  indéllnies  d'une  même  dillérentielle  en  x  est  F{x)  =  Fo{a;)-f-  c, 
•où  Foix)  est  une  de  ces  fonctions. 
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et 


(6)    ^(  =  Ay).      0"      /t)==^''    "^^^^'■«^'^••//^|]  =  ^-+-^- 


Exemple  1.  —  Traclrice.  —  Clierchons  les  courbes  dunt  les  Uinjentes  uni  une  lomjueur 

conslanle  donnée.  

Il  s'agit  d'exprimer  que  MT-  =  a2,  a  étant  une  longueur  donni-e.  De  l'équation  de 
la  tangente 

X  —  X __  V  —y 
dx  dy     ' 

on    déduit    d'abord,     pour     la    sous-tan- 
gente  ÛT,    en   faisant    Y  =  0,    la    valeur 

dx 

m  =  \-x  =  -y^       _ 

Ou  alors  MT- =  UM- +  UT^;  et  l'équa- 
tion du  problème  est 

Elle  se  décompose  en  deux  : 

[1] 


'^"'-y'-'^y^-dx, 


et 


\«-  —  y--dy_ 
y 


■=-\-  dx 


où  les  variables  sont  séparées. 

On  peut  se  borner  à  la"  première,  car  on  passe  de  l'une  à  l'autre  en  changeant  x 
en  — X,  ce  qui  revient  à  prendre  les  symétriques  des  courbes  intégrales  par  rapport 
à  0/. 

Nous  devons  intégrer  membre  à  membre.  Pour  intégrer  le  premier  facilement, 
nous  poserons  : 


[2J  y  =  asin5 

On  en  tire 

car  C0S5  est  positif;  et 


U.<1- 


\a-  —  ^2  ^^  a  Y 1  —  g[Qi -  r=  a  cos ï , 


dy  ^  a  cossd^. 

1  —  sin^ 


L'équation  [1]  devient  ainsi 

TOT  COS-3   ,  , 

[3]  a— — ^dc5  =  — dx, 

■^  ■■  sin»    ^ 

ou  encore 

dx  =  —  a    —r^ sin  ïd;  !• 

Lsin;;  ■       J 


!  :p  =  —  dx 


d; 


L'intégration  est  alors  immédiate,  et  donne,  Xq  étant  une  constante  arbitraire, 

[4]  x  =  Xo  — a^log   tg||  +  cos3J. 

Il  resterait  à  tirer  ;  de  [21  et  à  porter  dans  [4].  Mais  il  vaut  mieu.x  garder  les  deux 
équations,  (lui  représentent,  puramétriquement,  les  courbes  intégrales. 

On  remarquera  de  plus  ([u'en  faisant  le  transport  d'origine  x  =  Xo  +  Xi,  yz=y^, 
on  obtient  la  courbe  unique  : 

X,  =  — a(cos3  + log   tg|h,        Ji  =  asin; 
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qui  se  déduit  de  la  courbe  représentée  par  les  équatious 

-gj  ^  =  -«(eos?  +  log|tg||). 

y  ^  a  sin?. 

par  la  translation  qui  amène  le  sj'stème  yOx  sur  le  système  .ViO-r.  Cette  courbe  est 
celle  qui  correspond  à  la  valeur  Xq  =  0  de  la  constante  d'intégration. 


Toutes  les  courbes  intégrales  se  déduisent  donc  de  la  courbe  [5]  par  des  translations 
parallèles  à  Ox. 

C'est  là  un  fait  qui  se  retrouvera  pour  toutes  les  équations  différentielles  du  type  (6),  de 
même  que,  pour  les  équations  différentielles  du  type  (o),  les  courbes  intégrales  se  déduisent 
de  l'une  quelconque  d'entre  elles  par  des  translations  parallèles  à  Oy. 

La  courbe  (5)  est  symétrique  par  rapport  à  Ox,  car  en  changeant  3  en  —  ?,  on  ne 
change  pas  la  valeur  de  x  et  y  se  change  en  son  opposée.  Nous  avons  figuré  seule- 
ment la  partie  supérieure  de  la  courbe.  D'après  la  valeur  (3)  de  dx,  on  voit  que  x 

décroît  toujours  lorsque  3  varie  de  0  à  ^;  et,  d'après  [5],  il  décroît  de  +<»  à  zéro. 

.A.U  contra'ire,  y  croît  de  0  à  a.  On  a  donc  la  forme  de  courbe  indiquée,  avec  Ox 

pour  asymptote,  puisque  y  tend  vers  zéro,  en  même  temps  que  x  devient  infini. 

dv 
Enfin  au  point  A,  {x  =  0.  y  =  a),  la  tangente  est  Oy,  car,  d'après  [1],  -~  est  infini 

pour  y^a. 


Exemple  2. 


dy^l_+y2 
dx       l  -\-x- 


En  séparant  les  variables,  on  obtient 

dy 


dx 


l+y2~l+x2' 
et,  en  intégrant  membre  à  membre, 

[1]  Arc  tgy  =  Arctgx4- Y- 

Sous  celte  forme,  l'intégrale  est  transcendante,  mais  il  résulte  du  théorème  d'addi- 
tion de  l'arc  tanjente,  (n"  lOl),  qu'elle  est  algébrique.  Posons,  en  eiïet, 

Arctgx  =  a,        Arctgy=ft;        d'où        .-E  =  tga,        y  =  tgP; 
et  l'équation  [1]  s'écrit  :  ^  —  a  =  y»  ou,  en  prenant  les  tangentes  des  deux  membres  : 


tg^  — tgg 
1+tgptga 


=  tgY, 


c'est-à-dire 


y  —  3"      ,  1 

f- =  tgv  =  - 
l  -|-  xy        "  '       c 


Nojs  introduisons  comme  constante  arbitraire  c=  . — ,  au  lieu  de  v,  ce  qui  donne 
le  résultat  définitif. 


[2] 


xy  +  c{x  —  y)  +  1  =0. 
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En  éi'iivanl  celle  équation 

(.'•-c)(y  +  c)  =  -(l  +  c2), 

on    voit   iiu'elle   se    réduirait  à   2xji  —  —  k-,   en   faisant  le  changement   d'origine 
x  =  c  +  xi.  j'  =  -c  +  r,.  et  posant /c^  =  —^- 

Elle  représente  donc  une  hyperbole  équilatcro,  IIH',  dont  le  centre  décrit  la  seconde 
bissectrice  des  axes  de  coordonnées,  dont  les  asymptotes  sontfparalléles  aux  axes,  et 


qui  est  placée  comme  l'indique    la  ligure.  La  grandeur  est  connue,  pour  chaque 
position  de  son  centre  (demi-axe  focal  a=:K/-^ — j- 

\  1 

Elle  coupe  Ox,  pour  x^ ;  et  Oy,  pour  y^=~- 

Les  deux  branches  sont  toujours  séparées  par  la  droite  H,  y  =  x,  première  bissec- 
trice des  axes,  qui  est  l'intégrale  particulière  correspondant  à  c  =  «j  ,  y  =  0.  Pour 
c  =  0,  on  a  l'hyperbole  équilatère  HoHq,  dont  l'équation  estxy=:—  1. 

Quand  c  varie  de  0  à  +  oo,  la  branche  H  se  déplace  et  se  déforme  en  balayant  la 
portion  du  plan  comprise  de  Hq  à  B;  la  branche  H'  se  déplace  et  se  déforme  en 
balayant  la  portion  du  plan  à  gauche  de  Hq,  et  elle  s'éloigne  indéfiniment. 

Quand  c  varie  de  0  à  —  oo,  U  a  passé  de  l'autre  côté  de  11,,,  et  balaye  la  portion 
du  plan  à  droite  de  Hq;  11'  est  alors  placé  entre  11^  et  B  et  balaye  le  plan  II,,  à  B. 

324.  Équation  linéaire.  —  On  appelle  équation  linéaire  une  équation 
qui  est  du  premier  degré  en  y  et  -p.  La  forme  générale  d'une  telle 
équation  est  donc  : 


(7) 


M^)^^-^'^{^)y  =  G{^)- 


i°  Equation  sans  second  membre.  —  On  dit  que  l'équation  linéaire 
est  homogène,  ou  sans  second  membre,  si  elle  est  homogène  en  y  et 

-f;  c'est-à-dire  si  G(i)  =  0,  (identiquement).  L'équation  est  ah 


dx 


lors 


(8) 


A(x)^4-B(a.)y  =  0. 
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ou,  en  séparaol  les  variables, 

(9)  <V^_Bl£L,. 

^  y        A(x) 

Remarquons  que  Tinlégrale  indélînie  du  premier  membre 

J^  =  logl!/l  +  «i 
avec  la  constante  arbitraire  d'intégration  a,  peut  s'écrire 

110)  /f  =  'o«^ 

c  étant  aussi  une  constante  arbitraire,  dont  le  signe  est  celui  de  y,  de 

sorte  que  -  est  positif.  Car  cela  revient  à  poser  «^  —  logjc],  d'oii 

c  =  zhc~"'i  ce  qui  détermine  a  quand  c  est  donné;  et  c  quand  a  est 

donné,  en  tenant  compte  de  la  condition   de  signe  -  >  0.    De  sorte 

que  c  est,  comme  a,  une  constante  arbitraire. 
Cela  posé,  l'intégration  des  deux  membres  de  (9)  donne 

(11)  log^  =  H(ar),         avec         ti{x)  =  - f^^dx; 

d"où,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

(11)  y  =  ce»-',        avec         \^{x)  =  - f^^dx. 

L'intégration  se  fait  donc  par  une  quadrature;  et  la  constante  arbi- 
traire figure  en  facteur  dans  la  valeur  générale  de  y. 

Remarque.  —  Soit  j/,  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (8)  ;  on  a, 
pour  une  valeur  de  c,  de  c,  j/j  =  c,e"  ^  ;  et  on  peut  écrire  la  formule  (  10) 

Mais  —  est  arbitraire,  puisque  c  est  arbitraire.  La  formule  devient 

donc  y=:c'yi,  c'  étant  une  constante  arbitraire;  ou,  en  changeant  de 
notation, 

(11)  y  =  cy,. 

Donc,  l'intégrale  générale  d'une  équation  linéaire  du  -premier  ordre 
sans  second  membre  s'obtient  en  multipliant  par  une  constante  arbitraire 
une  intégrale  particulière  quelconque  de  cette  équation  '". 

(1)  On  peut  aussi  remaniuer  que  r<'ciuation  (8)  ne  change  pas  quand  on  remplace 
y  par  cv,  où  c  est  une  constante  arbitraire;  et  on  en  conclut  immédiatement  que  si 
r,  est  une  solution  de  celle  équation,  cy^  en  est  une  également. 
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2°  Equation  avec  second  membre.  —  Les  variables  se  sépareraient, 
dans  l'équation  linéaire  générale, 

(7)  k{x)'Jli  +  ^{x)y  =  G{x) 

si  le  terme  en  y  manquait.  On  va  faire  un  changement  de  variable 
destiné  à  faire  disparaître  ce  second  terme  :  c'est  la  fonction  inconnue 
qu'on  changera,  en  posant  : 

(11)  y  =  A(x).v, 

OÙ  u  est  l'inconnue  nouvelle,  et  a  (a-)  une  fonction  de  x  qu'on  détermi- 
nera de  manière  que  le  terme  en  u  disparaisse  dans  l'équatiun  trans- 
formée. Celle-ci  est,  en  supprimant  les  parenthèses  {x),  pour  abréger 
l'écriture, 

.  /',  du  d'/.\       r.   '  o 

ou 

du         /.  rfÀ 


(•^)  ^•'■Ê-^«(;4.-^b;J  =  g, 


Pour   faire   disparaître   le   terme  en  u,  on  choisira  donc  l  par  la 
condition 

(13)  A{x)^-}-B{x)a  =  0; 

ce  qui  revient  à  dire  que  À  est  une  intégrale  particulière  de  Véquation 
linéaire  sans  second  membre  (8)  qu'on  déduit  de  l'équation  (7)  donnée 
en  remplaçant  le  second  membre  par  0. 
L'équation  (12)  se  réduit  alors  à  : 

m  .     A>,g=G, 

qui  s'intègre  par  une  quadrature 


"  =  /a> 


dx 


On  a  donc,  en  portant  cette  valeur  dans  (11).  l'intégrale  générale, 

/  y  ^\{x)k{x)-hcl{x), 

\  avec  les  deux  quadratures 

(15)  ; 

En  résumé,  on  pose  dans  l'équation    y  =  AU,    À  étant  une  intégrale 
partirulière  quelconque  de  Véquation  sans  second  membre  déduite  de 
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régualion   donni-i';    u   disparait  dans   l'équation    transformée,    qui  ne 
contient  plus  qw  t— ,   et  s'intègre  par  une  quadrature. 

La  constante  arbitraire  figure  au  premier  degré  dans  la  valeur  géné- 
rale de  y. 

Remarqué  I .  —  Soit  g^  une  solution  particulière  de  l'équation  (7); 
on  aura  donc,  d'après  la  formule  (15),  pour  une  valeur  c=zc^  de  la 
constante 

En  retranchant  de  y  =  Ak-\-cl, 

il  vient  y  _  j/^  =  (c_Co)X. 

Mais  c  —  Co  est,  comme  c,  une  constante  arbitraire.  En  la  désignant 
par  c\  on  a  donc  ?/  =  «/„ h- c'a.  On  peut  enfin  remarquer  que  a  étant 
une  intégrale  particulière  de  Téqualion  sans  second  membre,  c'a  en 
est  l'intégrale  générale. 

Donc  :  l'intégrale  générale  ds  l'équation  (7),  avec  second  membre,  peut 
s'obtenir  en  ajoutant,  à  une  intégrale  particulière  de  cette  équation, 
l'intégrale  générale  de  Véqtiation  sans  second  membre  qui  s''en  déduit  ^^K 

L'intégration  se  simplifiera  donc,  si  on  peut  calculer  directement 
une  intégrale  particulière  de  l'équation  donnée. 

Remarque  2.  —  Comme  cX{x)  est  l'intégrale  générale  de  l'équation 
sans  second  membre,  le  changement  de  variable  t/  =  MÀ(a:)  revient  à 
remplacer  la  constante  d'intégration  c,  dans  celte  intégrale  générale, 
par  une  variable  u.  C'est  ce  qu'on  appelle  :  employer  la  méthode  de  la 
variation  des  constantes. 

Exemple  1.  —  Les  équations  linéaires  se  rencontrent  fréquemnieut  en  piiysique. 
C'est  ainsi  que  Vinlensilé  d'un  courant  de  fermeture  est  définie,  en  fonction  du  temps  t, 
par  réquation 

•    [I]  L^j  +  R.^E. 

Dans  celte  équation,  i  est  l'intensité  variable  du  courant,  R  la  résistance  du  circuit, 
L  sa   self-induction;  le  courant  est  supposé  fermé  sur  une  source,  de  force  eleclro- 
motrice  E  et  de  résistance  négligeable  (ou  comprise  dans  H).  On  suppose  R,  L,  E 
donnés,  et  constants. 

L'équation  a  alors  la  solution  particulière  constante  '=r(-  fJ'aulre  part,  l'équa- 
di 
dt 

di_ 

L' 


tien  sans  second  membre,  L  j-.  +  Ri  =  0,  s'écrit 
dt  , 

[2]  '^=-U, 


et  son  intégrale  est,  par  suite, 


,      i  R, 

'«8c  =  -l'' 


(1)   Comparez  numéro  330,  théorème  L 
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L'intégrale  de  [1]  s'obtient  donc  en  ajoutant  a  i  =  ce    i-  ,  solution  générale  de  [-], 
E 
la  solution  particulière  1  =  1.  de  [1],  ce  qui  donne  la  formule 

[3]  i  =  ce     L  -t-  R  • 

ï?i   on  compte  le  temps  l  à  partir  du  moment  où  on  ferme  le  circuit,  l'intensité  i  est 

nulle  pour  /  =  0;  c'e^t-ù-dire  que  la  solution  qui  convient  au  problème  s'obtiendra  en 

choisissant,  dans  [3],  la  valeur  de  la  constante  d'intégration  c  de  manière  que  cette 

formule  soit  vcrifiie  par  i  =  0,  i  =  0.  Gela  donne 

I    E  E 

0  =  c  +  j^,  ou         Cz=  —  ~. 

La  solution  particulière  de  [1]  qui  répond  au  problème  est  donc 

w  ,=£[.-.-"4 

F 
L'intensité  i,  ainsi  définie,  croit  avec  l,  et  tend  vers  i  =  -n  pour  l  infini.  Comme 

_R 

l'exponentielle  e  •-  tend  vers  zéro  très  rapidement,  l'intensité  i  atteint  très  vile  une 
valeur  voisine  de  sa  valeur  limite  y.,  qui  correspond  au  réyime  régulier  du  courant, 
-supposé  établi. 

Exemple  2.  —  Soit  à  intégrer  l'équation  linéaire  complète  : 

[1]  sinxj^  —  y=:cosx. 

Uéqualion  sans  second  membre  correspondante,  est  : 

dy  n  dv        dx 

y       sinx 

D'où,  en  intégrant,  l'intégrale  générale  de  cette  équation  ')  : 
log-J  =  logjtg||,         y  =  ctg|. 

Mais  on   n'a  besoin  que  d'une  intégrale  particulière.  On  posera  donc,  dans  la 
proposée, 

[3]  .  .v  =  "tg| 

ce  qui  revient  à  faire  varier  la  constante  c.  11  viendra  ainsi 

r.    X   du    ,           1-1  .X 

sinx    tg:r.:T-  +  u —  utgs  =  C03x. 


[2]  sinx~-y^O, 


r.    X   du    ,  1-1  .   X 


Le  coefficient  de  u  disparaît  bien,  car 

sinx         """"2 


^e. 


(1)  On    devrait  écrire  à  la  ligne  suivante,  d'après  le  calcul,  j':=ci  tg^i;  mais  eu 

posant  c'  =  c,   et   c'=:  —  c,    suivant  que  tg^   est  positif  ou  négatif,  cette  formule 

j      ■  ,      X        .      , 

devient  y  =  c  tgij,  ou  c   est  une  constante  arbitraire;  et  en  remettant  la  lettre  c 


pour  c',  on  a  la  formule  du  te.xte. 


56  EQUATIONS    DIFFERENTIELLES 

.  .,        ,                            .       ,    X    du                         ,          cosxdx 
et  11  reste  sinxtg^j.,    =cosx,       du  = -• 

"      ^  sinxtg^ 

Pour  intégrer  •',  on  posera  tg^  = /;  d'où  : 

\  —  ti  2t  .  2dt 

COSa==^ — : — -,  Sinx  =  ^ — : — 73.  dx^ 


et,  par  conséquent, 

On  décompose  la  fraction  rationnelle  en  /  en  éléments  simples,  en  écrivant 
l  —  l'-     _  (\  +  t'-)  —  2t'-  _\__      2 

Donc 


et 


dl  2dl 


u  =  -|-2Arctgt  +  c.        (<  =  tg|,  |  =  Arctg<j. 
De   a,  puisque  y  =  ut,  d'après  [3],  on  conclut  l'intégrale  générale  cherchée  : 

Exemple  3.  sinx^  —  v  =  5. 

On  aperçoit  immédiatement  la  solution  particulière  j  =  —  5.  L'intégrale  générale 
de  l'équation  sans  second  membre  étant  (exemple  1),  J  =  ctg.j,  l'intégrale  générale 

est  ici  :  j  =  c  tg.j  — 5. 

dY 
Exemple  U.  x-^  —  j  ^  x-. 

L'équation  sans  second  membre,  xdv  —  ydx  =  0,  a  la  solution  évidente  i  =  x. 

dv       ' 
II  suffit  d'écrire  la  proposée,  x -^  =^  y -\- x~ ,  pour  apercevoir  la  solution  y  =  x-. 

L'intégrale  générale  est  donc  :  y  z=  x-  -{-  ex. 

325.  Équation  homogène.  —  Une  équation  difTérenlielle  du  premier 
ordre  e?t  dite  homogène,  si  elle  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  x 
par  Ixx,  et  y  par  ky,  où  k  est  une  constante  quelconque.  On  remar- 
quera que,  dans  ces  conditions  -A  ne  change  pas  puisqu'il  devrait 
être  remplacé  par  .  ,  ,  qui  est  égal  à  —-=1-^,  k  étant  constant 
par  hypothèse. 

(1)  Nous  appliquons  la  méthode  générale.  On  obtiendrai!  le  résultat  plus  rapide- 
ment, en  écrivant  : 

l-sin2|  d(|) 

du  =  — dx  =  — — ^ dx, 

1  SI  11-  -  sin-- 

d'ou  jj  "  —  (Olg- —  x4-c. 
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Dans  le  cas  où  l'équation  est  une  équation  du  premier  degré 

la  détinition  précédente  équivaut  donc  à  dire  que  [{kx,  ki/)z=  f(x,y), 
identiquement,  c'est-ài-dire  que  f{x,  y)  est  homogène  de  degré  zéro  en 
X  et  y,  ou  enfin  que  /est  de  la  forme  t>(-)  (n"  190). 

Au  point  de  vue  théorique,  la  résolution   par   rapport  à    .'^  d'une 
équation  de  degré  quelconque, 

f(...,,|)  =  o, 

ramènera   toujours  à  des  équations  du  premier  degré  -M  ^f{x,y). 

Nous  avons  donc  seulement  à  examiner,  comme  équations  homogènes, 
les  équations  du  type 

On  obtient  la  séparation  des  variables  en  faisant  le  changement 
d'inconnue 

(17)  -,  =  u,         ou         y  =  ux.  (18) 

On  en  tire,  en  effet,  dy=zxdu-h  udx;  et  l'équation  (16)  devient 
du   ^  ,   ,  du         , 

^S-^"  =  '^(")'         °^        ^^  =  =?(") -"• 
C'est  une  équation  linéaire  sans  second  membre,  si  on  considère  x 
comme  la  fonction  inconnue,  et  u  comme  la  variable  indépendante, 
car  elle  s'écrit  : 

rr X'L(u)  =  0,        avec        'h(u)  =  ~r- •; 

elle  s'intègre  donc  par  une  quadrature. 

y^  =  f-b  {u)  .du,       ou       logî  =  f-l  (u)  du,       X  =  cef^'"""  • 

La  variable  x  étant  ainsi  calculée  en  fonction  de  u,  la  formule  (18) 
donnera  aussi  y  en  fonction  de  u;  et  les  courbes  intégrales  seront 
définies  paramétriquement  en  u. 

On  pourra  aussi  remplacer  u,  dans  la  formule  x  =z  ce^ '^''"^''" ,  par  sa 

valeur  -^ ,  ce  qui  donnera  une  équation  non  résolue  en  x  et  y. 

Exemple.  ^  — ^~^. 

dx      y  -\-  X 

Le  second  membre  est  homogène  de  degré  zéro  en  x  et  y.  En  posant  v  =  ux,  il  vient 

xdu  +  udx       ux  —  X  du   ,  u  —  1  du       u  —  1 

^  ~      +"  =  .— T-7»        a-:j-  = 


dx  ux  +  x'  dx~  u+1'  dx~u-{-\ 
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Donc 


du  __       ui+i 
^dx~       u  +  1  ' 
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dx {u-\-  \)du 


X  u-  +  1 

En  intégrant  membre  à  membre,  il  vient  donc 


udu 


du 


u^  +  1 


log-  =  —  Jogs/u-  +  *  —  «rc  Igu, 


[1]  .r  \u-  +  1  =  ce-""'c". 

Remplaçons  maintenant  u  par  sa  valeur  -  ;  et  nous  obtenons  : 


Remarque. 


ou  enlin 


\x-  +  y-  =  ce 


-'"•«•  tg  7 


La  représentation  paramétrique  est  plus  simple,  si  on  change  de 

paramètre,  en  posant  arc  tgu  =  6  :  on  a  ainsi  u  =  tgO,  \'u-  -\- 1  =-;— ^  .  La  formule  [1  ] 

se  réduit  à  x  =  ce-\cos6;  et  >-  =  ux  donne  alors  y  =  ce-'  cos6  tg:6  =  ce-'' sinO. 

Les  courbes  intégrales  sont  donc 

x  =  cc~*cos6,        )'  =  ce~'sinO; 

c'est-à-dire  les  courbes  représentées,  en  coordonnées  polaires,  pai'  r  =  cc''.  Ce  sont 

des  spirales  logarithmiques. 

dv 
Ce  résultat  tient  à  ce  que  l'équation  difTérentielle  s'écrit,  en  posant  ^^  =  tg'f,  (ouqi 

est,  par  consrquent,  l'ang'le  de  l'axe  des  .r  avec  la  tangente  à  une  courbe  intégrale), 

tjrô— 1 


tg?^ 


.,(,-1); 


1   -ftgf) 

d'où,  à  un  multiple  de  r.  près,  ?  =  0  —  t,  ou  ç  —  0  =  —  j.  Or,  ç>  —  0  est  l'angle  V 
du  rayon  vecteur  avec  l;i  tangente  (n"  211).  On  retrouve  donc  la  propriété  des 
spirales  logarillimiijiies  de  faire  un  angle  constant  avec  le  rayon  vecteur  (ici,  l'angle 

est-?). 

Remarque  I .  —  U  résulte 
de  la  délinilion  des  équations 
homogènes  que  si  une  telle 
équation  admet  pour  courbe 
intégrale  x=^o(t),  y^'l(t), 
elle  admet  aussi  celle  qui  est 
définie  par 

x  =  A-.cp(/),       y  =  k.'i>{t). 

\  tout  point  M  (r,  y)  de  la 
première  correspond,  d'après 
ces  formules,  le  point  M'  de 
la  seconde,  qui  a  pour  coor- 
données x'  =  kx,  y'  =  ky. 
Les  points  M  et  M'  sont  en  ligne  droite  avec  Torigine,  on  aUM'^A'.nM 


ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES  59 

(n"  78).  La  seconde  courbe  (C)  esl  donc  honiclhélique  de  la][première 
par  rapporl  ii  0,  dans  le  rapport  A". 

On  remarquera,  du  reste,  que  la  méthode  d'intégration  indiquée 
conduit  à  des  formules  :  x^c.-/{u),  y  =  c.u/{u),  qui  mettent  le 
même  fait  en  évidence. 

Donc,  les  courbes  intégrales  d'une  équalioti  homogène  se  déduisent  de 
l'une  quelconque  d'entre  elles  par  les  homothéties  qui  ont  V origine  pour 
centre  et  un  rapport  dliomothétie  arbitraire  '". 

Remarque  2.  —  Si  on  introduisait  les  coordonnées  polaires,  une  des 
courbes  intégrales  étant  r  =  (j(0),  les  autres  seraient  r=/tG(0), 
puis(iue  deux  points  M  et  M',  dans  riiomothélie  considérée,  ont  môme 
angle  polaire  0,  et  que  leurs  rayons  vecleurs  sont  dans  le  rapport  k. 

L'équation  différentielle,  qui  détinirait  r  en  fonction  de  0  serait  donc 

dv 
une  équation  linéaire  sans  second  membre,  —  =  G'(0)rfO. 

On  obtient  donc  aussi  la  séparation  des  variables,  dans  une  équation 
homogène,  en  passaiit  aux  coordonnées  polaires. 

Faisons  effectivement  le  calcul  pour  l'équation  (16).  Un  doit  poser 
(n»  210) 

a?  =  rcosO,         y  =  î'sinO 
d'où 

dx^  —  r  sinOrfO-f-  cosOrfr,         dy  =^  ?'cos0c/0  +  sin0(//'. 

Il  vient  donc,  pour  dg  =  -j(-]dx, 

rcosddd-h  sinOrfr=:cp(tgô)  ( —  r  sinOrfOn- cosôrfï'j, 
[cp  (lg6)  cosO  —  s\nfj]dr  =  r  ['f  (tgô)  sinû  -f-  cos6]rf6, 
ou  enfin,  en  séparant  les  variables, 

dr -j  (tgO)  sinO-hcosO  , 

r        -j  (tgO)  cosO  —  sinO 
Exemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

ydy-  -|-  2xdxdy  —  ydx-  =  0. 
On  vérifie  immédiatement  qu'elle  ne  change  pas,  si  on  change  x  en  kx  et  y  en  ky, 
le  premier  membre  étant  homogène  en  .t,  y,  ot  en  dx  et  dy.  Posons  donc  : 
[1]  a;  =  rcose,        i=/sinô. 

L'équalion  devient,  en  faisant  d'abord  la  transformation  pour  x  et  j  seulement, 

sinb.{dy'^  —  dx-)  +  2  cos 0 . dxdy  =  0. 
On  a  ensuite 

dx  =  cosOdr  —  r  sin'jdô,         dy  =  sin6(/r  +  r  cos6d6. 

^1)  Ceci  est  vrai  pour  une  équation  du  premier  degré;  sinon,  les  courbes  inté- 
grales se  répartissent  en  familles  de  courbes  homothétiques.  On  démontrerait  la 
réciproque  de  la  proposition  du  texte  en  formant,  (n°  318),  l'équatiou  dilTerentielle 

des  courbes  ^=//^j,  homothétiques  de  la  courbe  y=f{x). 
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DoDC 

dy-  —  (ù-»=  isin-0  —  cos-6)<f/î  +  4r  sinO  cosôdrc/ft  -f  r2(cos20  —  sin29)d62 
=  cos2&.(r2rfôi  —  drï)  +  2rsin29.drd6 
idxdy  =  2  sinô  cos6  (dr^  —  ridbi)  +  2  (cos^ô  —  sin'-b).rdrdb 
=  — sin20(r2d()-  —  dr^)  +  2r  cos20.drd0. 
En  portant  dans  [2],  on  obtient  donc  : 

0  =  {r'-db^  —  dr"-)  (sin6  C03  26  —  cos6  sin20)  +  2r  (sin26  sinO  +  cos20  cos6)drdô 
0  =  {dr-  -  r-db-)  8in(2û  —  0)  +  2/-  ces (20  —  0)drdO, 
ou  enfin 

[3]  sinfj(d/-2  — ;-2d  OS) +  2rcosO  drd  6  =  0. 

En  ordonnant  en  dr,  db,  et  résolvant,  il  vient  : 

sinOdrî  -f  2r  cos6d6dr  —  r^  sinôdô^  =0, 
dr: 


—  r  C036  ±  v'r-  cos^ô  +  r-  sin-ô 


ce  qui  se  décompose  en 

dr       1  —  cosO 


dr  = 


sin6 
rcosô  ±  r 


db. 


2sin 


siu6 
.6 


db; 


et 


dr 


sin'j 


1  4-  cos  9 
sin'j 


•    6  .6 

sin^  dcOS:T 

2sin.-cos:T  co   s  COS  s 


■i  cos- .j  COS.j 

2sinT5C0S5  sin^ 


dsinK 


On  obtjent  donc,  en  intégrant  : 

lo8^  =  — 2  1ogjco3|| 


lo»    =  —  2  los  sin, 


d'où 


cos^2 


et 


sin2- 


La  seconde  équation  est  celle  d'une  parabole  ayant  0  pour  foyer,  2|  c|  pour  para- 
mètre, Ox  pour  axe  (dirigé  vers  l'intérieur  de  la 
courbe  si  c  >  0,  et  en  sens  contraire,  sic<0), 
(n"  224). 

La  iiremière  se  ramène  à  la  seconde,  en 
chnnfreant  b  en  tc  +  0,  c'est-à-dire  en  changeant 
le  sens  positif  sur  l'axe  polaire;  elle  représente 
donc  les  mêmes  paraboles  Uoinofocalcs.  On  voyait 
déjà  sur  la  formule  [4]  que  le  signe  ±  est  rem- 
placé par  q=,  si  on  change  6  en  r<-\-b. 

Bemarque.  —  Le   changement    de     variables, 
ddns  cet    exemple,   aurait   élé    plus    rapide,   si 
nous   avions    résolu    d'ai'ord,    en   dy,  l'équation 
donn.'e.  Celte  résolution  donne,  en  elfel. 


qui  s'écrit 
Or  on  a 


ydy  =  [ —  X  ±  y  a;*  +  y'^]dx. 


xdx  -\-  ydy  =  ±  \  a;^  -f-  y^dx. 
x^-\-yi  =  r2, 
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d'où,  en  dilTérentiaDt, 

xdx  +  y^y  =  '■'''■• 

L'équalioQ,  transformée  en  coordonnées  polaires,  est  doue  simplement 
rdr  =  ±  r[cosfjrfr —  r  sinfj</0], 


dr  = 


±  r  sinù 
1  zt  cos  0 


dô, 


<jui  se  décompose  en 


.           .    ,  ,,         2  sin^i  cosô^'S       3in^ 
dr  _  sinOdO   _  ___^_ii2__ 2^ 

T       1  +  coa  0  o        a  (*  'J      ' 

~  2  cos2-  cos.j 


■et 


dr       — sinfjdO 


r        1  —  cos  6 
L'intéffration  s'acliève  comme  ci-dessus 


2  sin^  cosgdO  cosn 

6  = S'^Ô- 

2sin2^  siali 


§  4.   —   TRAJECTOIRES   ORTHOGONALES 

326.    Trajectoires  orthogonales.   —  Étant   donnée   une  famille  de 
courbes,  on  appelle  trajectoire  orthogonale  de  cette  famille  de  courbes, 
toute  courbe  qui  les  rencontre  toutes  à  angle  droit.  —  C'est  ainsi  que  les 
courbes   parallèles    à   une   courbe 
donnée  sont  les  trajectoires  ortho- 
gonales   des    normales    de     cette 
courbe;  et  que  les  développantes 
d'une  courbe  donnée  sont  les  tra- 
jectoires orthogonales  de  ses  tan- 
gentes (n°^  242  et  241). 

Un  exemple  important  se  ren- 
contre constamment  en  mécanique 
et  en  physique.  C'est  le  suivant. 

On  dit  qu'un  champ  de  forces  F, 
que  nous  supposerons  plan,  dérive 
d'une  fonction  de  forces  V{x,y),  si  les  composantes  \{x,y),  Y(x,  y) 
du  vecteur-force  qui  a  pour  origine  un  point  quelconque  M(x,  y),  sont 
les  dérivées  partielles  de  l]{x,  y),  de  sorte  que  l'on  ait 


Courbe 
de  niveau 


(1) 

Les  courbes 

(2) 


DU 


\j{x,y')  =  c 
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s'appellent  alors  courbes  équipolentielles  '",  ou  courbes  de  niveau.  Il  en 
passe  une  el  une  seule  par  cbaque  poinl  du  plan.  Car  si  on  se  donne 
les  coordonnées  (.ro,  y^)  de  ce  point,  c  se  trouve  défini  par  U{Xq^  y^)^c, 
équation  qui  exprime  que  la  courbe  (2)  passe  par  le  point  donné. 

La  normale  à  la  courbe  (2),  U{x,  y)  —  c  =  0,  en  un  point  x,  y  quel- 
conque  de   cette  courbe,  a  pour  coefficients  de  direction  '^      ^^  T' 

(n°  232):  c'est-à-dire  d'après  (1),  X  et  Y.  La  normale  à  la  courbe  de 
niveau  qui  passe  en  M  est  donc  la  ligne  d'action  du  vecteur-champ  en 
ce  point;  c'est-à-dire  la  tangente  à  la  ligne  de  force  qui  passe,  en  ce 
poinl  M.  Donc  les  lignes  de  force  sont  trajectoires  orthogonales  des 
courbes  de  niveau,  et  inversement. 

Passage  de  l'équation  différentielle  d'une  famille  de  courbes  à  celle  des 

trajectoires  orthogonales.  —  Si,  à 
partir  d'un  point  M,  {x,  y),  un  dé- 
placement infinitésimal  langent  à 
une  courbe  (C)  esldx,dy;  el  si  un 
déplacement  inlinitésimal  tangent 
à  une  courbe  (K)  est  Bx,  Sy,  ces 
deux  courbes  sont  orthogonales  si 

jc    1   ^  ;   -         n.  dx        dy 

—    dx  0  X  H-  dii  0  »/  =  0,  ou      ^    =  ^  • 
•^    '^         '       — oî/       oar 

Si  donc  la  courbe  (C)  est  inté- 
grale d'une  équation  difTérenlielle 

(1)  ^{x,y)dx^B{x,y)dy  =  0, 

on  aura,  pour  la  courbe  (K),  en  remplaçant  dans  cette  équation  dx 
et  dy  par  les  quantités  proportionnelles  —  oy,  Zx, 

—  ^{x,  y)oy -hB{x,y)ùx  =  0. 

C'est  donc  Téqualiou  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  des 
courbes  intégrales  de(l),  en  y  considérant  o  comme  le  signe  de  ladifTé- 
renliation.  En  revenant  à  la  notation  habituelle  (/,  on  a,  par  suite, 
pour  l'équation  cherchée, 

(2)  A{x,y)dy  —  B{x,ij)dx=0. 

On  passe  de  (1)  à  (2),  ou  inversement,  en  échangeant  les  difTéren- 
tielles  dx  et  dy,  et  en  changeant  le  signe  de  l'une  d'entre  elles. 

Exemple  1.  —  Considérons  les  cercles  qui  passent  par  d-'ux  points  fixes  B  et  B'.  Nous 
prenons  pour  axe  des  x  la  pcrpundiculairL'  au  milieu  de  BB',  et  BIV  pour  axe  des  y. 


(\)  La  fonction  —  U  s'appelle  fonction  potentielle,  ou  potentiel,  du  champ. 
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Soit  2c  la  longueur  BB'.  Si  le  cercle  (C)  a  pour  centre  le  point  Xu  =  a,  v„  =  0,  le 
carré  du  rayon  sera  R-  =  ÔTt-  +  <JC^  ou  R2  =  a-  +  c-,  et  l'équation  de  la  famille 
des  cercles  (C)  sera  : 

[1]  (x  — xY^ +y'  =  o^-  +  c-,        ou         .t2  +  _vî  — 2ax  — c2  =  0 

j;2  _1_  v2  r2 

a  étant  le  paraniclre  arbitraire.  En  l'écrivant  2x  =  — 21^ :_^  la  dilTérentiation 

de   cette  équation    élimine    la  constante   a,  et  fournit   l'équation   différentielle  des 

cercles  considérés 

x{2xdx  +  2ydy)-{xi  +  y'--c'-)dx=0;  ^^  »<'^^ 

ou,  en  ordonnant, 

[2]     (x2  —  r 2  4-  <•-  )  ctr  +  Sxj'dy  =  0. 

L'équation  difTcrentielle  des  trti- 
jectoires  orthogonales  est  donc  (en 
changeant  dx  en  dy,  et  dy  en  —  dx) 
[3]     (x2  —  y2  -I-  c2)  dy  —  2xydx  =  0. 

Comme  x  n'y  ligure  que  par   x- 

et  j-(/x  =  iydx-,  on  posera  x-  =  u,  et 

on  aura  une  équation  linéaire  pour 
déterminer  u  en  fonction  de  y.  C'est  : 
du 


[4] 


yry-''  =  '--y' 


—  =  — ,  dont  une  intégrale  est   u  =  v.  On- 


L'équation  sans  second  membre  est 
posera  donc  : 

[5]  u  =  ty,        du  =  ydt  +  Idy, 

et  l'équation  [4]  deviendra 

c'est-à-dire 

y-dt  =  (c-  —  )'-)dj- 

En  séparant  les  variables  et  intégrant,  il  vient 

dt  =  (-,—  l]dy,         t  =  —  ~—y  +  2';i, 

où  p  est  la  constante  d  intégration.  Il  reste  à  calculer,  d'après  [5],  x'^=:u  =  ty,  ce 
qui  donne  x-:=  —  c2  —  y-  +  2^,v,  et  enfin  : 

[6]  j2  4..y.2_23y  +  c2  =  0,         ou         x^  +  (/ —  15)2  =  p2  _  c2. 

Ce  sont  des  cercles  qui  ont  leurs  centres  sur  l'axe  radical  des  premiers.  Le  carré 
du  rayon  étant  R'  =  ^-  —  c^,  la  puissance  de  l'origine  est  OB-  —  R2  =:  ,3-  —  R2  :=  c-. 
Elle  est  constante:  et  ces  cercles  ont,  pris  deux  a  deux,  l'axe  Or  pour  axe  radical. 

On  retrouve  ainsi  un  résultat  de  géométrie  élémentaire  bien  connu. 

Exemple  2.  —  Les  hyperboles  équilatères  x-  —  y^^dza^  où  a  est  arbitraire, 
c'est-à-dira  les  hyperboles  équilatères  qui  ont  les  axes  de  coordonnées  pour  axes  de 
symétrie,  ont  pour  équation  différentielle  xdx  —  ydy=^0,  obtenue  en  différentiant 
l'équation  précédente,  ce  qui  élimine  la  constante  arbitraire  ±  a-  (n°  318). 

L'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  est  donc  xdy  -{-ydx  =  i), 
ou  d(xy)  =  0;  dont  l'intégrale  est  2xy  =  ±a^.  Les  trajectoires  orthogonales  sont  donc 
les  hyperboles  équilatères  qui  ont  les  axes  de  coordonnées  pour  asymptotes. 
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Exemple  3.  —  On  appelle  ocale  de  Cassini  le  lieu  des  points  M,  tels  qui"  le  produit 
■de  leurs  dislances  à  deux  points  (Ixes  F  et  F   ait  une  valeur  conslaule  <i-. 


lin  désignant  par  2c  la  distance  des  foyers  F  et  F',  ou  a  : 

MF-  =  (X  —  C)2  4-  y2, 
MF^  =  (X  +  C)2  +  y2, 

et  l'équation  de  l'ovale  est  :  ÂiF-.MF-  =  a*,  c'est-à-dire  : 

[(X  -  C)2  +  y2]  [(X  +  c)2  +  .V2]  ^  ai. 


Elle  s'écrit 


[1] 


i^'-  +  y-  +  c-)-  —  icSxi  —  ai, 

{X2  -f  y2,2  _  2c2  {X2  —  1-2)  =  «'»  —  c'*. 


D'après  sa  déiinition  géométrique  la  courbe  admet  (comme  une  ellipse  ou  une 
hyperbole  de  foyers  F  et  F')  les  axes  de  coordonnées  pour  axes  de  symétrie.  Les  deux 
rayons  vecteurs  MF,  MF'  ne  peuvent  être  tous  deux  épaux  ou  supérieurs  à  a,  sans 
quoi  leur  produit  serait  supérieur  à  a-.  Tous  les  points  de  la  courbe  sont,  par  suite, 
dans  l'un  ou  l'autre  des  cercles  de  rayon  a  qui  ont  pour  centres  les  foyers.  La  courbe 
n'a  donc  pas  de  branches  infinies,  et  tant  que  a  est  inférieur  à  c,  les  deux  cercles 
précédents  étant  extérieurs  l'un  à  l'autre,  la  courbe  se  compose  de  deux  parties 
séparées,  situées  de  part  et  d'autre  de  Oy,  et  symétriques. 

On  peut  préciser  davantage,  en  étudiant  l'équation  [1]  comme  éciuation  en  y.  Elle 
s'écrit  : 

yi  +  2fx2  +  c2)y2  +  (j~>  _  c2  _  ai)  (i2  —  .c2  4-  ai)  =  0. 

Comme  la  somme  des  racines  en  y2  est  négative,  elle  n'a,  pour  une  valeur  de  x, 
que  deux  racines  au  plus,  égales  et  de  signes  contraires;  et  cela  à  condition  que  le 
produit  des  racines  en  y2  soit  négatif;  puis(|ue,  sans  cela,  les  racines  en  y-  seraient 
négatives  toutes  deux,  ou  n'existeraient  pas.  La  condition  de  réalité  des  points 
d'abscisse  x  est  donc  :  (x2  —  c2  —  a^)  (x^  —  c2  +  a^)  <  0,  ou  c2  —  a2  <  x2  <  c2  -f  «2. 

Donc,  si  a<^c,  |x|  est  borné  supérieurement  et  inférieurement,  et  la  courbe  se 
compose  de  deux  ovales  séparés.  Pour  a^c,  ces  deux  ovales  se  rejoignent  à 
l'origine,  et  la  courbe  prend  le  nom  de  lernniscate  de  Bernoulli;  l'équation  est  alors  : 

[2]  (xî+y2)2  =  2c2(x2-y2^. 

Pour  a^  c,  I X  I  n'est  borné  (jue  supérieurement  ;  et  pour  x  =  0,  on  a  y2  =  a-  —  c-  ; 
de  sorte  que  la  courbe  coupe  Oy  en  des  points  faciles  à  construire,  et  se  compose 
d'une  seule  courbe  fermée. 
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Si  nous  dilTérentions  l'équation  [1],  nous  trouvons  : 

{x-  -\-  y*)  (xdx  +  ydy)  —  c'^  (xdx  —  ydy)  =  0, 
ou  - 

[3]  (0-2  +  y'-  —  c^xdx  +  (x-i  +  yz  +  c'i)ydy  =  0. 

On  en  conclut  que  les  points  pour  lesquels  dy  =  0,  c'est-à-dire  pour  lesquels  la 
fonction  y  est  maxima  ou  minima,  ou  points  le  plus  haut  et  le  plus  bas,  satisfont  à 
T  =  0  ou  x'^ -\- y-  —  c- =  0.  Ils  se  trouvent  sur  l'axe  des  y,  ou  sur  le  cercle  docrit 
sur  FF'  coiuine  diamètre.  Tant  qu'il  a  des  points  sur  ce  cercle,  l'ovale  est  donc 
ondulé;  il  n'a  plus  d'inllcxions  lorsque  le  cercle  cesse  de  couper  la  courLe.  Les 
points  d'intersection  étant  donnés  par  : 

(x2  _(- yî -j- c2)î  —  lc-x-  =  a^,        x-  -{-  y-  ==c-,         d'où         ix-c^  =  4c« — a'', 
les  sinuosités  disparaissent  pour  a-  >  2c-,  ou  a^  c  \2. 

Remarque. .  —  L'équation  [3]  donne  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la 
courhe;  elle  est  en  défaut  pour  x  =  y  =  0,  (cas  de  la  lemniscate).  Il  faut  alors  la 
dilli'renlier  à  nouveau  (Comparez  n"  234).  En  l'écrivant  : 

(jj2  +  yi  _  ci)x  +  (x-2  -\-y'--\-  c'-)yy'  =  0, 
il  vient 

2  (X  +  yV)x  +  (x2  +  y2  _  c2)  +  2(x  +  yy-)yy'  +  {x^-  +  j2  +  c2)  (y'i  +  yy",  =  0. 
Pour   x=:j  =  0,    cette    équation    se    réduit    à   — c^  -\-  c-y'- =  0,  y'=:±l.    Les 
tangentes  à  l'origine,  pour  la  lemniscate,  sont  donc  les  bissectrices  des  axes. 

V  V 

On  aurait  pu  aussi  chercher  lim-  dans  l'équation  (2),  En  posant-  =  u,  c'est-à-dire 
y  =  ux,  cette  équation  (2)  devient,  après  division  par  le  facteur  x-, 

X2(l  -f  U2)2  =  2c2(l_u2,^ 

«jui  donne  u  =  ±i.  (|uand  on  fait  tendre  -r  vers  zéro. 

L'écjUHtion  3]  est  l'équation  dilTérenlielle  des  ovales  de  Cassini  de  foyers  donnés 
F  et  F'.  Cherchons  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  ovales. 

L'équation  différentielle  se  déduisanX  de  [3;;  par  le  changement  de  dx  en  c/v, 
et  dy  en  —  dx,  est  : 

[4]  (xî  -f  y2  —  c-^)xdy  —  (x^  +  y2  -f  ci)ydx  =  0. 

Elle  ne  rentre  dans  aucun  des  types  précédemment  étudiés,  mais  nous  allons 
séparer  les  variables,  par  un  double  changement  de  variable.  Si  nous  écrivons 
l'équation  sous  la  forme 

[5]  (x- -\- y-)  {xdy  —  ydx)  —  c-{xdy  t+- ydx)  =  0, 

nous  voyons  apparaître  la  différentielle  de  xy,  et,  à  un  facteur  près,  celle  de  -.  Nous 
sommes  ainsi  conduits  à  poser  : 

[61      xy  =  u,         ^  =  *';         'l'où         xdy -f  ydx  =  du,         xdy  —  ydx  =  x-dv. 

L'équation  [5]  devient  alors 

(x-  -f-  y-)x-  dv  —  c-  du  =  0. 

Or,  X-  =  - ,  y-  =  uv.  Il  vient  donc  : 


"f(J+") 


\dv  —  c^du=0, 

et  les  variables  se  séparent  : 

-^  4-  dv  —  c-  -;  =  0. 
u-    '  u- 

On  a  ensuite,  en  intégrant,  et  désignant  par  2).  la  constante  d'intégration, 
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OU,  en  rcmeltant  les  valeurs  ;6]  de  u  et  i', 

y  '   X  '  xy 
ou  enlln 

[7]  X-  —  y-  -{■  2>..ry  —  c-  ^  0. 

Ces  trajectoires  orlliogonales  sont  des  hyperboles  équilatères  qui  passent  aux 
foyers  F  el  F'.  Si  on  pose  ).  =  tg26,  ce  ([ui  revient  à  ciianger  de  constante  d'inté- 
gration, Icquatioa  [7]  s'écrit,  en  effet, 

(x-  —  y-)cos20  +  2j-j  sin20  =  c2  cos26, 
CD 

(xcosO  +  y  sinO)-  —  ( —  .rsinO  +  7  cos6)-  =  c-  cos20. 
Si  donc  on  fait  tourner  les  axes  de  l'angle  0,  (n°  208).  elle  devient  : 

x*  —  y'^  =c-  cos29, 

qui   a  la   forme  réduite  de  l'équation   d'une  hyperbole  équilatère.   Il  est,  de  plus, 
visible  sur  l'équalion  ^7'  que  les  points  x^±c,  y=^0  appartiennent  à  la  courbe. 

Remarque.  —  Ce  système  de  courbes  orthogonales  se  rencontre  en  optique,  dans 
les  franges  obtenues  par  double  réfraction  (cristaux  biaxes). 
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i.  —  Trouver  une  courbe  (C)  telle  que  rorigine  0  ait  une  puissance 


constante  rt«"  par  rapport  au  cercle  décrit  sur  la  tangente  MT  comme 
diamètre,  lorsque  M  décrit  la  courbe. 

2.  —  Trouver  une  courbe  (C)  telle  que  l'on  ait  constamment 
OT^  =  ()U.a,  a  étant  une  longueur  donnée.  (Paraboles  tangentes  aux 
axes  de  coordonnées.) 

3.  —  Trouver  une  courbe  (C)  telle  que  la  dislance  du  pied  U  de 
l'ordonnée  à  la  tangente  MT  ait  une  longueur  constante  a  donnée. 
(Chaînettes.) 

(1)  Pour  les  énoncés,  on  se  reportera  à  la  figure. 
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A.  —  Soit  MN  la  normale  k  une  courbe  (C),  NH  l'ordonnée  du  point 
de  la  tangente  MT,  qui  se  projette  sur  Ox  en  N.  On  suppose  NH=o, 
a  étant  une  longueur  constante,  quelle  est  la  courbe?  (Cycloïde.) 

5.  —  Trouver  une  courbe  (C)  telle  que  la  distance  de  l'origine  0  au 
milieu    de    la    tangente    MT    soit   égale   à   une   longueur   constante, 

-^ ,  donnée.  (On  considérera  x  comme  la  fonction  inconnue,  et  y  comme 

la  variable  indépendante.) 

6.  —  Trouver  une  courbe  (C)  telle  que  le  milieu  de  NT  soit  fixe. 
(Paraboles  ayant  le  point  fixe  pour  foyer). 

7.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  ON  =  MN.  (Cercles.) 

8.  —  Trajectoires  orthogonales  des  coniques  qui  ont  un  foyer 
commun  et  la  même  directrice  correspondante  à  ce  foyer.  On  pourra 
passer  aux  coordonnées  polaires. 

9.  —  Montrer  que  l'équation,  (dite  équation  de  Bernoulli), 

A(x)^-+-B(ar)j/  =  G(a.)î/" 

se  ramène  à  une  équation  linéaire  en  faisant  un  changement  de 
variable  u  =^y'%  pour  une  valeur  convenable  de  a. 

Exemple  à  traiter  :  x-^  -h  y  =  x'^-y^. 

10.  —  Montrer  que  l'équation  : 

dy ~f  ax  -\-  by  -h 

3i      '  \a'x  -+-  b'y  -f- 

où  a,  b,  c,  a,  b\  c',  sont  des  constantes,  devient  homogène  si  on 
transporte  l'origine  des  coordonnées  au  point  (a?^,  j/J  d'intersection  des 
droites  :  ax-{-  by  ^  c  =  0,  a'x-i-b'y  -+-c'  =  0,  supposées  concourantes. 

Exemple  à  traiter  :  -r-  =  '■ r,  • 

^  dx      x-hy  —  3 

11.  —  Montrer  que  l'équation  suivante,  où  a  et  b  sont  des  constantes, 

^^  =  fiax  +  by), 

s'intègre  en  posant  ax-j-  by  =  u  et  prenant  u  comme  fonction  inconnue 
à  la  place  de  y. 

12.  —  Intégrer  l'équation, 

{a^  —  x^)dy^  —  {a' ~  y^)dx  =0. 
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On  montrera  que  les  courbes  intégrales  sont  des  ellipses  et  des 
hyperboles  tangentes  aux  quatre  droites  x=z±o.,  y^±o. 

13.  —  Montrer  que  l'équation  dilTérenlicUe  de  la  famille  des  droites 
[1]  y  —  7yix  =  f{m), 

où  m  est  arbitraire  et  où  /désigne  une  fonction  donnée,  est  : 

Celle  remarque  donne  immédiatement  l'intégrale  générale  de  toute 
équation  différentielle  de  cette  forme  {équations  de  Clan-out). 

Montrer  que  l'équation  [2]  admet,  en  plus,  comme  intégrale,  l'enve- 
loppe des  droites  [1]  {intégrale  singulière). 

14.  —  Application  de  rexercice  précédent  :  trouver  une  courbe  telle 
que  le  produit  des  distances  de  deux  points  fixes  à  une  tangente 
quelconque  de  la  courbe  ail  une  valeur  constante.  On  distinguera 
deux  cas,  suivant  que  les  points  fixes  doivent  être  dun  méiue  côté 
des  tangentes,  ou  de  part  et  d'autre. 


CHAPITRE  III 

ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES   DU   SECOND   ORDRE. 
SYSTÈMES   D'ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES 

Si  1 .  -  ÉQUATIONS  DU  SECOND  ORDRE.  -  CAS  D'ABAISSEMENT 

327.  Généralités.  —  Une  équation  différentielle  du  second  ordre  est 
de  la  forme  générale  (voir  n°  317). 

W       ''("•=''&'S)  =  °'        °"        F(.,  y,  ,',!/■',  =  0. 
L'intégrale  générale,  dépendant  de  deux  constantes  arbitraires  Ci,Ca, 
est  de  la  forme 

(2)  ^{x,y-  Cj,  c,)  =  0. 

On  détermine  les  intégrales  particulières  par  les  conditions  initiales 
suivantes  :  Pour  une  valeur  x=zx^de  la  variable  indépendante,  y  et  sa 
dérivée  premièrey'devront  prendre  des  valeurs  initiales  données  t/o,yo' 

Cela  revient  à  dire  que  la  courbe  intégrale  doit  passer  par  le  point 
(jCg,  yj,  et  admettre  pour  tangente,  en  ce  point,  la  droite  de  coefficient 
angulaire  7^. 

En  d'autres  termes,  une  courbe  intégrale  particulière  sera  définie  par 
la  condition  de  passer  en  un  point  donné,  et  d'y  avoir  une  tangente 
donnée. 

Cette  double  condition  s'exprimera,  (n°  3)7),  par  les  équations 
en  Cp  c,, 

328.  Cas  d'abaissement.  —  On  dit  que  l'on  peut  abaisser  Tordre  de 
l'équation  (1),  ou  qu'elle  est  susceptible  d'abaissement,  lorsque  Tinté- 
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jjjralion  peut  se  ramener  i\  celle  d'é(jualions  du  premier  ordre,  pouvant 
elles-mêmes,  évenluellemenl,  s'intégrer  par  des  quadratures. 

Premier  cas  d'abaissement.  —  Supposons  que  y  ne  figure  pas  dans 
l'équation  (l)  :  elle  est  donc  de  la  forme  : 

F(x,v,v")  =  0,         ou         F(.,g..g)=0. 
On  peut  l'écrire  : 

ce  qui  est  une  équation  du  premier  ordre  en  i/.  Si  on  a  pu  l'intégrer, 
l'intégrale  générale  sera  ;/'  =  ^(x;  c^),  r^  étant  une  constante  arbitraire. 
Il  restera  donc  à  intégrer 

ce  qui  se  fera  par  une  quadrature  : 

y=   /cp(x;  c^)dx-\-c.2. 

Second    cas  d'abaissement.  —  Supposons  que  x  ne  figure  pas  dans 
l'équation  :  elle  est  donc  de  la  forme 

F  (y  .y',  y")  =  o. 

Or,  on  peut  écrire  : 

dy'      y" 
dy  =  y'dx,        dy'  =  y"dx;  'où         'c^  —  ^' 

ou  encore     • 

„        ,dii' 

L'équation  devient  donc  : 


<.v-!/'.  ■/!)="• 


équation  du  premier  ordre  en  y  et  y'.  Si  on  sait  l'intégrer,  elle  donnera  : 

dxi 
y'  =  'My;c,),         ou         ^J  =  .i.(y;cj; 

et,  les  variables  se  séparant,  le  calcul  s'achèvera  par  une  quadrature  : 


Co. 


Cas  particulier.  —  Un  cas  plus  particulier  est  celui  où  ni  x,  ni  y'  ne 
figurent  dans  l'équation;  sous  forme  résolue  elle  est  donc  de  la  forme 

y"  =  f(y)- 
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II  est  commode  dt-  multiplier  les  deux  membres  par  y\  pour  appli- 
quer la  méthode.  Cela  donne 

y"!i'  =  f{y)y\ 

ou,  on  mulliplianl  par  rfx, 

y'{,/dx)  =  f{y)(y'djc), 
c'est-à-dire 

]l'di.i'  =  f{y)dy. 

En  intégrant  terme  à  terme,  il  vient  : 

p''  =  ffiy)dy-hc^, 

et  on  achèvera,  comme  précédemment,   par  une   quadrature,  après 
avoir  résolu  en  y'. 

Remarque.  —  Cette  forme  d'équation  est  celle  qui  se  rencontre  dans 
la  dynamique  du  point  {mouvement  rectiligne). 

Considérons  un    point  matériel  M,   de  masse  m,  mobile  sur  une 

droite,  et  soumis  à  une  force  F,  dirigée  suivant  cette  droite,  et  ne 
dépendant  que  de  la  position  du  point.  Prenons  la  droite  pour  axe 

des  X,  et  soit  f{x)  lintensilé  de  la  force  F,  évaluée  algébriquement. 
Le  mouvement  du  point  est  alors  régi  par  l'équation  différentielle 

En  lui  appliquant  le  calcul  précédent,  on  l'écrit 
et  en  désignant  par  v  la  vitesse  y  =  -r-  , 


d  (^mv^\  =f(x)dx. 


Cette  équation  exprime  le  théorème  des  forces  vives,  le  premier 
membre  étant  la  différentielle  de  la  demi-force  vive,  et  le  second 
membre  le  travail  élémentaire  de  la  force. 

On  en  lire,  en  intégrant, 


2'"("^)  =ffi^)dx-hh, 


où  h  est  une  constante  arbitraire  [constante  des  forces  vives  .  Et  une 
seconde  quadrature  donnera  x  en  fonction  de  t. 
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Autre  cas  particulier.  —  Un  cas  analogue,  au  point  de  vue  du  calcul, 
est  celui  des  équations  de  la  forme 

y"=f{y)-9{y')- 

On  peut  écrire,  en  introduisant  encore,  dans  les  deux  membres,  le 
facteur  y. 


^  =  Av).;/, 


OU 


c"est-à-diro 


y'  .y"dx 

"  giy')  ~ 

y'dy'  _ 

oiy') 


fiy)-y'dx. 


f{u)dy- 


En  intégrant  les  deux  membres,  on  est  ramené  à  une  équation  en 
y'  et  y,  c'est-à-dire  à  une  équation  du  premier  ordre,  où  les  variables 
se  sépareront.  Donc  l'intégration  ne  dépend  encore  que  de  quadra- 
tures. 

Exemple  1.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  la  projection  du  rayon  de  courbure  sur  un 
axe  fixe  ait  une  longueur  constante  donnée,  a. 
Prenons  cet  axe  pour  axe  des  v.  L'équation  de  la  normale  est  (  n"  230), 

X  — x  +  /(Y  — r)  =  0. 

Nous  diflérentions  pour  avoir  le  centre  de 
courbure  (n"  238) 

y"(Y-v)-(t+/2)  =  0. 

La  projection  du  rayon  de  courbure  MG 
étant  Y  —  v,  l'équation  dilTérentielle  des 
courbes  cherchées  est  : 


v" 


1 


.    I    —  =  - ,     ou 

l  +  y  -      a 

On  a  donc,  x^  étant  une  première  constante  d'intégration. 

sin- 


arc  tgy'  =  -;x  — Xu). 


dy'      dx 

1  +y"-~l[" 


-".(te 


tS- 


dY  = 


d'où,  en  intégrant  de  nouveau,  et  désignant  par  y^  la  constante  d'intégration. 


y  —  ro  +  a  log  cos^— -^«  '  =  0. 


Toutes  les  courbes  représentées  par  cette  équation  se  déduisent  par  translation  de 
la  courbe, 

[21  v  =  —  alog   cos-l. 

'■  '  ■  "^  I        a  I  ■ 

En  effet,  pour  construire  la  courbe  [1],  faisDns  une  translation  des  axes,  en  portant 
l'origine  au  point  (x^,  yo).  Soit  .v,OiX,  le  nouveau  système  d'axes.  Les  nouvelles 
coordonnées  sont  i,  =  x  — x,„    y,  =.y  —  Vo    (n"  206),    et  l'cquation    [1]   devient    : 
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y,  =  —  a  log   cos-J  ,  qui  ne  diffère  de  [2]  que  par  les  notations.  La  courbe  [1]  se 

construit  donc,  par  rapport  au  système 
y,Oi.r,.  comme  [2]  par  rapport  au  système 
yOx;  la  courbe  [2]  se  superposera  donc  à  la 
courbe  [I]  par  la  translation  (jui  amène  yOx 
sur  ViOiO-,. 

La  courbe  [2J  porte  le  nom  de  chainette 
d'égale  résistance;  elle  intervient,  dans  la 
théorie  de  la  flexion  (résistance  dos  maté- 
riaux). Cette  courbe  est  facile  à  construire  : 
elle  se  compose  d'une  infinité  de  blanches, 
qui  se  déduisent  de  la  branche  figurée 
ci-contre,  par  des  translations  successives, 
parallèles  à  Ox,  d'amplitude  ±:  Tza.  Le  rayon 
de  courbure  en  0  est  a. 

Exemple  2.  —  Trouver  les  courbes  dont  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la  normale 
et  dirigé  en  sens  contraire.  Donc  MC  ^  —  2MN,  dans  la  figure  de  l'exemple  1. 
Si  on  projette  sur  Oy,  l'équation  équivaut  à  proj.  MG  =  —  2.proj.  MN.  Or,  avec  les 

1  +  y'- 


notations   de   l'exemple   1,  on  a  :  proj.MG  =  Y — y 
L'équation  dilTérentielle  du  problème  est  donc  : 


et  proj.  MN  =  —  y. 


=  ^y. 


2yv"  =  1  +  y'2 


Nous  l'écrivons,  pour  intégrer,  d'après  les  indications  du  second  cas,  (page  72), 


r' 


d'où 


En  résolvant  en  v', 


1    +   yi   -    y 

log(l+y'2)  =  iog-^, 
il  vient  ensuite  : 


2y'dy' 


dy 

'  y  ' 


1 +,'=  =  .:. 


et,  par  une  nouvelle  intégration, 


VF 


=  dx; 


2e 


v/f-'=. 


Ces    courbes   se  déduisent  par  translation  (raisonnement  analogue  à   celui  de 
l'ex.  I)  de  la  courbe 


^=|P' 


Kcy  —  4c2  ■=!  4c  (y  —  c). 


C'est  une  parabole,  de  paramètre  2c,  et  dont  le  sommet  est  x=:0,  y=:c;  car  en 
transportant  l'nriirine  en  ce  point,  au  moyen  de  la  formule  y  =  c-|-y,,  l'équation 
deviendrait  x"-  =  4cy,.  L'axe  des  x  est  donc  la  directrice. 

Les  courbes  cherchées  sont  donc  toutes  les  paraboles  qui  ont  Caxe  des  x  pour  directrice. 

Remarque.  —  La  propriété  du  rayon  de  courbure  de  la  parabole,  qui  se  trouve  ainsi 
établie,  se  déduit  facilement  des  résultats  obtenus  au  numéro  239  (exemple  1)  sur 
le  centre  de  courbure  de  la  parabole.  En  se  reportant  à  la  figure  de  la  page  368,  on 
voit  que  cette  propriété  équivaut  à  la  suivante  :  UV  est  égal  au  double  de  la  distance 
de  U  à  la  directrice,  ce  qui  est  une  conséquence  de  la  formule  X^/'-|-3jr,  obtenue 
à  cet  endroit. 
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îi   2.    —   ÉQUATIONS    LINÉAIRES  DU   SECOND   OHDRE 

329.  Propriétés  générales.  —  Une  équation  du  second  ordre,  est  dite 
linéaire,  si  elle  est  du  priMiiier  degré  par  rapport  à  la  fonction  inconnue 
€t  à  ses  dérivées;  c'est-à-dire  si  elle  est  de  la  forme 

(1)  Ay-+-2A,?/'  +  A,y  =  G, 

où  Ap,  A,,  A^,  G  désignent  des  fonctions  de  x  seul.  On  convient  d'écrire 
toujours  dans  le  second  membre,  comme  nous  le  faisons,  le  terme  G 
indépendant  de  </,  y',  y";  on  l'appelle  le  second  membre  de  l'équation; 
et,  s'il  est  nul,  l'équation  est  dite  sans  second  membre,  ou  homogène. 

Pi'éliminaires.  —  Pour  abréger  l'écriture,  nous  désignerons  par  D(t/) 
ce  que  devient  le  premier  membre  de  Féquation  (Ij,  quand  on  y 
remplace  y  par  une  fonction  quelconque  de  x,  et  y'  et  y"  par  les  déri- 
vées de  celte  fonction.  On  aura  donc  identiquement, 

(2)  D(y)  =  Ay-+-2Ay  +  A,y, 

et  on  peut  dire  que  D  est  un  opérateur  différentiel  linéaire,  puisque 
celte  lettre  indique  certaines  opérations,  où  figurent  des  différentia- 
tions  à  effectuer  sur  une  fonction  y  quelconque. 
Cet  opérateur  possède  les  propriétés  suivantes. 

I.  D(Cj/)  ^  C.D(y),  G  désignant  une  constante. 
En  effet  : 

D{Cy)  =  \(Cy)"-h±\,{Cy')-hA,{Cy)  =  \.Cy"-^±K,Xy'^A,.Cy 
=  C(A„y"  +  2Ay  +  A,î/)  =  C.D(y). 

II.  l)(u-hv-hu')  =  Diu)-hB{v)-hD{iv). 
En  effet. 

D(u  -f- 1?  H-  u'j  =  Ao(u  -H  y  -h  ir)"  H-  2A,  (u  +  u  +  w)'  -\- A^iu -i- v -h  w) 
=  Ao (w"  4-  v"  -+-  w")  -h  2 A,  (u  H-  y'  -h  iv')  -f-  A.^(u  -h  u  4-  w) 
=  (AflU"  +  2A,«'  -h  A^u)  -h  (AqU"  -h  2A,y'  -+-  k,v)  -+- 

-h(A'>"-+-2A,î^'-i-À.,/r) 
=  D(u)-4-D(i;)-hD(u'). 

Remarque.  —  La  propriété,  comme  la  démonstration,  s'étend  à  une 
somme  r/  =  «  +  u-|-?y-f-...,  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions. 

III.  D(uy)  =  uD(r/)  -4-  2u'(A,y'  -+-  A,t/)  -h  u".k^y. 

En  effet 

D(uy)  =  A„(»y,"-+-2A.(Mt/)'  +  A,(uy); 
or  : 

{urj)'z=uy'  -\-yu', 
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d'où 

((/)/)"  =  nij"  -+-  n'y'  -+-  y'n'  -+-  yu"  =  uy"  -f-  2u'y'  H-  u"y. 

Donc  : 

^  («!/)  =  \(wy"  -H  2m'î/'  +  ii"y)  -+-  '2\,{uy'  -+-  uy)  -h  \.,uy 

=  «(Ao?/"4-  2A,,v'  -h  A,î/)  4-  2u'(Aoî/'  "+-  A.?/)  +  u".A,y, 
ce  qui  est  la  formule  annoncée. 

Remarque.  —  Considérons  le  polynôme  en  j' 

(3)  ,^(,.)  =  A„r^  +  2.V  +  A,. 

qui  se  déduit  de  D()/)  en  remplaçant  la  lettre  y  par  la  lettre  r,  et  les 
indices  de  dérivation  par  les  exposants  correspondants;  donc 
y"  par  r^;         y'  par  /•  =  r,         y  par  7'"=  1. 

On  l'appelle  le  polynôme  caractéristique  de  l opérateur  D;  et  on  peut 
repasser  de  ce  polynôme  caractéristique  o{r)  à  l'opérateur  D  en  rem- 
plaçant, inversement,  >•"  par  j/,  r  par  y' ,  r-  par  y"  (après  avoir  écrit  le 
terme  constant  sous  la  l'orme  Aj?"). 

Cela  posé,  on  voit  que  le  coefficient  de  u',  dans  la  formule  III,  peut  se  définir 
comme  ayant  pour  polynôme  caractéristique 

2(Aor  +  Ai)=:p'(/-); 
car  il  a  les  mt-mes  coeflicients  2Ao,  2ky. 

Enfin  le  terme  en  u"  a  pour  coefficient  AqJ,  qui  correspondrait  de  même  à 

AorO  =  Ao  =  ^?"(r). 
On  constate  ainsi  que  la  formule  III  se  déduit  de  la  formule  de  Taylor  pour  j (r), 

ç('-4-s)  =  ?('-)+|ç'(0  +  f?"(r), 
de  la  manière  suivante  : 

Le  premier  membre  sera  remplacé  par  D(uy).  On  écrira  le  second  membre,  en  y 
introduisant  un  facteur  s**,  (ce  qui  ne  le  change  pas,  puis([ue  s"  =:  I), 

sOç(r)  +  scp'(r)  +  '|?"(r). 

On  introduira  de  môme  le  facteur  ;•"  dans  les  termes  indépendants  de  r  de  z,{r), 
cf'ir),  zi"{r).  En  remplaçant  alors  s"  par  u,  s  par  u'.  s-  par  u",  r"  par  y,  r  par  y', 
r-  par  y",  on  obtiendra  le  second  membre  de  la  formule  III. 

330.  Théorème  1.  —  La  solution  générale  d'une  équation  linéaire  avec 
second  membre  s'obtient  en  ajoutant  à  une  quelconque  de  ses  solutions 
particulières  la  solution  générale  de  Véquation  sans  second  membre  cor- 
respondante. 

Soit  en  effet  l'équation 

(1)  Ay-+-2Ay-+-A,7/  =  G, 

que  nous  écrivons,  avec  la  notation  (2), 
(^)  D(j/)  =  G. 
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Soit  iJq  une  solution  particulière  quelconque,  de  sorte  qu'on  aura^ 
par  hypothèse, 

(5)'  I>(î/„)  =  G. 

Faisons,  dans  (4),  le  changement  de  variable 

(6)  y  =  y^-hu; 

l'équation  transformée,  en  u,  sera 

D(î/„+m)  =  G,         ou,  d'après  II,         Y){y^)-{-D{u)  =  G\ 

ce  qui,  à  cause  de  (o),  se  réduit  à  : 

(7)  D(u)=:0. 

Ainsi,  la  solution  générale  de  (4)  sera  donnée  par  (fi),  u  étant  la 
solution  générale  de  (7).  Comme  celte  dernière  équation  se  déduit  de 
(4)  (à  la  notation  près,  u  pour  y),  en  y  remplaçant  le  second  membre  G 
par  0,  c'est  précisément  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Théorème  II.  —  Si  y^  et  y.,  sont  deux  solutions  particulières  quel- 
conques d'une  équation  linéaire  sans  second  membre,  et  si  leur  rapport 
n'est  pas  constant,  la  solution  générale  de  Véquation  considérée  est  : 

(8)  y  =  c,y, -h  c,;/,. 

Cl  et  C.2  étant  des  constantes  arbitraires. 

Soit,  en  effet,  en  gardant  les  notations  précédentes, 

(9)  T){y)=:\y"-h±\,y'-^Ajj  =  0. 

l'équation  sans  second  membre  considérée. 

On  vérifie  immédiatement  que  la  formule  (8)  donne  une  solution, 
car,  d'après  I  et  II, 

DfCjT/,  +  c,y,)  =  D(c,j/J  +  Dfc^y,)  =  cj){y,)  +  c,D  ft/,)  ; 

et,  par  hypothèse,  D(yi)  et  D(j/j)  sont  nuls,  puisque  ?/,  et  //^  sont  des 
solutions  de  l'équation  (0),  D(y)  =  0. 

Comme,  d'autre  part,  la  formule  (8)  contient  deux  constantes  arbi- 
traires, elle  donnera  l'intégrale  générale  si  on  peut  disposer  des  con- 
stantes de  manière  à  satisfaire  à  des  conditions  initiales  arbitraires, 
(y=y^,  y'^yl,  pour  X  =  x^)  (d'après  la  proposition  générale  du 
numéro  317). 

Or,  si  on  désigne  par  (y,)o,  (y^^;  iy[)o\  (Vi)o  'es  valeurs  de  y,  et  y.,  et 
de  leurs  dérivées  pour  x:=x^,  les  équations  en  c^,  c^  qui  expriment 
que  la  fonction  (8)  satisfait  aux  conditions  initiales  données  sont  : 

<'i(î/i)o  +  <^2(y2)o  =  2/o'         Ci(y;)o  -4-  c,(i/:)o  =  yi 
Elles  ont  une  solution  unique  <",  si(î/,)o(i/j)o  —  (t/2)o(î/î)o  n'est  pas  nul; 
c'est-à-dire  si  y^y',  —  j/^y,'  ne  s'annule  pas  pour  x  =  Xf^. 
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Tout  revient  donc  à  prouver  que  x„,  dont  la  valeur  est  arbitraire, 
peut  être  choisi   de   manière  que  cette  condition  soit  remplie.  Cela 

résulte  de  ce  que,  par  hypothèse,  —  n'est  pas  constant,  de  sorte  que 

sa  dérivée  ^^-^ — .,         n"est  pas  nulle  quel  que  soit  x. 

Pour  préciser  davantage,  remarquons  d'abord  que  le  théorème  ne  s'applique  qu'à 
des  intégrales  y,,  y*  autres  que  l'intégrale  banale  y  =  0.  Donc  il  y  a  des  valeurs  de  x 
pour  lesiiuelles  yy  n'est  pas  nul;  et,  par  suite,  y^  étant  continue,  il  existe  des  inter- 
valles dans  lescjuels  y,  ne  s'annule  pas.  Soit  (a,  6)  l'un  d'eux  :  le  rapport  — -  y  sera 

une  fonction  continue,  bien  déterminée. 

Or,  par  hypothèse,  ce  rapport  n'est  pas  constant,  et  nous  entendons  par  là  qu'il 
n'est  constant  dans  aucun  intervalle.   Il   ne  l'est  donc  pas  dans  l'intervalle  (a,  6) 

considéré;  et,  par  suite,  sa  dérivée  — '■ — 5 !•  n'y  est  pas  constamment  nulle. 

Il  existe  donc,  dans  cet  intervalle,  des  valeurs  x  r=  Xq  pour  lesquelles  le  numéra- 
teur de  cette  dérivée,  yiy.',  —  yîi\^  n'est  pas  nul.  C'est  ce  qu'il  fallait  mettre  en  évidence. 

Aixlrc  déinonslraiion.  —  On  obtient  une  démonstration  directe,  eu  faisant  le 
changement  de  variable  y  =  uy,.  D'après  la  formule  III,  l'équation  en  u,  ainsi 
obtenue,  sera  : 

uDCvj)  +  2«'(Aoy2-i-  Aiy,)  +  «". Aoy.  =  0. 

Et  comme  D(y2)  =  0,  par  hypothèse,  c'est  une  équation  linéaire  en  u',  sans 
second  membre.  Or,  puisqu'on  a  posé  yz^uy^,  et  que  y  =  yi  est  aussi  solution  de 
l'èciuation  proposée,  il  lui  correspond  pour  l'équation  en  u  la  solution  donnée  par 

yi^uy^,  c'est-à-dire  Ui  =  —  .  Donc  l'équation  en  u'  admet  la  solution  particulière 

1^1  ;  et  sa  solution  générale  est,  (n"  324),  u'^Ci(  —  )  .q  étant  une  constante  arbitraire. 
On  tire  de  là,  en  intégrant  les  deux  membres, 

»  =  Ci^  +  C2,        et        y  =  uy,  =  ciyi -f  Cjy,,        (C.Q.F.D.). 

331.  Équation  à  coefficients  constants,  sans  second  membre.  — 
L'intégration  dune  équation  D(j/)  =  0  est  donc  ramenée  à  la  recherche 
de  deux  intégrales  particulières.  Elles  ^'obtiennent  facilement,  si  les 
coefficients  Aq,  A,,  A.^  sont  des  constantes. 
On  a,  en  effet,  r  étant  une  constante, 

D («'•')  =  ^ir^e'^)  -+-  'ikiire^')  -+-  A,e", 
car,  pour  y  =  e''%  on  obtient  y'=zre'''',  y"=zr-p/^.  De  là,  la  formule 

D  (e")  =  e^{k^r^  -^  2A,r  H-  AJ  =  e"(f (r),  ' 
o(r)  étant  le  polynôme  caractéristique  de  D(j/).  qui  est  ici  à  coefficients 

(i)  Voir,  dans  les  traités  d'algèbre  élémentaire,  la  discussion  d'un  système  de  deux 
équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues:  ax -\- by=c,  a'x -\- b'y  =  c' .  La 
condition  pour  que  ce  système  ait  une  solution  et  une  seule  est  a6'  —  6a' =  0.  Elle 
exprime  que  les  deux  droites  représentées  par  ces  deux  équations  ne  sont  pas 
parallèles  (n"'2i4).  C'est  le  résultat  utilisé  ici. 
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constants.  11  suflira  donc  de  déterminer  r  par  la  condition  '^{7-)  =  0, 
pour  que  //  =  C'  soit  une  intégrale  particulière.  Cette  équation  ^  (r)  ^  0 
s'appelle  Véquation  caractéristique . 

i"  Cas.  —  L'équation  caractéristique  a  deux  racines  inégales.  — 
Soient  >-,  et  r.^  ces  deux  racines.  Les  deux  fonctions  ^J^  =  e''''',  ij^^ze"'^ 

sont  des  solutions  particulières,  et  leur  quotient  --^rr:  ^  =  g'''~'''*r 

?/i       ^  ' 
u'est  pas  une  constante.  On  a  donc  l'intégrale  générale, 

(9)  y  =  CiC'"'  -+-  c.e'''^. 

i?*"  Cas.  —  L'équation  caractéristique  a  une  racine  double.  —  Soit  r 
cette  racine;  nous  avons  une  première  solution  y^^e'^.  Pour  en 
trouver  une  seconde,  faisons  le  changement  de  variable  y  =  uy^  =  we". 
D'après  la  formule  III.  l'équation  en  u  sera  : 

(10)  mD(»/,)  -+-  2«'(A„y;  -f-  A,y,)  -4-  v!'.\y,  =  0. 
Or, 

Ky\  -H  Ky,  =  Ki^-^''')  +  A.e"  =  e"(A„r  +  AJ  =  e-.  |cp'(r). 

Cette  quantité  est  donc  nulle,  en  même  temps  que  D(îy,),  puisque  7' 
est  racine  double  de  :p(?').  L'équation  (10)  se  réduira  donc  à  u"  =  0; 
d'où  u  m  c,  -h  c^x.  On  en  conclut  y  =  uy^  =  ue'"  =  (Cj  -h  c.^x)e''''. 

On  a  ainsi,  dans  le  cas  d'une  racine  double  r  de  l'équation  caracté- 
ristique, l'intégrale  générale 

(11)  y  ^(CiH-c,a7)e''-^. 

En  d'autres  termes,  en  même  temps  que  la  solution  particulière 
y,  =  e",  nous  avons  la  solution  particulière  y.,  =  xe''''. 

Remarque.  —  Si  l'équation  caractéristique  a  une  racine  nulle,  r  =  0, 
l'exponentielle  e"  qui  correspond  h  cette  raciije  nulle  se  réduit  à  i.  Si 
cette  racine  nulle  est  simple,  on  peut  supposer  que,  dans  la  for- 
mule (9),  r.,  est  la  racine  nulle,  et  r^  l'autre  racine;  et  cette  formule 
devient 

(9)'  y  =  c,e'"''  -h  c.,. 

Si  la  racine  nulle  est  double,  il  faut  appliquer  la  formule  (11),  avec 
r  ^0,  ce  qui  donne 

(11)'  y  =  c^x-hc^. 

On  remarquera,  du  reste,  que,  si  Véquation  caractéristique  a  une  racine  nulle  simple, 
on  a  Aj=  0,  Ai  =^0,  et  l'équation  D(y)  s'écrit 

Acj"+A,/  =  0; 

et  on  voit  directement  qu'elle  est  vérifiée  par  /  =  0,  c'est-à-dire  par  .v  =  constante; 
car  cela  entraîne  /'  =  0.  Elle  a  donc  pour  solution  particulière  une  constante  arbi- 
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traire,  qu'on  peut  prendre   égale  ù  1.  LÏMiuntion  cnractérisliquc,  débarrassée  de  sa 
racine  nulle, 

Aor  +  Ai  =  0, 

donne  une  solution  exponentielle   «"■•■r.  On  retrouve  ainsi  la  formule  (9)',  en  appli- 
quant le  théorème  H  à  ces  deux  solutions  Ci^  et  1. 

Enfin,  si  l'étjuation  carucléristique  a  une  racine  nulle  double,  on  a  Aj  =  0,  Aj  =  0,  et 
l'équation  D(y)  =  0  se  réduit  à 

AoX"  =  0        ou        y"  =  0, 

On  en  conclut  immédiatement  que  son  intégrale  générale  est  un  binôme  du 
premier  degré  (n"  127,  th.  M),  ce  qui  redonne  la  formule  (il')-  On  peut  remarquer 
aussi  qu'elle  admet  les  deux  solutions  particulières  I  et  x;  et  appliquer  encore  le 
théorème  II. 

Cas  où  les  racines  de  Véquation  caractéristique  sont  imar/inaires.  — 
Supposons  que  les  racines  de  l'équation  caractéristique  soient  imagi- 
naires; comme  les  coefficients  A^,  A,,  A.,  de  cette  équation  sont  réels, 
ces  racines  imaginaires  sont  alors  imaginaires  conjuguées.  Soient 
7',  =  a-f-rii,  r^^x  —  ^i  ces  deux  racines.  La  formule  (9)  nous  donne 
deu.x  intégrales  particulières  réelles,  en  prenant  : 


1° 

d'où 

ou 

90 
d'où 

ou 


1 

9' 


y  =  l  [e-+?''^  +  e'^-^'^]  =  e'- .         Y 


yz=z  e^'.cos^a:; 


i 

2Ï' 


4  e' ?j) p-''(?ï) 


2i^ 


?/  =  e''''.sin(icc. 

Le  rapport  de  ces  intégrales  est  IgpJ?  qui  n'est  pas  constant;  donc 
l'intégrale  générale  est,  sous  forme  réelle, 

(12)     y=^c^e'"  cos^a:-hC2e'"sin,3a:  =  e"{c^  cosSa^-h  c,  sin^x). 

Remarque  I .     rj-f-rj  =  2a,         donc         ar=-L-;^ — 2^^ ^ 

A, 

rl?^^=x^^-8^         donc         a-H- ^i^:= -/'jr,  = -^. 

An 


On  en  conclut 

A„         \  A„  /  A,' 
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d'où 

Remarque  2.  —  On  peut  poser,  en  introduisant  deux  constantes 
arbitraires  nouvelles,  A-  et  x^  '"  ;  ' 

0,  =  k .  cos  ^  J-Q,         c,  =  k .  sin  Ti  x^, 
et  la  formule  (12)  prend  la  forme 

(13)  y^ke^cos^i^x  —  x^\ 

qui  permet  d'étudier  les  courbes  intégrales. 

Si  on  transporte,  en  effet,  l'origine  au  point  a-  =  a„  de  l'axe  des  x,  en 
posant  x  =  Xo-i-j',  l'équation  devient 

y  =  A-e'"+-''  .cos^a^'=:Ae''-'  .e''-^'  cosfJx'. 

Donc,  par  la  translation  qui  ramènerait  à  l'origine  le  point  x-=.Xq  de 
l'axe  des  x,  la  courbe  (13)  se  superposerait  à  la  courbe 

y  =  A-Qe"cosflar, 
la  constante  k^  ayant  la  valeur 

A-„  =  A-e"% 
Pour  connaître  la  forme  des  courbes  (13),  on  peut  donc  se  borner  à 
étudier  les  courbes  représentées  par  l'équation 

(14)  y  =  Ae^cos^a?. 

Si  on  désigne  par  a  la  valeur  absolue  de  A,  et  par  m  celle  de  a,  cette 
équation  est  de  l'une  des  formes 

i/  =  ±ae'^"'-'cospa;, 

qui  devient,  par  le  changement  de  a?  en  — x,  ou  de  y  en  — 7,  de  la 
forme  unique 

(15)  y  =  ae-"''cosfJa;. 

Les  courbes  (14)  sont  donc  les  courbes  (15),  ou  celles  qui  en 
résultent  par  symétrie  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées. 

La  constante  ^  peut  être,  d'après  sa  définition,  supposée  positive,  et 
nous  poserons, 

de  sorte  que  la  courbe  à  étudier  est,  en  définitive, 

TZX 

(17)  i/^ae-"''cos — . 

(1)  k  et  JiXfl  sont  les  coordonnées  polaires  du  point  qui  aurait  c,,  c^  pour  coor» 
données  rectangulaires. 
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Construisons  dabord  l'arc  (A)  qui  correspond  à  linlervalleU^ar^Soj. 
On  a 


dx 


=  —  rtc-'"'   771  cos— -H-sin^ — 

L  Cl)  (0  OJ  j 


Celle  dérivée  s'annule  donc  en- changeant  de  signe,  pour 

TJioj 


(IS) 


r.x 


Posons,  pour  un  instant.  ^=6,  d'où  .r  =  — .  Comme  nous  faisons 
varier  a.-  de  0  à  2o),  0  variera  de  0  à  ^~\  el  nous  aurons  à  chercher  les 
racines  de  lgO  = -,  comprises  entre  0  et  ^~.  On  voit  immédiate- 
ment, sur  le  cercle  Irigonométrique,  qu'il  y  en  a  deux;  que  l'une 
d'elles, 

0,  =  — Arctg^p-+-r, 

est  comprise  entre  ^  et  -;  el  que  l'autre  est  0^,-f--.  Nous  obtenons 

donc,  pour  l'équation  (18),  deux  racines  :  l'une  est  Xq=. — -,  et  est 

comprise  entre  ^  et  w;  l'autre  est  ^(%-h  -)  =  X(,  +  (o.  Ces  deux  racines 
sont,  en  définitive,  de  la  forme  : 

a?  =  j",j,         a?  =  X(,-+-co,  ^  <  Xg  <  oj. 

MATH.   GliNÉB.\LES.    —    II.  " 
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Pour  une  valeur  de  w  donnée,  Xg  tend  vers  ^  pour  7n  =  oo  ,  et  vers  w, 

pour  771  =  0;  car  0^  tend  vers  ^  pour  7n  =  x,  et  vers  -,  pour  in:=0. 

Si  nous  désignons  par  y^  la  valeur  de  y  qui  correspond  à  x  =  Xq, 
celle  qui  correspond  à  a'  =  or^-f- w  est 

y  =  ae-"''''o+"'' .  cos  f  — "  H-  - 1 , 

c'est-à-dire //=r  —  y^e  '"", 

La   valeur   initiale   de   y  est  a,  et  la  valeur  finale  ae~^'"''.  Enfin  y 

s'annule  pour  x  =  ^  elx=i-^.  On  a  donc  la  forme  indiquée  (figure 

page  81). 

[La  figure  a  été  construite  en  supposant  a  =  30,  2cu  =  64,  m  =  0,036, 
et  en  prenant  le  millimètre  comme  unité  graphique.] 

Le  reste  de  la  courbe  se  décomposera  en  arcs  (A„),  correspondant 
aux  intervalles,  d'amplitude  2oj, 

27u.)<a?^2(7H-l)w, 

Pour  comparer  (A„)  à  (A),  il  suffit  de  faire  le  changement  d'origine 
a;  =  27i(o-t-a',  qui  donne  : 


en  posant 


y  =  ae--"""'e-""''  cos  —  =  ç"ae-"'^'  cos^ 


q  =  e-*"'" 


Si  donc  on  déplaçait  (A„)  d'un  mouvement  de  translation  de  manière 
à  ramener  le  point  x=:2nui  dans  la  position  x=zO,  l'ordonnée  d'un 
point  de  (A„)  et  celle  du  point  de  (A)  de  même  abscisse  seraient  dans 
le  rapport  q'\ 

Pour  71  positif,  le  facteur  q"  est  plus  petit  que  1,  et  tend  vers  zéro 
pour  71^  X  ,  les  ondulations  de  (A„)  sont  donc  plus  faibles  que  celles 
de  (A),  et  s'afTaiblissent  de  plus  en  plus,  de  manière  à  disparaître  pour 
71=  X  .  Pour  71  négatif,  c'est  le  contraire  qui  se  produit,  le  facteur  ç" 
étant  plus  grand  que  1,  et  augmentant  indéfiniment  avec  |  n  \. 

La  loi  de  décroissance  (ou  de  croissance)  des  ondulations  est,  de 
plus,  exponentielle;  elle  est  donc  très  rapide;  et  d'autant  plus  rapide 
que  q  est  plus  petit. 

Dans  le  cas  de  la  figure  (page  81),  où  (A)  seul,  est  représenté, 
q  =  0,i.  L'ordonnée  de  B  est  3  et  toutes  les  ordonnées  de  (A,)  lui 
seraient  inférieures;  celles  de  (A2)  seraient  inférieures  à  0,3;  celle  de 
(A3)  inférieures  à  0,03;  etc. 

On  déduirait,  du  reste,  toute  la  courbe  de  la  sinusoïde  y:=a  cos  — , 

■M 

en  multipliant  chaque  ordonnée  par  le  facteur  (?"""  (facteur  d'amortis- 
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semrnt);  la  courbe  (voir  la  figure  ci-conlre)        "^^ 
est  une  sinusoïde  amortie  (du  côté  des  arposi-  "^^ 

tifs,  car  elle  est  au  contraire  exagérée,  pour  ^, 

l'inlensilé  des  ondulations,  vers  les  x  néga- 
tifs). 

Celle  allure  générale  résulte  immédia- 
tement de  la  décroissance  (exponentielle) 
du  facteur  d'amortissement  : 

X 

Les  maxima  et  minima  de  y,  correspon- 
dant aux  racines  de  l'équation  (18), 

données    par    la    formule  — -  =  — ^-{-mz, 

U)  co 

c'esl-à-dire  rc„=  ^o+  '*^'  ^^^  pour  exprès-  y'' 

sion  générale  :  / 


ae' 


COsC^-^-tlTZ  )  = 


=  (_  l)nqHae-"'=''  ^^^^)  ' 
ce  qui  est  de  la  forme 


avec 

(/o  =  ae-""»cos^,         q=:e-^"'-. 

Leurs  valeurs  absolues  forment  donc 
une  progression  géométrique  de  raison 
\/^^e~"'",  et  tendent  rapidement  vers  zéro 
pour  H  positif  croissant;  elles  augmentent, 
au  contraire,  indéfiniment  avec  rapidité  si 
n  est  négatif,  et  croît  indéfiniment  en  valeur 
absolue. 


^1« 


--H 


Exemple  1. 


dx- 


+  a2y  =  0. 


L'équation  caractéristique  est  :  r--\-a-  =  0;  ses 
racines  sont  r=z±ia;  d'où  les  intégrales  particu- 
lières e'"^,  e-'ij-;  et,  par  conséquent, 

^1  =  2  (*'"''  +  e-'"')  =  cosax, 
y^  =  j.  (e'^J-f  —  e-i<u)  =  sin  ax. 


^^ 


!^ 
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L'intégrale  générale  est  donc,  sous  deux  formes  éiiuivalentes, 
^  =  Cj  cosojr  4-  «"i  sinox  =  A  cosa(x  —  Xq). 

On   peut,  du  reste,  considérer  les  solutions  cosax,  sinoic  comme  évidentes,  et  en 
(iéduire  immédiatement  l'intégrale  générale  ci-dessus. 
Les  courbes  intégrales  sont  des  sinusoïdes. 

Remarque.  —  L'équation  précédente  régit  le  mouvement  (supposé  rectiligne)  d'un 
point  matériel  attiré  par  un  point  lixe  proportionnellement  à  la  distance.  Les  forces 
élastiques  mises  en  jeu  par  de  petites  déformations  des  solides  élastiques  étant 
|iroportionnelles    à    l'écart,   cette   équation   est,    par   suite,    celle   des    mouvements 

vibratoires  élastiques,  dans  les  cas  les  plus  simples.  Elle  s'écrit  alors  -j-|  +  a-'x  =  0, 

■r  désignant  l'écart,  et  l  le  temps.  L'intégrale  est  a;  =.  A  cosa(t  — /(,);  le  mouvement 

est    périodique,   de   période  ^^• 

L'équation  se  présente  aussi,  sous  la  forme  -rà  +  i^  =  0,  dans  le  mouvement  du 

al-        l 

pendule  simple,  pour  des  oscillations  infiniment  petites,  8  étant  l'angle  d'écart,  t  le 
lenips,  /  la  longueur  du  pendule,  et  g  l'accélération  due  à  la  pesanteur.  La  période  est 

ilonc  2n4/-,  puisque  a-  =  ^  avec  les  notations  précédentes. 

Exemple  2.     -j-^  —  a^v  =  0. 

^  dx^  ■' 

L'équation    caractéristique   est  r-  —  a'-  =  Û;   ses  racines  sout  /• 
intégrales  particulières  e-%  ec^.  L'intégrale  est  donc 

y  =  CjC"''  +  CoC-"^. 

On  peut  rerfiarqiier  qa'en  a  aussi  les  deux  intégrales 


a;   d'où   les 


)  =  ch  ax,        v.,  =^  g  (e«-ï  —  e-"^}  =  sh  ax  ; 


et  écrire  l'intégrale  générale 

y  =  c,  ch  ax  -\-  Co  sh  ax. 

Si  I  Cj  I  >>  I  Cj  j  on  peut  poser  Cj  =  A  ch  oxq,  —  c^  =  A  sh oxq,  A^  =;  c'J  —  cz. 

Si  I  C]  I  <    c,  I  on  peut  poser  —  c^  ^  A  shoa-Q,  Cj  =  A  cha^o,  A-  =  c|  —  cf. 

Dans  le  premier  cas,  on  aura  y  =  A  cha(x  --  Xq)  et  les  courbes  intégrales  seront 
des  chaînettes  (n°  101). 

Dans  le  second  cas,  on  aura  y  =  A  slia(x  —  a-^)  et  les  courbes  intégrales  auront  la 
forme  de  la  courbe  qui  représente  le  sinus  hyperbolique  (n°  101). 

Enfin,  si  |Cj|  =  |c2|  ,  C2  =  ±Ci,  on  aura  : 

y  =  2cie<",        ou        y  =  2c,e-<". 
L't  les  intégrales  seront  des  exponentielles  (n°  50). 

Remar'jue.    —  Cette    équation   est   d'une  application   rare.  On   la   rencontre,  par 
exemple,  dans  la  chute  d'un  câble  à  cheval  sur  une  poulie  circulaire  lisse,  et  qa'on 

dérange  de  sa  position  d'équilibre,  dans  la(|uelle  les 
extrémités  sont  au  même  niveau;  elle  s'écrirait  alors 

—  a^x  =  0,  X  étant  la  distance  des  extrémités  à 


d'-x 
dp 


leur  position  d'équilibre. 

Exemple  3.  —  L'équation  complète,  avec  tous  ses 
coefficients  positifs,  se  présente  dans  beaucoup  de 
questions  de  mécanique  et  de  physique  :  le  terme  en 

-r;  correspond  à  des  résistances. 
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Prenons  comme  exemple,  le  (juloanoiiù-lre  à  cadri-  mobilf.  Suit  0  l'angle  d'écart  du 
cadre  avec  sa  position  d'^cjuililire;  la  force  clectromotrice  du  courant  qui  passe 
dans  l'appareil  détermine  cette  position  d'équilibre,  qu'il  s'agit  d'observer.  Le 
mouvement  du  cadre  est  régi  par  une  équation  de  la  forme 

_  +  a_  +  60  =  0, 

où  t  désigne  le  temps.  La  constante  b  ne  dépend  que  des  [)ropriétés  mécaniques  du 
système  (masse  et  forme  du  cadre,  nature  de  la  suspension).  La  constante  a  dépend 
des  dimensions  du  cadre,  du  champ  magnétique  dans  lequel  il  se  meut,  et  qu'on 
suppose  constant;  et  elle  varie  en  raison  inverse  de  la  résistance  électrique  de 
l'appareil. 

1"  Si  a-  —  46>.0,  (résistance  faible),  les  racines  sont  réelles  et  négatives.  En  les 
désignant  par  ;•,  =  —  a;,  r3=:  —  a^»  on  a  pour  équation  du  mouvement  : 

<)  =  c^e-''>' -\- c.^e-'^'',        d'oii         777  =  ^  «i^iC-"''  —  ajCjC-'V. 

Si  c,  et  c,  sont  de  même  signe,  |0  [  décroît  toujours  et  tend  rapidement  vers  zéro. 
Si  c,  et  Cj  sont  de  signes  contraires,  [  6  |  croitra  jusqu'à  un  certain  maximum,  donné 

par  aiCie-'-'.'-l- a2C;,e-'V  =  0,   t=- logj  — î^);  et  tendra  ensuite  rapidement 

vers  zéro.  Le  mouvement  est,  dans  les  deux  cas,  apériodique.  :  c'est  ce  que  l'on 
cherche  à  réaliser. 

2°  Si  a^  —  46  <  0,  (résistance  forte),  les  racines  sont  imaginaires, 


Nous  sommes  dans  le  cas  périodique  amorti  étudié  ci-dessus  : 


=  Ae    i  cos 


w  p       \  46  —  a- 

Le  cadre  oscille,  et  l'amplitude  des  oscillations  décroît  en  progression  géométrique 
3°  La  valeur  a  =  2  v  b,   qui    correspond    à    la    résistance    critique,    donne    le    cas 
a-  —  46  =  0,  où  les  racines  sont  égales,  et  de  valeur  commune  —  ^ .  On  a  alors  : 

Il  y  a,  comme  dans  le  premier  cas,  une  racine  au  plus  pour  la  dérivée,  et  le  mouve- 
ment est  encore  du  type  apériodique. 

Remarque.  —  Un  autre  exemple  est  donné  par  la  décharge  d'un  condensateur,  quand 
on  tient  compte  de  la  self-induction  du  circuit  qui  réunit  les  armatures.  La  charge  a- 
est  donnée  en  fonction  du  temps  t,  par  l'équation, 

où  cest  la  capacité  du  condensateur.  R  la  résistance  du  circuit,  L  son  coefficient  de 
self-induction. 

Le  cas  le  plus  intéressant  pour  la  pratique  est  celui  de  H-c  —  4L  <0,  et  où  R  est 
petit;  la  décharge  est  alors  oscillante,  du  type  périodique  amorti. 

332.  Équations  à  coefficients  constants  avec  second  membre.  — 
Considérons  l'équation  avec  second  membre, 
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(18)       D{y)=G{x),        où        D(.y)  =  A„g4-2Â,|^  +  A,i/. 

en  supposant  encore  les  coefficients  A^,,  A,,  Aj  constants.  On  peut 
alors  trouver,  par  la  méthode  des  coeflicienls  indéterminés,  une  inté- 
grale particulière  de  Téquation  (18),  dans  le  cas  où  G(x-)  est  une  somme 
de  termes  de  la  forme, 

Aar"  (/?  entier  positif  ou  nul),  Ae"^,  Acosax,  Asinao;. 

C'est  ce  que  nous  allons  montrer,  en  examinant  d'abord  les  cas  parti- 
culiers suivants  : 

I^"  cas  particulier.  —  G{x)  est  un  polynôme  entier  en  x.  Soit  n  son 
degré  : 

G  (x)  =  B,x^  -+-  B,a;"-'  H-  . . .  +  B„. 

Nous  supposerons  d'abord  A,=£0.  L'intégrale  particulière  annoncée 
sera  alors  un  polynôme  entier  du  même  degré  n  que  G(a:)  : 

y=\x''-i-\x"-*-+-  ...+).„. 

En  exprimant  qu'il  satisfait  à  l'équation,  nous  obtenons,  en  effet, 
l'identité  en  x 

Aj[XoX"-t- V-'4- V--+  . .  .+X„]  +  2A,[nXoX"-'-f-(n— 1) ^"---4-  . . .] 
H- Ao  [n  (n  —  1  )  Xoa;"-^ -f- . . .  ]  =  B,a;"  H- Bio:"-' -h  Boar"-^ -^  . . .  +  B„  ; 

d'où,  en  égalant  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x,  (n°  21), 

K\  =  K         A.2X,  +  2nAjXo=Bi, 
A,\-h'i{n  —  l)k,\-\-n{n  —  l)A^\  =  B.„        ...,        A^l„ -]-...=  B„. 

Chacune  de  ces  équations  en  X^,  Xj,  X^,  ...  introduit  une  inconnue 
nouvelle,  avec  le  coefficient  A.^  :  la  première  donnera  donc  X^,  la 
seconde  donnera  ensuite  X,,  la  troisième  X^,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 
la  dernière,  qui  donne  X„. 

Si  Aj  était  nul,  on  voit  que  c'est  A,  qui  jouerait  un  rôle  analogue,  et 
il  faudrait  prendre  pour  y  un  polynôme  de  degré  n-f-1,  dont  on 
pourrait  supposer  nul  le  terme  constant;  car  ce  terme  n'interviendrait 
pas  dans  le  calcul. 

Cela  suppose  que  A,  n'est  pas  nul  aussi.  Si  A^  et  A,  étaient  nuls 
tous  deux,  on  prendrait  de  même  pour  y  un  polynôme  de  degré  n  -f-  2, 
sans  terme  constant  et  sans  terme  en  x.  On  a  ainsi,  dans  tous  les  cas, 
n -h  1  coefficients  inconnus  et  n -+- 1  équations  qui  se  résolvent  de 
proche  en  proche. 

5*  cas  particulier.     G{x)  =  Ae"-'. 

L'intégrale  particulière  annoncée  sera,  en  général,  de  la  même  forme 
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y^iXe"^.  D'uprès  le  calcul  du  numéro  'i31,  et  en  conservant  les  mêmes 
notations,  on  a,  en  effet, 
D{le"^)  =  lb{e"^)  =  le'"^{a),        avec         9(r)  =  A^r^^- 2A,rH- A^. 

Si  donc  on  porte  cette  expression  y  =  Xe''^  dans  l'équation  donnée, 
on  obtient,  pour  déterminer  la  constante  X,  la  condition  : 

Ae''^^(a)  =  Ae"^ 

d'où,  si  cf,((/)  n'est  pas  nul, 

,__A_      _ke"' 

Cas  où  cp(a)  =  0.  S'il  en  est  ainsi,  on  posera  j/ ^Xare'"".  Rappelons  la 
formule  du  n°  3^9,  en  modifiant  seulement  les  notations  : 

(20)  D  (  wy)  =  mD  (u)  +  2u'  (A/  +  A,u)  +  2m"AoU, 

et  posons  :  ii  =  x,  v  =  le''^.  Nous  aurons  : 

u  =  x,         u'=i;         m"  =  0;         D(v)  =  l'^{a)e''^  =  0] 
2(ÂoU'  +  A,y)  =  ^le"^{\a  -+-  AJ  =  Xe''^cp'(a). 
Donc,  il  viendra  simplement, 

[){lxe'"')  =  D  (uv)  =  Xc«^cp'(a); 

et,   pour   que  y  =  Axe"''   soit  intégrale,   À  devra  être  choisi   par  la 
condition  : 

Donc,  si  cp'(a)  n'est  pas  nul, 

,  A  Axe"' 

Cas  où  cp(a)=:cp'(a)  =  0.  —  Nous  poserons,  dans  ce  cas,  î/  =  Àa?V; 
et  dans  la  formule  (20),  nous  ferons  u=zx-,  v^le"^.  Nous  aurons  : 
M  =  a?2,         w'  =  2x,         u"  —  ^;         D{v)  =  l'^{a)e''^  =  0, 
2  (A/  +  A,v)  =  À»'  (a)e"'  =  0,        2A„u  =  2AoXaV^  =  lf{a)e'", 

et  il  viendra  simplement 

D(Xa?V^)  =  D(wu)  =  Xe«^'/(a). 

Donc,  pour  que  ij  ^=lx-e"^  soit  solution,  il  suffira  de  faire  en  sorte 
que 

Xe''^a,"(a)  =  Ae''^,  • 
ce  qui  donne  : 

,  _    A  _  Ax^e'" 

'-f{ay         y-  -^"{a)'  . 

En  résumé.  —  Si  a  n'est  pas  racine  de  l'équation  caractéristique, 

l  équation   D(y)  =  Ae"-^  admet  l'intégrale  particulière  77—.;  si  a  est 
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racine  simple  de  réqualion  caractéristique,  on  a  l'intégrale  particu- 

Hère  '  ,,  r;  si  a  est  racine  double,  on  a  rintéerrale  particulière   -„,   ,■• 

?  (a)  &         f  cp  (a) 

Remarque.  —  Au  lieu  d' appliquer  ces  formules,  on  pourra  se  borner  à 
chercher,  par  un  calcul  direct  d'identification,  wie  intéçirale  de  la 
forme  :  le"'',  si  a  n'est  pas  l'acine;  Ixe"^,  si  a  est  racine  simple;  X.r^e'"", 
si  a  est  racine  double. 

333.  Cas  général.  —  Le  cas  général  annoncé  se  ramène  aux  cas 
particuliers  précédents,  par  le  théorème  suivant. 

Théorème.  —  Pour  avoir  une  solution  particulière  de  l'équdtion 
D(i/)  =  G,  -hG^-h  ...  H-  G,„,  où  G,,  Gj,. . .  sont  des  fonctions  de  x  quel- 
conques, il  suffît  de  chercher  une  solution  particulière  de  chacune  des 
équations  :  D(t/^  =  G,,  D(î/)  =  G.,, . . . ,  D(j/)  =  G,„,  et  d'ajouter  ces  solu- 
tions particulières. 

Car  si  on  a  D{y^)=zG^,ï){y.,)  =  G^,...  D(j/„,)  =  G,„  on  en  conclut: 

D(yi-hy.+ .  . .  -hî/,„)=D(î/J-f-D(y,)+ . . .  -f-D(7/,„)=G,4-G,+  . .  .-hG„., 

ce  qui  prouve  bien  que  î/  =  Vi  -f-  î/o  H-  ...  -h  y,,,  est  solution  de  l'équa- 
tion donnée. 

Si  donc  G{x)  est  la  somme  d'un  polynôme  et  de  termes  de  la  forme 
Ae"^,  on  sera  ramené  aux  cas  particuliers  traités.  S'il  contient  en  plus 
des  groupes  de  termes  de  la  forme  A  cos  ax-\-B  sin  ax,  on  les  écrira  : 

pias     I     p — iax  piajr        ^  p — iax 

A  cosaa:+  Bsinaa;=  A ^ hB 


2i 
ou 

(21)  A  cosaa;  -h  B  sin  aj-  =  "^  ~  ^^'"^  +  '^"^^^-"", 

et  on  sera  ramené  au  cas  des  exponentielles  (2*=  cas  particulier). 

Il  suffira,  du  reste,  de  faire  le  calcul  pour  un  des  deux  termes  expo- 
nentiels de  cette  formule  (21).  En  efTot,  en  changeant,  dans  ce. calcul, 
i  en  —  i.  on  aurait  le  calcul  relatif  à  l'autre  terme. 

Si  donc  on  a  trouvé  comme  solution,  pour  l'un  des  deux  termes, 
y  =  u-\-  iv,  la  solution  relative  à  l'autre  serait  y  ^u  —  iv,  et  la  solu- 
tion pour  le  groupe  des  deux  termesj/  z={u-]-  iv)  -+-  (u  —  iv)  =  2w  :  il 
suffira  donc  de  ne  garder  que  la  partie  réelle  du  résultat  et  de  la 
multiplier  par  2. 

Remarque.  —  Le  résultat  sera,  d'après  ce  qui  précède,  do  la  forme 
i  (X  —  |i.  i)  e""  -I- 1  (a  -j-  jx  i)  e-"", 
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c'est-à-dire  :  Xcos«ar-f- |x  sinaa:,  si  in  n'est  pas  racine  de  l'équation 
caractéristique;  et  il  sera  de  la  forme 

X  ^(À  —  u.i)e'"-'-{-^{\  H-|xi)e""'^    =x{\  cosax-j-  jxsin  aar), 

si  ia  est  racine  de  l'équation  caractéristique. 

Il  n'y  a  pas  d'autre  cas  à  considérer,  car  ia,  quantité  imaginaire,  ne 
peut  être  racine  double  de  l'équation  caractéristique,  qui  est  à  coeffi- 
cients réels. 

Remarquons,  d'autre  part,  que  si  ia  est  racine  de  l'équation  caracté- 
ristique, il  en  est  de  même  de  sa  conjuguée  — ia;  de  sorte  qu'on  a, 
pour  l'équation  D(i/)=:0,  les  solutions  e"^,  e"'"-^;  et,  par  suite  aussi, 
les  solutions 

11  11 

5  ^""  -+-  à  C"^  =  cos  ax,         ^e'"'  —  cp  «""""  =  sin  ax. 
2  2  '         2i  2i 

Réciproquement,  si-  D(j/)=rO  admet  les  solutions  cosax  et  sinaa:,  elle 
admet  cosax -\-i?>\n 0x^=6^"^,  et  rz=ia  est  racine  de  l'équation  carac- 
téristique. Par  conséquent,  dire  que  ia  est  racine  de  l'équation  caracté- 
ristique, c'est  dire  que  l'équation  sans  second  membre,  D{yj^O, 
admet  les  solutions  particulières  cosaa?  et  sinax,  ou  encore  que  son 
intégrale  générale  est  \cosax-i- ^sinax,  (X,  a  étant  des  constantes 
arbitraires). 

Donc,  dans  le  cas  d^un  second  membre  de  la  forme  A  cosax  -+-  B  sinaa?, 
on  pourra  chercher,  par  identification  directe,  une  intégrale  de  la  forme  : 
Icosax -h- \j.sinax,  si  cette  fonction,  et,  par  conséquent,  si  le  second 
membre  lui-même  n'est  pas  déjà  intégrale  de  Véquation  sans  second 
membre;  et,  dans  le  cas  contraire,  de  la  forme 

a?(X  cosax  +  y.  sinoo"), 

334.  Conclusion  générale.  —  Ayant  ainsi  calculé,  dans  tous  les  cas 
indiqués,  une  solution  particulière  de  l  équation  avec  second  membre,  on 
en  déduira  la  solution  générale  en  lui  ajoutant  lintégrale  générale  de 
Véquation  sans  second  membre.  (X"  330.  Théorème  I.) 

Exemple/.     -Ji,  —  3  j^H-2'/ =a""^-l- 1. 
'  dx^         dx        ■' 

a)  Intégration  de  Véquation  sans  second  membre  : 

r-  —  3r  +  2  =  0,         r=\^,         y  =  qe^  +  c.,e-^. 

b)  Recherche  d'une  intégrale  particulière  :  y  =  >..r2  -|-  ^^x  -\-  v, 

2).  —  3(2/,x  4-  (i)  -f  2(>.a;2  +  [ix  +  v)  =  x'-  +  i, 
2).=  1.         _6>. +  2îx  =  0,         2>,  —  3!i4-  2v  =  l, 
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>,  =  ^.        (x  =  .^.        v  =  -^-,        donc:        y  =  — ^4 

c)  Intégrale  générale  de  Véquation  donnée  : 

,      ,    2a:2  _|.  (jj.  _^  9 

Exemple  2.    ^  +  2  ^-i-2i/=  1 -f-2c'cos:r. 

a)  Intégration  de  l\'(jualion  sans  second  membre  : 

,.2  _j_  2;- +  2  =  0,         r  =  —\±i,        y  =  e-^icicosx -\-c^s\nx\. 

b)  Recherche  d'une  intégrale  particulière.  —  Écrivons  le  second  membre  : 

•  1  _|-  e^(ei\r  _|-  e-ii)  =  1  +  e(i+'>  +  e(i-'>; 
«t  nous  aurons  à  considérer  les  trois  équations  : 

Pour  la  première,  on  a  la  solution  évidente  71  =  0' 

Pour  la  seconde,  nous  posons  7  =  /eCH'-r,  ce  qui  donne  l'équation  de  condition 

).[(!  +  , •)2  +  2(1 +  i)  + 2]  =  1,        d'où        >,  =  j^^  =  ^-^:=^l- ^  =  i^. 

Donc. 

y^  —  LlzJ.e{i+i)^=:  — =^e-f(cosx  +  i  sinx)  =  ^e^Ccosx  +  sinx)  +  iXx)  d 

Pour  la  troisième,  il  n'y  a  qu'à  changer  1  en  —  (.  donc 

j 

73  =  8«-^(cos^  +  sinx)  —  i:p(x). 

L'intégrale  particulière  cherchée  est  ainsi  : 

V,  +  Y,  +  V3  =  .7  +  rC-Ccosx  +  sin  x). 

c)  Intégrale  générale  de  Véquation  donnée  : 

e^  1 

y  =  e-^(ci  cosx  +  Cj  sinx)  +  -t-(*^°^''^  +  sin.r)  +  9- 

Exemples.     -^^  +  j  =  cosx  +  sin2x. 

a)  Intégration  de  Véquation  sans  second  membre  : 

r2  +  l=0,        /■  =  zt  I,        j  =  c,  cosx  +  C.2  sinx. 
6)  Recherche  d'une  intégrale  particulière.  —  On  doit  séparer 
j^  +  y  =  cosx,        ^  +  3,  =  s.n2x. 

Pour  la  seconde  on  posera  :  y  =  '/.  sin2x  +  \t-  cos2x,  et  l'identité  de  condition  sera, 
après  réduction, 
—  3()  sin2x  +  iAC0s2r)  =  sin2x,        d'où:        ).  =  — ^,        (j.  =  0.        >'.,  = ^. 

(1)  On  aurait  ç(x)  =Qe'(sinx  —  cosx);  mais  il  est   inutile  de  le  calculer,  car  il 
doit  disparaître  dans  la  somme  rj+  ^a- 
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Pour  la  première,  le  second   membre  cosj*  étant  une  intégrale  de  l'équation  sans 
dx-i 


d-v 
second  membre  -r^,  -f-  y  =  0,  on  doit  poser  : 


o       ••        I  \  j>  •         •       n  '  X  sinx 

2( — /  sinx  +  !A  cosx)  =  cosx;        d  ou        t=Q, 


y  =  x(/.  cosx  -(-  Il  sinx); 
on  obtient  (après  réduction)  l'identité  de  condition 

n         ..-2,        -'i--2-' 
c)  Intégrale  générale  de  l'équation  donnée  : 

V  =  c,  cosx  +  Cj  sinx  +  9-^^  sinx  —  ^  sin2x. 

Remarque.  —  Les  équations  linéaires  à  coefficients  constants  et  à  second  membre 
se  rencontrent  dans  létude  des  mouvemenls  oscillatoires  (mécaniques  ou  électriques), 
modifiés  par  des  actions  extérieures.  Ainsi,  lorsque  dans  le  circuit  d'un  f^alvanomètre 
à  cadre  mobile  on  introduit  une  force  électromotrice,  l'équation, 

.1  SI  +  «a  +  '"=«- 

qui  régit  les  oscillations  de  l'appareil  en  l'absence  de  cette  force  électromotrice, 
devient  : 

[2]  d^  +  «dZ  +  ^^  =  G' 

où  G  est  proportionnel  à  la  force  électromotrice  introduite.  Si  celle-ci  est  constante, 
par  exemple,  la  solution  de  l'équation  sera  6  =  %+  ">  s^vec  6^  =  0,  6,j=^,  u  étant 

solution  de  l'équation  J].  L'appareil  se  comportera  donc  comme  dans  le  cas  que  nous 
avons  étudié  au  numéro  331,  à  cela  prés  que  la  position  d'équilibre  correspondra  à 
f)z=f)Q,  et  non  plus  à  6  =  0,  puisqu'on  passe  d'un  cas  à  l'autre  en  rempla<.ant  b  par 
u  =  6  —  Ôq,  ce  qui  ne  fait  que  changer  la  position  à  partir  de  laquelle  on  compte 
les  écarts  du  cadre. 

Le  cas  des  tetmes  périodiques  dans  le  second  membre  correspond  aux  phénomènes 
qui  rentrent  dans  le  type  des  oscillations  entretenues. 


§  3.  —  SYSTÈMES  DÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

335.  Systèmes  de  deux  équations  différentielles  du  premier  ordre. 
—  Soit  à  trouver  deux  fonclions  y  et  :  d'une  variable  .r.  sati.sfaisant 
au  système 

On  emploiera  une  méthode  analogue  à  celle  qu'on  emploie  en  algèbre 
pour  résoudre  un  système  d  "équations  à  plusieurs  inconnues;  Nous 
tirerons  :  de  la  première  équation,  et  nous  porterons  la  valeur  de  z 
ainsi  obtenue  dans  la  seconde  équation.  Ce  calcul  donnera  une  équa- 
tion de  la  forme  : 


(2)  ==*(-.  ^.  g)- 
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et  une  équation  ne  contenant  plus  :, 

?e       ^ô  du  .>6       d'il 

qui  est  une  équation  du  second  ordre  en  y, 

On  aura  donc  pour  y  une  solution  dépendant  de  deux  constantes 
arbitraires,  y  =  <f{x;  r^,  c.,);  et  en  la  portant  dans  (2),  on  aura  pour  z 
une  formule  analogue  z  =  'h{x;  c,,  c^).  Donc  l'intégrale  générale  dli 
système  proposé  est  de  la  forme  : 

c'est-à-dire  qu'elle  dépend  de  deux  constantes  arbitraires. 

Conditions  initiales.  —  Dans  l'équation  (3),  les  constantes  c^,  c,  sont 

définies  par  des  conditions  initiales  t/ =  ?/„,  -j^^^yl,  pour  a:  =  XQ.  Mais 

il  en  résulte  pour  z,  d'après  (2),  une  valeur  initiale  z  =  6(a?„,  î/„,  y„)  =  z^ 
connue;  et,  inversement,  cette  valeur  initiale  donnerait,  d'après  la 
première  des  équations  (1).  qui  équivaut  à  (2),  y'ç^^f{x^,  ?/„,  z^).  On 
voit  donc  que  toute  solution  du  système  est  déterminée  par  des  conditions 
initiales  de  la  forme  : 

(o)  y  =  yo^       -  =  -0'        pour       x  =  x,. 

Pour  y  satisfaire,  on  déterminera  donc  les  constantes  c^,  c.„  par  les 
équations  : 

(6)  î/o  =  ?  (^0  •'  ^1  '  Co)  ;         3o  =  'f  (a7„  ;  c, ,  c,) , 

qui  devront  admettre  des  solutions  en  c^.  c.,,  si  les  formules  (4)  repré- 
sentent bien  l'intégrale  générale  du  système  donné. 

Interprétation  géométrique.  —  Les  équations  qui  définissent  une 
solution, 

y  =  '^{x),        z  =  '\>{x), 

représentent  une  courbe  (C)  de  l'espace,  qui  sera  appelée  une  courbe 
intégrale.  Intégrer  le  système,  c'est  en  trouver  toutes  les  solutions, 
donc  toutes  les  courbes  intégrales. 
Les  équations  (1)  pouvant  s'écrire 

-_.  dx dy       dz 

T~f{x,  y,  z)  —  g{x,  y,  z)' 

indiquent  qu'en  tout  point  M,  {x,  y,  z),  d'une  courbe  intégrale,  les 
coefficients  de  direction  de  la  tangente  MT  sont  connus,  puisque  ce 
sont  :  1,  f{x,  y,  z),  g{x,  y,  z). 
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n 


A  chaque  point  de  l'espace  est  ainsi  associée  une  droite  MT  passant 
par  ce  point;  et  une  courbe  intégrale  est  une  courbe  qui,'  en  chacun  de 
ses  points,  est  tangente  à  la  droite  associée  à  ce  point  (par  les  équations 
du  système  dilTérentiel  donné). 

z 


-^ 


L'interprétation  est  donc  exactement  la  même  que  pour  une  seule 
équation  du  premier  ordre  :  -^=:f{x,  //),  (n°  319). 

On  pourrait  considérer,  ici  encore,  des  éléments  linéaires  intégraux  donnés  par  le 
système  dilTérentiel  (1)  :  ce  sont  les  éléments  infinitésimaux  des  courbes  intégrales. 

Quant  aux  conditions  initiales,  elles  expriment  que  la  courbe  inté- 
grale doit  passer  par  un  point  donné  (a?^,  y^,  z^);  et  l'on  voit  que  par 
chaque  point  de  l'espace  passe  une  courbe  intégrale,  et  une  seule  (le 
système  étant  supposé  de  la  forme  (1),  c'est-à-dire  résolu  par  rapport 
aux  dérivées  des  fonctions  inconnues). 

Lignes  de  force.  —  Comme  dans  le  cas  du  plan,  on  a  Yexemple  des 

lignes  de  force  d'un  champ.  Si  le  vecteur  F,  qui  définit  le  champ  au 
point  (a.-,  y,  z)  quelconque  de  l'es- 
pace, a  pour  composantes  X  (a?,  y,  z), 
Y(x,  g,  z),  Z{x,  y,  z),  une  ligne  de 
force  devant  être,  par  définition, 
tangente  en  chacun  de  ses  points 
au  vecteur-champ  qui  a  ce  point 
pour  origine,  la  direction   de   sa 


tangente  {dx,  dy,  dz),  doit  se  con- 
fondre avec  celle  du  vecteur 
(X,  Y,  Z);  c'est-à-dire  qu'elle  est 
définie  par  le  système  différentiel  : 


0 


-J/ 
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,o^  dx       dy       dz  ' 

^  \{x,y,z)-Y{x,y,z)-Z{x,y,zy 

ou  : 

dy Y{x,  t/,  :)  dz Z{x,y,z) 

dx~\{x,y,z)'         5i~X(a?,  y,  z)' 

qui  est  un  système  de  la  forme  (1). 

Réciproquement,  tout  système  (1)  peut  se  ramener  à  la  forme  (8) 
d'une  infinité  de  manières,  (par  exemple,  à  la  forme  (7)),  en  prenant  X 
arbitrairement,  et  posant  Y  =  X/(a-,  y,  z),  Z=:X^(ar,  ?/,  z).  Donc,  tout 
système  de  deux  équations  dilTérentielles  du  premier  ordre  peut  être 
considéré  comme  définissant  les  lignes  de  force  d'un  champ. 

Bemarque.  —  Nous   avons  supposé  que  la  première  équation  (1  ) 
pouvait  être  résolue  en  z.  Dans  le  cas  contraire,  elle  ne  contiendrait 
pas  z,  et  donnerait  une  intégrale  générale  y  =  ,i(a?;  cj  qu'on  porterait 
dans  la  seconde  équation  (1).  On  obtiendrait  ainsi  une  autre  équation 
du  premier  ordre 

^  =  ^(0.,  cp,  z), 
dont  l'intégration  introduirait  la  seconde  constante  d'intégration. 

Exemple.     ^  +  3y  +  ;  =  i,        p^_yj^2=zx. 
Le  calcul  indiqué  est  ici  : 

"1      '=^~'y-%'    (-4-g)-r+('-3.-â)=-. 

ou 

C'est  une  équation  linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  constants.  Pour  l'équation 
sans  second  membre,  on  a  r'^  +  4r  +  4  =  0,  donc  :  racine  double  r  =  —  2,  intégrale 

Une  intégrale  particulière  de  [2]  sera  y  =  )  x  +  [i,  à  condition  que 

4X  +  k().x  +  [i)  =  1  —  X :        d'où  :  .      4),  =  —  1 ,        4).  +  4(j.  =  1  ; 
c'est-à-dire  -^ 

- _       1  1  .  2—x 

'—  —  4,      !^  =  2'      ^^^^      ^~~r~' 

Ainsi  l'intégrale  générale  de  [2J  sera 

[3]  y  =  (ci  +  c,x)  c'-2x  +  L:zZ . 

Reste  à  calculer  r  en  portant  cette  valeur  dans  [i],  ce  qui  donne,  après  réduction, 

'  =  --  [(C,  +  C,)  +  C,X]  C-2X  +  ?^^  . 

336.  Systèmes  de  n  équations  du  premier  ordre.  —  Soit  un  système  : 

^^^  è=^^^^'  y-  y-  ■  •  •'  2/")' '     è'=/'"(^'  y-  y-  •  •  -  y»)' 
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définissant  ?î  fonctions  inconnues  y^,  ...,  j/„.  On  cherche  à  exprimer 
les  inconnues  y^,  •••,  J/n  en  fonction  de  y,,  qui,  comme  nous  verrons, 
sera  donné  par  une  équation  unique  d'ordre  n. 

Pour  cela,  nous  dilférentions  {n — 1)  fois  la  première  des  équa- 
tions (9),  et  nous  faisons  disparaître  à  chaque  fois,  en  tenant  compte 
des  équations  (9),  les  dérivées  qui  s'introduisent  au  second  membre. 
La  première  dilïérentialion  donne,  par  exemple, 

dx'      :>x       ^yi  dx       '  '  '       ?j/„  dx  ' 
que  nous  écrivons,  en  tenant  compte  des  équations  (9)  elles-mêmes^ 


ce  qui  est  de  la  forme  : 


dx^~^x  "^c-^î/,  dx~^  '"  ^yn  dx  ~^x~^^yj'^  •"       Dî/„'"' 


On  peut  alors  différenlier  à  nouveau,  ce  qui  donne  de  même  : 

dx^       ^x       :>y^  dx 
ce  qui  est  de  la  forme 

et  ainsi  de  suite.  On  a  ainsi,  en  définitive,  un  système  de  la  forme 
d"y 


^^^^     -^=f^i^>y^^  •■•^Vn)^      ^=9A^^yi  •■■^yn) 


dx'' 


^«(•r,  i/i  ...,  y„) 


En  résolvant  en  y^,  , . .,  y„  les  n  —  1  premières  équations,  on  aura 
des  formules, 

(M)  ,,  =  0.(.,y„f ^), 

—  fi  /  dy^  d"-'y,\_ 

...,     y»  —  ^n\^^,yv^^,---,^j.n-ij^ 

et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la  dernière  équation  (10),  il  restera 
V équation  résolvante, 

(i^)       ë;=H(^,../j^ g:^)- 

On  aura  donc  à  intégrer  cette  équation  (12),  ce  qui  donnera  une 
intégrale  avec  n  constantes,  y^  =:  9,  (a? ;  Cj,  . . . ,  c„),  et,  en  portant  dans 
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les  formules  (11)",  on  aura  les  valeurs  correspondantes  de  j/^,  . .  .,  t/„  : 

Donc  Vintégrale  générale  d'un  système  de  n  équations  différentielles  du 
premier  ordre  dépend  de  n  constantes  arbitraires  ^^^  \  c'esl-à-dire  est  de 
la  forme 

(13)  i/,  =  !p,(a;;  Cp  ...,  r„),     ...,         7,,  =  ï>„(a?;  c,,  . . . ,  r„). 

Pour  chaque  intégrale  particulière,  ces  constantes  seront  déd'rminées 
par  des  conditions  initiales  de  la  forme 

(14)  y^  =  iyX.      ....         t^,=:(,v„)o,         poiirx  =  a?o- 

Elles  donnent  pour  le  calcul  de  Cj,  . . . ,  c„,  le  système  do  n  équations 
à  n  inconnues 

(?/l)o  =  ?l(^o;    ^1'     ••-     ^'n),        •••.  (.V..)o  =  'fnK;     Cl,     ...,    C„), 

qui  devra   pouvoir   être   résolu,  si    les  formules  (13)  donnent  bien 
l'intégrale  générale. 

337.  Intégrales  premières.  —  Un  système  de  n  équations  du  pre- 
mier ordre  est  dit  d'ordre  n,  parce  qu'il  se  ramène  à  une  équation 
résolvante  d'ordre  n.  Au  lieu  de  chercher  cette  résolvante,  on  peut 
essayer  d'abaisser  d'abord  l'ordre  du  système.  C'est  ce  qui  peut  se  faire 
si  on  en  connaît  des  intégrales  premières.  Une  intégrale  première  est 
une  fonction  ^{x,  t/,,  . . .,  y„),  qui  se  réduit  à  une  constante,  dès  qu'on 
y  remplace  y,,  . . . ,  t/„  par  une  solution  y^=z,^{x),  ...,  yn  =  's,„{x)  du 
système. 

En  d'autres  termes,  dire  que  0  est  une  intégrale  première,  c'est  dire 
que  l'équation 

(15)  3{x,  y,,   ...,  î/„)  =  c,         (c-=  constante  arbitraire), 

est  une  conséquence  des  équations  du  système.  On  le  constatera,  en 
vérifiant  que  rf^  =  0,  ou  -t-  =  0,  c'est-à-dire 

:>x      3)7,  dx  ?y„  dx 

est  une  conséquence  des  équations  (9).  S'il  en  est  ainsi,  l'équation 

"*■  '  î/i  '■Un 

obtenue  en  remplaçant,  dans  (16),  les  dérivées  --^,  . . .,    /"  par  leurs 

(1)  Il  faudrait,  pour  la  rigueur  du  raisonnement,  prouver  (|ue  le  système  (10),  qui 
est  une  conséquence  du  système  (1),  lui  est  équivalent:  et,  de  plus,  discuter  les  cas 
où  les  (n  —  1)  premières  équations  (10)  ne  pourraient  pas  se  résoudre  eu  y.,,   . . .,  yn- 
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valeurs  (9),  est  elle-même  une  conséquence  du  système  (9)  donné.  Cela 
revient  à  dire  qu'elle  est  vérifiée  par  toute  solution  de  ce  système.  Et 
on  peut  en  conclure  que  Vintùgrale  première  D  doit  satisfaire,  iden- 
ticjuemeut,  à  l'équation  aux  dérivées  partiel/es  (17)  '". 

On  démontre,  de  plus,  que  celte  condition  est  suflisante,  c'est-à-dire 
que  toute  solution  0  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  (17)  est  une 
intégrale  première  du  système  (9)  donné'-'. 

On  montre  enfin  que,  si  d  est  une  intégrale  première,  l'équation  (15) 
peut  remplacer  une  des  équations  du  système  donné;  par  exemple  la 
dernière  '•* .  En  résolvant  alors  en  y„  cette  équation  (15),  on  pourra 
porter  l'expression  trouvée  :  y„  =  6(x,  î/j,  . . . ,  i/„_i  ;  c)  dans  les  n  —  1 
premières  équations  (9);  et  on  sera  ainsi  ramené  à  un  système  d'ordre 
n  —  1,  pour  calculer  y^,  . . . ,  y„_|. 

De  même,  la  connaissance  de  deux  intégrales  premières  abaisserait 
l'ordre  du  système  de  deux  unités;  et  ainsi  de  suite.  Si  on  avait 
n  intégrales  premières  indépendantes 

on  en  tirerait,  sans  intégration,  l'intégrale  générale  du  système. 

(1)  Cela  tient  à  ce  que  l'équation  (17)  ne  contient  plus  les  dérivées  -J^ ,  ....  -^ 

des  fonctions  inconnues.  C'est  donc  une  équation  de  la  forme  ¥(x,y^,  ...,y,i)^0 
qui  doit  être  vi-rifiée  par  toute  solution  du  système  (9).  Or  il  existe  une  solution  de  ce 
système  dans  laquelle  les  fonctions  y,,  ...,  j,i  prennent,  pour  une  valeur  initiale  de 
X  arbitraire,  x  =:  x,,.  des  valeurs  ri  =  (yi)fl,  ...,  yn^=  (y,i)o,  également  arbitraires. 
Cette  solution  satisfaisant,  par  hypothèse,  à  F(a;,yi,  ...,yn)  =  0,  on  aura,  en  parti- 
culier, pourx  =  x„.  l'égalité  F(xo,(y,^o.  •  • -,  (r-Oo)  =  0.  Mais,  puisque  Xo,(yi)o,  ...,(y»)o 
sont  des  nombres  arbitrairement  clioisis.  cela  équivaut  à  dire  que  F(x,  Vj,  ...,y,i) 
s'annule  pour  tout  système  de  valeurs  attribuées  aux  variables  x,  y,,  ...,  vn;  ou 
enlln  que  l'équation  F(x,  Vj,  ...,  y„)  ^0  est  une  identité  :  ce  (ju'il  fallait  démontrer. 

(2)  En  effet,  si  l'équatioa  (17)  est  une  identité,  il  suffit  de  la  retrancher  de  l'identité 

dx      ?x  "*"  ^y^  dx    '    "  '    '   ?yn  dx  ' 
pour  obtenir  l'identité  nouvelle 

(•^'    tx  =  T7A-dà-^'^'''^' y»)J  +  .--+5y;[^-/n(-^.ri. --mv,.)]. 

qui  montre  que  l'équation  -j^  =:  0  est  une  conséquence  des  étjuations  (9). 

(3)  Car  l'identité  (17) ,  de  la  note  précédente,  avant  lieu,  on  en  conclut  que  si  ~- , 

dv 
par  exemple,  n'est  pas  identiquement  nul,  l'équation  -^  —  fn(x,yi,  ...,  r,i)  =  0  est 

une  conséquence  des  équations 

^-/i(x.y„...,y„)  =  0,  ...,        %ii-/„_,(x,yi,  ...,y„)  =  0,         et        ^  =  0. 
dx  dx  dx 

MATH.    OÉNKHALES.    —    II.  7 
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liemarque.  —  On  trouve  généralemeot  les  intégrales  premières  en 
faisant  des  combinaisons  des  équations  du  système'".  Ces  équations 
étant  écrites 

(18)  dij,-l\dx  =  0 dy,,-f„dx  =  0, 

si  on  peut  trouver  des  facteurs  X,(a.',  t/,,  ...,  _)/„),  ...,  X„(x,  y^,  ..■,!/„), 
tels  que 

(19)  \^[dy,-  /\dx]-+-  . . .  -t-K[dy^-  fjx] 

soit  la  diflérentielle  totale  d'une  fonction  3{x,  y^,  ...,y„),  l'équation 
rf.i  =  0  sera  une  conséquence  des  équations  (18),  et  ^  =  constante  sera 
une  intégrale  première. 

Exemple.  —  Soit  le  système  : 

r,,  dx  dy  d: 

[1]  r  =  ^--     T^  =  ---^'     di  =  ''-y- 

1°  En  ajoutant,  on  a  la  combinaison  -fr  H — n  +  -n  =  0,  ou  dx  +  t/y  +  dz  ^  0. 
•^  dt    '    dt       dt 

Donc  j-  +  y  +  -  =  constante  est  une  intégrale  première,  car 
d{x  +  y  +  z)==dx  +  dy-^d:. 

2°  En  ajoutant  les  équations  [1],  après  les  avoir  multipliées  par  x,  y.  :,  respecti- 
vement, on  a  la  combinaison  : 

x-^ -l-y-^  +  2-^  =  0,        ou        xdx-\-ydy -\-xdz  =  0: 

3;2  _1_  v2  4-  -2 

Or,    xdx  -\-  ydy  -\-  zdz  =  d — ^^  \  .    Donc     x-  -{-  y'^  -{-  z-  :=  constante    est    une 

autre  intégrale  première. 

3"  Nous  posons  donc  :  x  +  y  +  '  =  «>  3^*  +  /"  +  *■==  ^"i  d'où  nous  lirons  y  et  :■. 
Nous  écrivons  pour  cela, 

y -[- ;  =  a  —  X,         y--^z-^b- — x-;     . 
d'où  nous  concluons 
(y  —  z}^  =  2{y2  +  z-^)  —  (y  —  z]^  =  2 (b^  —  x^-)  —  {a  —  x)'-  =  (2b^  —  a'-)  -\-  2ax  —  3xK 

Nous  pouvons  donc  écrire,  <;  étant  aussi  une  constante  arbitraire,  les  équations  : 


[2]  y-^:=a~x,         y  — -'=^drV3yc- —  (-x  — I)    , 

dr 
que   nous   adjoignons  à   l'équation  -^  =  y  —  r.    qui   devient  elle-même,   en   tenant 

compte  de  ces  équations  [2\ 


(3,     ,  ^^=±,5^,,_(,_«)'. 

c'est-à-dire 

^v/''-(-i.r 

(I)  L'identité  (17)',  de  la  note  (2).  (page  précédente)  montre  (|ue  toute  intégrale 
première  0  t'st  efTectivement  telle  que  d,1  soit  une  combinaison  linéaire  et  liomogène 
des  premiers  membres  des  équations  (18). 
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Pour  effectuer  la  quadrature,  nous  posons 

[4]  X  — q  =  csinô,        d'où        ±  !/«■  —  [x  —  g j  =±cosO 

et  on  peut  supposer  la  détermination  de  9  choisie  de  manière  que  cosO  ail  le  signe 
du  premier  membre,  c  pouvant  ùtre,  de  plus,  supposé  positif.  Comme  on  a 

(te=:  c  rosO.dO, 

il  reste  seulement  dii=\j3dt,  0  =  \3(<  —  t„),  tn  étatit  arbitraire. 
Oo  a  donc,  au  moyen  do  [i], 

[5]  ar  =  j  +  csins3(<  —  <o): 

et,  en  portant  dans  [2], 

y-\-z==^  —  csins:3(<  —  Iq),         y  —  :  =  \'Z  .c  cos\'ï{t  —  l^)^ 
d'où  enfin 

U  ""  5  ~  ?  sins  :](< -  to)  +  4^  cosv3(<  -  /o) 


m 


(  -'  =  I  - 1  sins  3«  -  <o)  -  ^  cosv3 «  -  <o)- 


Les  équations  [a]  et  [6]  donnent  l'intégrale  générale  du   système  [1],  avec  les 
constantes  arbitraires  a,  c,  Iq. 

338.  Équations  simultanées  d'ordres  quelconques.  —  Un  sy.stème 
d'équations  siniuUanées  d'ordres  quelconques  se  ramène  à  un  système 
d'équations  du  premier  ordre,  en  prenant  pour  fonctions  inconnues 
auxiliaires  les  dérivées  des  fonctions  inconnues,  à  l'exception  des 
dérivées  de  Tordre  le  plus  élevé  figurant  dans  les  équations  données. 
Par  exemple,  les  équations  générales  du  mouvement  d'un  point  maté- 
riel, en  mécanique,  sont  des  équations  du  second  ordre,  c'est-à-dire 
de  la  forme  "'. 

^•'"^  dl'  —  ^'         df'—^'         dL'  —  ^' 

où  X,  Y.  Z,  sont,  dans  le  cas  le  plus  général,  des  fonctions  de  t,  x,  y,  z, 
et  des  dérivées  premières  : 

dx  dy  dz 

~di'         'dû'         'di' 

On  prendra  donc  pour  inconnues  auxiliaires  ces  trois  dérivées,  et  on 
aura  un  système  de  la  forme 

.^.     [  dx ,  dy ,  dz , 

^"^^  \  11  —  ^'       ti  —  ^^'       'dt  —  "^' 

^"^"^^  [ -^  =  ^(^^'!/'2,x',y',  3'),         ^  =  Y(<,x,  y,z,a^',y',  z'), 

~  =  'l{t,x,y,z,x',y\z'), 
(1)  Pour  simpliûer  l'écriture,  nous  supposons  la  masse  du  point  égale  à  1. 
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puisque  l'on  peut  écrire 

dx' d-x  dy' d*y  dz' d^z 

'dJ~W^'         iû~~de'        ~di~W 

L'intégrale  générale  dépendra  donc  de  six  constantes  arbitraires, 
puisqu'on  a  ainsi  six  équations  du  premier  ordre.  Chaque  mouvement 
sera  défini  par  les  conditions  initiales  suivantes  :  pour  /  =  /(,,  on  se 
donnera  les  valeurs  initiales  x^,  y^,  z,^\  x'u,  yl,  Zo  des  inconnues  x,  y,  z, 
et  de  leurs  dérivées  premières;  c'est-à-dire  la  position  initiale  du  point, 
(a?Q,  7/q,  :„),  et  sa  vitesse  initiale  {x'o,  r/é,  Zo)- 

Dans  certains  cas,  on  a  des  intégrales  premières.  Si,  par  exemple, 

X,    Y,  Z  sont  les  dérivées  partielles  X  =  ' — ,  Y  =  ' — ,  7.  =  ^—-  d'une 

^  ?a:  t^y  Ds 

fonction  V{x,  y,  z),  {dite  fonction  de  force),  ne  dépendant  que  de  la 
position  du  point,  les  équations  (:21)  et  (22)  s'écriront  : 

dx'——dt  =  0,         dy'——dt  =  0,         dz'  —  —dt  =  0, 
dx  —  x'dt  =  0,  dy  —  y'dl  =  0,  dz  —  z'dl=zO; 

d'où,  en  éliminant  dt,  on  lire  les  combinaisons  : 

x'dx'^ — '- — dx=zO,         y'dy'  —  ' — dy  =  0,         z'dz' — — rf:  =  0; 

et  il  suffit  de  les  ajouter  membre  à  membre  pour  avoir  la  combinaison 
nouvelle 

{x'dx' H- y'dy' ^  z'dz')  —  f^-^dx-h—dy  -+-  —dz]  =  0. 
^  ^    ^  '     \:'x  Dy  ^      DZ     y 

Le  premier  membre  étant  la  différentielle  de  :  y(a?'^  H-y'^+ -'")  —  U, 

on  a  donc  l'intégrale  première,  dite  intégrale  des  forces  vives  : 

1     f 

^{x  ■ -h  y''^ -h  z'-)  —  l]{x,  y,  z)  =  constante. 

Elle  s'écrit,  puisque  x'^ -t- y'- -h  z'^  est  le  carré  de  la  vitesse  u  ^", 


v 


\J{x,  y,  z)-f-c. 


Si  Vg  est  la  vitesse  initiale  on  a,  en  particulier,  à  l'instant  initial, 
l'égalité 

^  =  \J{x,,  y„  zj-hc, 
(1)  C'est-à-dire  la  force  vive,  mv^,  puisque  la  masse  m  est  supposée  égale  à  1. 
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qui  détermine  la  constante  c  et  Téquation  des  forces  vives  devient  : 

v'^  —  vl 

— 2 —  =  U(rc,  y,  :)  — U(ar„  y,,  z,). 

La  demi-variation  de  force  vive  est  égale  à  la  variation  de  la  fonction 
de  force. 


EXERCICES   SUR    LH   CIIAI'ITRE   III 

1.  —  Trouver  les  courbes  dont  le  rayon  de  courbure  MC  est  lié  ù  la 
normale  MN  par  la  condition 

où  a  est  une  longueur  donnée;  cette 
relation  étant  vraie  en  grandeur  et  eu 
signe. 

2.  —  Intégrer  les  équations  : 
t/"+2y'  +  5y=2e='^ 

t/"-f-0i/'-i-9|/^l-l-2e' — 4e-''-t-2cosx. 

3.  —  Trouver  l'inlégrale  de  l'équation  y"  -}-  a-y  =z  sin.x,  qui  s'annule, 
ainsi  que  sa  dérivée,  pour  x^=0.  Vers  quelle  limite  tend  l'expression 
trouvée,  lorsque  a  tend  vers  1. 

4.  —  Intégrer  les  équations  : 

xY  +  2a?y'  —  6(/  =  0 
xY  —  3.ry'  -hoy  =  0 
AxY  -+-  y  =  ^) 
«n  faisant  le  changement  de  variable  indépendante  x^e'. 

On    a    y' ==-A  ==-jH-=:  e~' --T.;    puis,    en    différentiant    les   deux 
membres  : 

yax  —  ye     ^^,      e    ^^jat,        y—e     ^^^^,       dt]  '  dx' 

ou  enf.n  :  y"  =  .-  [^  -  §J  •  Donc  :  xy'  =  ^^  :  xY'  =  g  -  ^]  • 

5.  —  Intégrer  l'équation  : 

„_  A 

y  ~{x  —  a}-{x  —  b)^y' 


en  posant  : 


M  =  log 


^,         y  =  v.{x-b). 
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0.  —  Intégrer  le  système  : 

(ix  ,,  dy 

où  a  est  une  longueur  donnée.  On  montrera  que  les  solutions  a?  =  ç(t), 
ij  =  -li[t),  représentent  des  courbes  qui  se  déduisent,  par  des  transla- 
tions, des  cycloïdes,  cycloïdes  allongées  et  cvcloïdes  raccourcies, 
que  l'on  obtient  en  faisant  rouler  sur  l'axe  des  x  un  cercle  de  rayon  a. 

7.  —  Intégrer  le  système  : 

8.  —  On  donne  le  système  : 

-£-{-{b-c)yz  =  0,         ^-}-(o_a):x  =  0,         ^+  {a-b)xy  =  0. 

En  trouver  deux  intégrales  premières;  et  ramener  l'intégration  à 
une  quadrature.  Achever  l'intégration,  en  se  bornant  aux  solutions 
pour  lesquelles  y  et  :  s'annulent  pour  t  ■=:  0. 


CHAPITRE  IV 


INTÉGRALES   DÉFINIES 


§   1.    —    DEFINITION  ET  PROPRIETES   DE    L'INTEGRALE   DEFINIE 

339.  Origine  géométrique  de  la  notion  d'intégrale  définie.  —  Etant 
donnée  une  fonction  f{x),  que  nous  supposons  continue  et  positive 
dans    rinlervaile    (a,  6),   proposons-nous   de   calculer  l'aire  ABB'A'A 


comprise  entre  la  courbe  y  =  f{x).  Taxe  des  x,  et  les  parallèles  x  =  a, 
x  =  h,  à  l'axe  Oij. 

Nous  examinerons,  d'abord,  le  cas  simple  où  la  fonction  f{x)  varie 
toujours  dans  le  même  sens  dans  l'intervalle  {a,  A);  nous  supposerons, 
par  exemple,  qu'elle  y  est  croissante.  Nous  allons  chercher,  dans  ce 
cas,  une  valeur  approchée  par  défaut,  et  ufie  valeur  approchée  par 
excès,  de  Taire  Jh. 

Intercalons,  entre  a  et  6,  des  valeurs  intermédiaires  quelconques 
x^.  x.„  . . .,  x„_i;  menons  les  ordonnées  correspondantes  MiMj.  M^M.^,  . .  ., 
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M„_iM„-i;  et  achevons  les  rectangles  A'AC,MÎ,  MiM,CoMi.  ..., 
M',_iM„_iC.„B',  qui  ont  pour  bases  A'MÎ,  MÎMl,  ...,  M,',  iB',  et  pour 
hauteurs  A'A,  MiM,,  ...,  M^_|M„_,.  Leur  somme  forme  l'aire  .1', 
limitée  par  le  contour  polygonal  A'AC,M,C,M^C3  ....  M„  |C„B'A',  aire 
qui  est  intérieure  à  .1.  Kn  remarquant  que  les  bases  des  rectangles, 
(dits  inscrits),  qui  la  composent,  ont  pour  longueurs  ar,  —  a,x.,  —  cCj,  .  . . , 
b  —  a?„_i;  et  que  leurs  hauteurs  ont  pour  longueurs  :  f{a),  f{x^\  ..., 
/■(a^„_i),  on  peut  écrire, 

(1)  A.'  =  {x^  —  a)f{a)  ^  X,  —  x,)f{x,)  -h  ...  -h  {h  —  x„^i)f{x„.i). 

Si  on  achève  de  même  les  rectangles,  (dits  exinscrils),  A'DM,M!, 
MÎL^,MoMîi  •••,  M,',_iD„_iBB'.  leur  somme  forme  l'aire  .1",  limitée  par  le 
contour  .\'DM,D,,  . . . ,  BB'A,  aire  qui  contient  Taire  .i  à  son  intérieur; 
et  on  a  : 

(2)  a,"  =  (:r.  -  a)f{x,)  4-  {X,  -  x,)f{x,)  +...+(/._  x,.^  ,)f{b). 

Ainsi,  .l>'  et  .l"  sont  deux  valeurs  approchées  de  .!■,  par  défaut  et 
par  excès  respectivement.  Pour  juger  du  degré  d'approximation,  nous 
considérons  leur  difîérence 

.r  ^ .  1/  =  (x,  -  a)  [f{x,)  -  fia)]  +  (:r,  -  x,)  [f{x,)  -  f{x,)]  +  . . .  + 
^{b-x„_,)[f{b)-f{x„^,)]. 

On  en  aura  une  borne  supérieure,  en  remplaçant  les  différences 
(./•,  —  a),  (x.^  —  x^),  ...,  {b  —  x„_i)  par  la  valeur  o  de  la  plus  grande 
d'entre  elles,  ce  qui  donne  : 

.  l,"  -  a/  <  0  I  [f{x,)  -  fia)]  +  [/  (^,)  -  f{x,)]  4-  . . .  +  [/(é)  -  A^.-.)]  { . 

Si  on  simplifie  dans  le  second  membre,  il  reste  :  c>[f{,b) — /'(n)]-  Donc  : 

(3)  .i,"_.i'<o [/•(/.) -/•(«)]. 

Cette  différence  devient  donc  aussi  petite  que  l'on  veut,  pourvu 
que  0  soit  suffisamment  petit.  En  d'autres  termes,  chacune  des  valeurs 
approchées  .h',  A''  tend  vers  A>  lorsque  le  nombre  des  valeurs  inter- 
calées entre  a  et  b  augmente  indéfiniment  de  manière  que  la  plus 
grande  des  différences  des  valeurs  «,  x^,  x.-,,  . . .,  a?„_i,  b  consécutives 
tende  vers  zéro.  Car  .l/'^.i'  tend  vers  zéro;  et  Ton  a.l/  <  .!•  <  A",  de 
sorte  que  A,"  —  .i,  A — .1'  sont  deux  nombres  positifs  inférieurs  à 
.1"  —  .1.',  puis([ue 

.l,"_.l/  =  (.l,"_.l,)4_(.l,_.l/). 

On  peut  donc  écrire  : 

(4)  .l  =  lim.l/  =  lim  ]  {x^  —  a) f{a)  +  {x,  —  x^) f{x^)  -h  ... 

H-(/>  — j^„_,)/(x„_,){ 
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(5)       A>  =  lima/'  =  lim  }  {ic,  —  a)f{x,)  -4-  {x,  —  x,)f{x^)  +  . . . 
+  {b-x„.,)m\. 

El  ces  formules  expriment  que  Vaire  .1  considérée  est,  dans  les 
conditions  précisées,  la  limite  commune  de  la  somme  X'  des  rectangles 
inscrits,  et  de  la  somme  A''  des  rectangles  exinscrits. 

Remarque  /.  —  On  peut  démontrer  directement  que  les  sommes  â,' 
et  A>"  tendent  vers  une  même  limite  commune,  sans  faire  appel  à  leur 
signification  géométrique.  Celte  limite  commune  peut  ainsi  être  prise 
comme  définition  même  de  la  mesure  de  l'aire  A'ABB'A'  considérée 
(Comparez  n°  301,  noie  (1)). 

Remarque  2.  —  La  demi-somme  de  .1/  et  .i"  s'obtient  en  ajoutant  les 
demi-sommes  des  rectangles,  inscrits  et  exin- 
scrits,   de   même    base.  La  figure  représente 
l'un  de  ces  couples  de  rectangles  :  la  demi- 
somme  est  : 

c'est-à-dire  l'aire  du  trapèze  :  M1,MaMa+iM/,+iM/.. 
La  somme  de  tous  les  trapèzes  analogues  est 
l'aire  qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  laire 
considérée,  l'arc  AB  par  le  contour  polygonal 
inscrit  AMjM^. .   M„_iB. 

Donc  Taire  X  est  encore  la  limite  vers  laquelle 
tend  laire  polygonale  A'AMjM^. .  .M„_iBB'A' 
ainsi  obtenue. 

Remarque  3.  —  On  obtient  une  somme  com- 
prise entre  »i' et  X";  et  qui,  par  conséquent, 
tend  aussi  vers  .h  dans  les  conditions  indiquées, 
en  formant  une  somme  de  rectangles  d'aires 
respectivement  comprises  entre  celles  des  rec- 
tangles, inscrits  et  exinscrits,  de  mômes  bases. 
Pour  la  base  Xu+i — x,,,  il  suffit  de  choisir  un 
point  PA_nenlre  M^  et  Ml-i-n  6t  de  prendre  comme 
hauteur     du    nouveau     rectangle     l'ordonnée  W^  p'     M' 

P;t+iPfc+i  du  point  correspondant  de  la  courbe. 

En  désignant  par  ;,,  \,  . . . ,  ;„  les  abscisses  des  points  ainsi  intercalés 
dans  les  intervalles  de  la  suite  a,  x^,  x,,  . ,  .,  x„,  .  . .,  b,  l'aire  du  rec- 
tangle considéré  sera  :  {x^+i  —  Xk)f{lh+i)^  et  on  pourra  écrire  : 
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(6)     .t,  =  lim  }  (x,  —  a)f{l,)  -+-  {X,  —  x,)f{l^)  -f-  ...  -h  (6  —  x„_,)  A'^n)  {• 

Celle  formule  générale  pour  la  définilion  algébrique  tiu  nombre  .i 
conlient  comme  cas  parliculiers  les  formules  (4)  et  (5). 

340.  Définition  de  lintégrale  définie.  —  .\u  point  de  vue  de  l'analyse 
mathématique,  el  ind'^in'wlajniii'Hl  Je  tuute  représentation  géomélrique, 
on  peut,  étant  donnée  une  fonction  f  x),  et  deux  nombre.s  a,  b, 
considérer  les  sommes  de  la  forme 

où  x^,  Xj,  . . .,  J*i,  ....  Xn-\,  sont  arbitrairement  choisis  entre  a  et  b, 
par  ordre  de  grandeur  croissante,  si  a  <  *,  et  par  ordre  de  grandeur 

^  Ç.  ^v  ^" 


décroissante,  si  a>6;  et  où  ;,,  l.,,  . . . .  U,  ...,  ;„  sont  eux-mêmes 
arbitrairement  choisis  dans  chacun  des  intervalles  partiels  (a,  x,), 
{x^,  jj),  . . ,,  [Xk-i,  xa),  . . .,  (x„  ,.  6),  en  lesquels  se  trouve  ainsi  décom- 
posé l'intervalle  [a,  b). 

La  limite   d'une   telle    somme   S,   lorsque   le  nombre  des   valeurs 

intercalaires  x^ a„_,  augmente  indéfiniment,  de  manière  que  le 

plus  grand  des  intervalles  partiels  tende  vers  zéro  >*',  s'appelle 
l'intégrale  définie  de  la  fonction  f{x),  prise  entre  les  limites  a  et  6:  et  se 
représente  par  la  notation 

limS=  1   f{x)dx, 

ce  qui  se  lit  :  somme  de  a  à  6  de  f{x)dx.  L'intervalle  {a,  b)  s'appelle 
l'intervalle  d'intégration,  sans  que  cela  implique  a  <.  b. 

On  donne  à  a  et  6  le  nom  de  limites  d^ intégration,  a  est  la  limite 
inférieure,  et  b  la  limite  supérieure  d'intégration. 

Remarque  i.  —  Cette  définition  suppose,  naturellement,  que  la 
limite  en  question  existe,  et  qu'elle  ne  dépend  pas  du  choix  des  x^.  ni 
de  celui  des  :^.  D'une  manière  plus  précise,  dire  que  .*^  tend  vers  une 
limite  ^.  dans  les  conditions  indiquées,  signifie  que  ÎJ  —  S  est  aussi 
petit  (jue  l'on  veut,  dès  que  le  plus  grand  des  nombres 

\x^  —  a\,\x^  —  X^\      .,.,     \Xk  —  Xk-i.      ...,        b  —  x„_i\ 
devient  suffisamment  petit. 

(1)  C'est-à-dire  que  le  plus  grand  des  nombres |  x,  —  a  ,  \  x»  —  Xj  ! ]xn-i  —  6 

tend  vers  zéro. 
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On  peut  démontrer  que  cela  a  lieu,  lorsque  f{x)  est  continue  dans 
Tinlervalle  (/<,  h).  Nous  admettrons  ce  théorème. 

/iemarque  2.  —  Les  considérations  du  début  du  paragraphe  montrent 
que  la  limite  de  S  existe,  si  f{x)  est  une  fonction  continue,  positive 
dans  l'intervalle  {a,  b),  et  si  f(x)  varie  toujours  dans  le  mémtî  sens  dans 
cet  intervalle;  enfin  on  a  supposé  a  <  b.  La  limite  est  alors  l'aire  .i". 

On  peut,  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  que  nous  serons 
conduits  à  faire  plus  loin,  montrer  que  le  cas  a  >  b  se  ramène  au  cas 
rt  <  6,  et  que  le  cas  oii  fix)  est  négatif  se  ramène  au  cas  où  f\x}  est 
positif.  On  passe  alors  au  cas  général  en  décomposant  l'intervalle 
d'intégration  en  intervalles  partiels  tels,  que  dans  chacun  d'eux,  la 
fonction  soit  de  signe  constant,  et  varie  dans  le  même  sens  *'. 

Remarque  3.   —  Dans  celte  maniè''<î  de  raisonner,  on  est  parli  de 

,y  y.  y 


l'existence  du  nombre  .1.,  mesurant  l'aire  considérée.  Or,  rien  ne 
définit  ce  nombre  a  prioi-i.  Au  point  de  vue  de  l'analyse  mathématique, 
on  doit  donc  opérer  en  sens  inverse.  On  démontre,  par  des  raisonne- 
ments indépendants  de  toute  représentation  géométrique,  que  la 
somme  S  tend  vers  une  limite,  dans  les  conditions  indiquées,  pourvu 
qu'on  fasse  sur  f{x)  certaines  hypothèses,  par  exemple  que  c'est  une 
fonction  continue. 


(1)  Si  f{x)  est  égale,  dans  l'intervalle  (a,  6),  à  une  constante  H.  positive,  on  a 

S  =  (xi-a)H+  (x5-x,)H+  ...  4-(6-x„_,)H 
=  H  [(xi  -  a)  +  (a-2  -  xi)  +  . . .  +  (6  -  x„_,)] 
=  H(6  — a). 

La  somnae  S  est  donc  égale,  ce  qui  est  évident  géométriquement,  à  l'aire  Ai,  (|ui 
est  alors  celle  d'un  rectangle.  On  a  donc  encore 

-.6 


I 


f(x)dx  =  lira  S  =  Jj. 


(2)  Ce  mode  de  raisonnement  suppose,  bien  entendu,  que  la  fonction  /(x)  est  telle 
que  la  décomposition  en  question  soit  possible,  avec  un  nombre  limité  d'intervalles 
partiels.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les  fonctions  usuelles,  et  ce  que  nous  supposerons 
toujours  dans  la  suite.  En  vertu  de  la  note  précédente,  la  fonction  peut  être  constante 
dans  tel  ou  tel  des  intervalles  partiels  en  question. 
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Et  c'est  au  moyen  de  ce  théorème  qu'o»  définit  la  mesure  de  l'aire  .i 
covime  étant  égale  à  la  limite  de  S. 

On  a  ainsi  la  définition  d'une  aire  d'un  des  types  ligures  à  la  page 
précédente  (trapèze,  triangle,  segment). 

El  par  suite  celle  de  toutes  les  aires  usuelles,  qui  pourront  toujours 
se  décomposer  en  aires  partielles  de  l'un  de 
ces  trois  types;  il  suffit  d'opérer,  comme 
l'indique  la  figure,  en  sectionnant  l'aire  à 
évaluer  par  des  parallèles  à  deux  axes  rectan- 
gulaires, convenablement  choisies.  L'arc  de 
courbe  qui  intervient  dans  un  des  fragments 
de  l'aire  ne  doit  être  rencontré  qu'en  un  point 
par  des  perpendiculaires  à  sa  base  recliligne. 

Remarque  4.  —  La  somme  S  est  une  somme 
de  termes  dont  le  plus  grand  (en  valeur 
absolue)  tend  vers  zéro,  en  même  temps  que  le  nombre  de  ces  termes 
augmente  indéfiniment.  Car  on  peut  écrire 

S  =  £, -^  £. -^  .  .  .  -+- £/>  4-  .  .  .  -h  £„. 

avec 

ej  =  (Xj  — a)/'(;,),  H  =  Kx,_  — x,^f[\^.      ..., 

e^  =  {Xk  —  Xk-l)f{lk),.        •  .  •  ,        En  =  (6  —  Xn-l)fr~n), 

et  dans  chacun  de  ces  termes,  le  module  du  second  facteur  est  borné, 
et  celui  du  premier  facteur  tend  vers  zéro. 

C'est  ce  que  Ion  exprime  en  disant  que  la  limite  de  S  est  la  soynme 
d'une  infinité  d'infiniment  petits. 

Chercher  de  telles  limites  est  un  des  objets  essentiels  du  calcul 
intégral,  de  même  que  chercher  la  limite  du  rapport  de  deux  infini- 
ment petits  est  un  des  objets  essentiels  du  calcul  différentiel. 

On  remarquera  que  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  est  une  limite 
de  la  même  nature,  puisque  c'est  la  limite  de  la  somme  des  longueurs 
des  côtés  d'une  ligne  brisée  inscrite,  et  que.  pour  passer  à  la  limite, 
on  augmente  indéfiniment  le  nombre  des  côtés,  de  manière  que  le  plus 
grand  de  ces  côtés  tende  vers  zéro  :  les  infiniment  petits  £,,  i.^,  . . .,  e„ 
sont  alors  les  longueurs  des  côtés  de  la  ligne  brisée. 

341.  Propriétés  des  intégrales  définies.  —  /.  —  Remarque  impor- 
tante.  —    .^i   a    et    b   sont  des  constantes  données,   l'intégrale  définie 

j    f(x)dx  est  aussi  une  constante;  elle  ne  dépend  pas  de  x. 

Cela  résulte  de  la  définition.  La  lettre  x,  qui  figure  dans  la  notation, 
n'indique  pas  une  variable;  elle  rappelle  les  nombres  a,  x,,  x^,  .,., 
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Xh-i,  Xh,  . . .,  J?„_i,  b  qui  servent  à  former  la  somme  S.  Dans  le  cas  où 
on  prend  Çi  =  a,  ^2::=x,,  ...,  ç„  =  x„_i,  les  termes  successifs  de  S 
s'écrivent 

e,  =  (x,  — a)/'(a),         €,  =  (a;,  — a?j)/'(j?,),     ..., 
eA  =  (A  — a^A-OA^A-i),      ...,     e„  =  {b  —  x„_i)fix„_i) 
et  ils  sont  tous  de  la  forme  f{x)dx,  puisque 

x^  —  a,         a?,  —  a?,,      ...,     Xa  —  Xa-i,      ...,     6  —  ar„_, 

peuvent  être  considérés  comme  des  accroissements  da,  dx^,  ..., 
dx/t-i,   ...  5  ax„_i. 

f{x)dx  indique  donc  que  l'intégrale  est  la  limite 

d'une  somme  de  termes  dont  chacun  est  le  produit  d'une  valeur  de  f{x) 
par  un  accroissement  donné  à  la  valeur  correspondante  de  x;  et  on 
peut  y  remplacer  la  lettre  r,  qui  nest,  comme  l'on  dit,  qu'une  lettre 
de  sommation,  par  une  autre  lettre  quelconque  :,  t,  u,  ...,  sans  que 
la  valeur  de  l'intégrale  soit  modifiée  par  ce  changement  de  notation. 
Ainsi  on  peut  écrire 

f''f{x)dx=  f f{z)dz=  f''fit)dt=z  C''f{u)du=.... 

l'a  Jii  Jn  Ja 

II.  —  Interversion  des  limites  : 

/    f{x)dx=z —   /    f(x)dx. 

On  a,  en  effet,  en  écrivant  les  termes  de  S  en  sens  inverse,  et 
changeant  leurs  signes, 

(a?„_,  —  6) /"(;„)  -h  {x„_i  —  a:„_,)/"(;„_i)  +  . . .  +  {x^-i  —  Xh)f{lk)  +  . . . 
+  (a— a^i)A?i)  =  — S; 

et  comme  les  valeurs  de  x  qui  figurent  dans  le  premier  membre  sont, 
par  ordre  de  grandeur  (voir  la  figure  du  début  du  numéro  340), 

on  reconnaît  que  ce  premier  membre  est  l'une  des  sommes  dont  la 
limite  est  l'intégrale  /  f{x)dx.  Il  suffit  donc  de  passer  à  la  limite 
pour  obtenir  la  proposition  annoncée. 

///.  —  Fractionnement  de  Vintervalle  : 

/    f[x}dx=  f   t\x)dx-\-  f  f{x)dx. 

Ja  \J  a  «/c 

Supposons  que  le  nombre  c  soit  compris  entre  a  et  6,  et  prenons-le 
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pour   un  des  nombres  .r,,   ...,  a;,,  ...,x„i.  On  aura,  par  oxemple, 
c=zXp:  el,  par  conséquent, 

S  =  [{X,  -  a)  fil,)  +  (x,  -  x,)f{l,)  -h  ...  4-  (c  -  x„_,) A',p)]  -+- 
-h  [(x,+,  -  c)  AWi)  -+-  (•r,.+.  -  a:,+i)/'(U4)  +  .  . .  +  (6  -  ^«^.) A(^n)]. 


«-: — »       »    « •— • • — • — •— 


Alors,  le  premier  crochet  est  Tune  des  sommes  qui  tendent,  à  la 
limite,  vers    /   f{x)dx;  el,  de  même,  aux  notations  près,  le  second 

crochet  est  l'une  des  sommes  dont  la  limite  est    /    f{x)dx. 

Il  n'y  a  donc  qu'à  passer  à  la  limite  dans  l'identité  précédent(î  pour 
obtenir  la  proposition  annoncée. 

Remarque.  —  La  propriété  II  peut  s'écrire,  d'une  manière  abrégée, 

/    H-  /    =0;  et  la  propriété  III  s'écrit,  de  même,    j    =       -\-       . 

'    —       —       =0;  et,  à  cause  de  II,   /    +  /    -h  /    =0. 

a  Je  Ja  va  Jh  %l  c 

Les  formules  ainsi  obtenues  . 

Ja  Jb  Ja  Jb  Je 

sont  à  rapprocher  des  formules 

ab  -i-  ba  =  0,         ab  -h  bc  -\-  ra  =  0 

qui  lient  les  valeurs  algébriques  des  vecteurs  déterminés  par  deux  ou 
trois  points  d'une  droite;  elles  sont,  à  cause  de  leur  symétrie  même, 
indépendantes  de  Tordre  de  grandeur  relative  de  a,  6,  c. 

On  en  conclut,  par  suite,  inversement,  quel  que  soit  Vordre  de 
grandeur  de  a,  b,  c,  la  formule  analogue  à  ab  =ac  -i-  cb.  Car  on  a, 
successivement, 


d'où 


j>-j:-f:=-f^£' 


On  établirait,  de  même,  la  formule  analogue  à  bc=:ac  —  ab,  c'est-à- 
dire 

Jl,  Ja  Ja 


iNTi:(;itAi,i:s   dkiimes 
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De  méine  aussi,  la  foriniilc!  sl;  généraliserait  pour  le  cas  d'un 
nombre  quelconque  do  valeurs  auxiliaires,  c,,  r„  , . .,  r„   ,  : 

/=/VfV...+/*-H."..-H/. 

»/'l  t/(l  «'I,  V' k—\  «/   «— I 

IV.  —  Multiplicalion  ou  division  par  une  constante  : 

rb  nb 

cf{x)dx  =^  c       f{x)dx. 

Si  on  pose  cf{x)  =  (f{x),  on  a  : 

(a-,  —  n)g{';,)  +  .  . .  -f-  (6  —  a^„_,)5(?n)  =  c[{x,  —  a)f[\,)  4-  . . . 

+  (6  — x„_,)A;n)]; 
et,  en  passant  à  la  limite,  on  obtient  : 

f''g{x)dx  =  c  f''f{x)dx.  (C.  Q.  F.  D.) 

Cas  particulier.  —  Pour  c  =  —  1 ,  on  a  : 

f"[-f{x)]dx  =  -  f"f{x)dx. 

V.  —  Interprétation  géométrique.  Il  s'agit  de  généraliser  l'inlerpré- 
tation  géométrique  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ  (n°  331)).  Il  eu. 
résulte,    comme    nous    l'avons    fait    observer    plus    haut,    (n"   3'«0, 


remarque  ti),  que,  pour  a  <  b,  et  pour  une  fonction  f{x)  positive,  qui, 
dans  Vintervalle  (a,  b),  varie  toujours  dans   le  même  sens,  l'intégrale 

définie     /    f{x)dx  est  égale  à  l'aire  A,  comprise  entre  l'axe  des  x,  la 

l'a 

courbe  ij  =  f{x),  et  les  droites  x=:a,  x=zb.  (Voir  la  figure  du 
numéro  33Î)).  Essayons  de  nous  afTranchir  de  ces  restrictions.  Nous 
supposerons  d'abord  a  <.  b. 

1°  Supposons  d'abord  la  fonction   f{x)   positive;   et  décomposons 
l'intervalle  {a,  b)  d'intégration  en  intervalles  partiels  tels  que  dans 
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chacun  d'eux  /(./)  varie  dans  un  môme  sens,  ou  reste  conslanle  '  . 
Supposons-en  trois,  par  exemple  :  {n,  cj,  (c,.  rj,  (c,,  0).  Les  ordonnées 
correspondantes  délinissent,  avec  les  ordonnées  extrêmes,  trois  aires 
partielles,  •' ,,  •'\,,  •'■,  (voir  la  figure  do  la  page  précédente)  ;  et  on  a. 
d'après  ce  qui  précède. 

En  ajoutant,  on  obtient  : 

A.,  -f- .i,  4-  .«3  =  /  -+-  J '  -+-  J]"  =  ('  f{x)dx. 

Donc  l'aire  totale  est  égale  à  l'intégrale  définie  totale.  L'iuté<jrale 

définie,  pour  une  jonction 
positive,  est  donc  éijnli'  à  Inire 
correspondante. 

"1"  Supposons  fix)  négative 
dans  Inut  l'intervalle.  Pour 
revenir  au  cas  précédent,  il 
suffit  de  changer  le  sens  de 
l'axe  des  y.  c'est-à-dire  de 
poser  y  =  —  y'.    La    courbe 

yz=f(x)  devient  ainsi  t/' =  —  /*(a),  et   l'aire 

correspondante  est  : 

.1=  f'y'dx=  f'  —  f{.r)d.r  =  -  f' f(x)dx. 


Un  a  donc 


f"f{x)dx  =  -X. 


Donc  l'intégrale  définie  d'une  fonction  néijdtivè  est  t^gnle  ù  l'aire  corres- 
pondante, afft'ctée  du  signe  ( — ). 

'.i"  Le  cas  général,  où  la  fonction  fia)  change  de  signe  un  nombre 
quelconque  de  fois'*',  se  ramène  au  précédent  en  fractionnant  1  inter- 
valle. Si  la  fonction  change  de  si^ne,  par  exeniide,  jiour  x  =  r,,  c^,  r,, 
et  est  positive  pourx  =  r/,  on  <Mrira 

•^a  »'rt  »'..  c'.,  J-. 

doù,  d'après  la  figure,  (voir  page  suivante) 

=  .t.-.S-+-.t.,-.lv 


r 


I)  Voir  les  nule»  (I)  cl  (2)  de  la  paj^o  107. 
(2)  Nous  excluons  le  cas  où  elle  changerait  de  Kj^iie  une  iiiniiité  il<-  ^()i^. 
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11) 


IKmc,  émit*  h  tms  fèmi^rÊl^  timtihjfpaU  df^ie  «si  égmU  è  mue  twumé 
mlftéritfme  «Tirirv». 

Les  »iiv$  &ilaé«$  ;ftaHdessus  de  Ojt  âoot  «rtelltes  <|oî  ODt  l«  «g»^(-iH). 


nkuttt^s,   L»>*  aines  «îi"!"-^-   *>!!iHd(f*s«&  de  Our  siodI  celles  qui  oïïI   le 

$i^e  d — )). 

Oar  on  a  \    =  —  /    ;  el  le  rèsulUt  pré^^ent  s'applique  alors  à  la 
secx>Dde  iolèt^^rale. 

Rè^it  ^éttérmiie.  —  Yoliî:  Aîrv  plane e«l  susiceplible dèlre  éraluée  en 
valeur  al^'brîqut^.  Ou  a^-i^-i-^ra-  ,^  *H  ^^ff.^!    :?.  "•'••-•  .!•■   ■-■•.?..•  ^''.r-^  it"it> 


d'un  mobile  qoi  en  d^rù  ^e  oûu(<>ur  d.Ans  un  sens  détermina:  el  la 
mesure  de^  Taire  sera  affeelee  du  si$ii;ne  k— )),  ou  du  signe  ( — i.  suivant 
que  son  contour  sera  décrit  de  manière  que  le  mobile  qui  le  parcourt 
tourne,  autour  d'un  point  intérieur,  dans  le  sens* des  rotations  posi- 
Uv  es.  ou  dans  le  sens  des  rotations  négatives. 

Convenons  de  plus  que  pour  les  aires  considérées  dans  ce  qui 

lun.  ««iaLk5JCi<  —  II.  * 
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précède,  le  mobile  décrira  le  contour  en  parlant  du  point  x=za  de 
l'axe  des  x,  et  se  dirigeant  d'ahord.  sur  cet  axe,  vers  le  point  x  =  b. 
Le  signe  de  chaque  aire  étant  ainsi  déterminé,  l'intégrale  est  égale 


J/ 

" 

n^ 

0 

r  c 

'  \f> 

/  —" 

à  l'a'.re  limitée  par  le  contour,  ou  à  la  somme  des  aires  partielles, 
chaque  aire  étant  prise  en  valeur  algébrique. 

Remarque.  —  La  détinitinn  que  nous  avons  donnée,  au  numéro  201, 
(t.  J,  p.  295),  pour  la  valeur  aljébrique  de  l'aire  d'un  triaihjle,  est  d'accord 
avec  la  définition  ci-dessus;  à  condition  que  l'on  convienne  que  Taire 
d'un  triangle  OAB  (voir  la  figure  du  tome  I,  p.  2fl3)  a  son  signe  déterminé 
par  la  considération  d'un  mobile  qui  décrit  le  périmètre  du  triangle 
dans  le  sens  OAB,  correspondant  à  Tordre  dans  lequel  on  énonce  les 
sommets  0,  A.  B,  en  nommant  le  triangle.  D'après  la  définition  ci-dessus, 
Taire  OAB  est  positive  si  ce  mobile  tourne  dans  le  sens  des  rotations 
positives,  et  est  négative  dans  le  cas  contraire.  11  suffit  de  faire  deux 

figures  pour  constater  que,  dans  le  premier  cas,  l'angle  AOB  a  la  dis- 
position directe  ;  et  que,  dans  le  second  cas,  il  a  la  disposition  contraire. 

342.  Formule  de  la  moyenne.  —  Supposons  a<b\  et  soit  M  une 
borne  supérieure  de  f{x)  dans  l'intervalle  (a,  b)\  de  sorte  qu'on  a. 
dans  cet  intervalle, /"(o^)^  M. 

Dans  la  somme  ; 
S=(a:,— a)/(i,)+(a?,— a7,)/(i2)+. .  .-^{Xk—Xu^,)f{lu)-\- . .  .^{b—Xn-,)f{\n) 

on  a  /"(;a)^M;  et,  en  multipliant  par  {x^  —  x^_i),  qui  est  positif,  on  a 
pour  le  terme  général  de  la  somme  :  (a?/,  —  a?A_i)/'(^,)  ^  M(x/.  —  x^-x). 
11  en  résulte  donc,  en  ajoutant  toutes  les  inégalités  analogues, 
S<M(a;,— a)-|-M(a^2— x,)+M(j;3— a?.j4-...-hM(ar„_i— x„_i)-l-M(6— a:„_,), 
'è^}^[{x^  —  a)-^{x^—x^)-\-{x^—x^)^.  ..-|-(x„_j— j:'„_î)  +  (6— j„_,)]; 
et,  en  simplifiant,  S^  Vl(6  — n).  Ainsi 

n<^b       et       /"(xj^M       entraînent         /   f{x)dx^}i\{b  —  a). 

Ja 

On  verra  de  même  que  : 
a<b      et      f{x)^vi      entraînent         /    f{x)dx'^in{b  —  a). 
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On  en  conclut  renoncé  suivant  : 

VI.  —  Si  f{x)  est  conifjris  entre  m  et  M  dans  tout  l'intervalle  (a,  0), 

XI, 
f{x)dx  est  comprise  entre  m(b  —  a)  et  M  {h  —  a). 

Cet  énoncé  ne  suppose  plus  a  <  b;  car  si  a  >  0,  on  a,  d'après  ce  qui 

précède   :   in{a  —  ô)^  f  f(x)dx^M{a  —  0);  et  on  en  tire,  en  clian- 

geant  tous  les  signes, 

m{b  —  a)'^—  r  f(x)dx  =  Ç  f(x)dx  ^  M  (6  —  a) ; 

de  sorte  que  le  sens  des  inégalités  est  seulement  changé'". 

De  la  proposition  précédente,  on  conclut,  en  divisant  par  h  —  a,  que 

1      r'' 

T ;    f(x)dx  est  compris  entre  m  et  M.  D'une  manière  plus  précise, 

tf  —  a  «/Il 

si     a<b     m(*  — a)<  r<M(6  — a),     d'où     m^j^^-^£  ^^\ 

si     a>b     m{b  —  a)^   /    ^  M  (i  —  a),     d'où     m^T /    ^M. 

On  a  donc,  dans  tous  les  cas, 

VII.  »«<7-'—  f'f{x)dx^^\. 

Supposons  que  M  soit  la  plus  grande  valeur  de  f{x)  dans  l'intervalle, 
et  m  la  plus  petite.  Les  inégalités  précédentes  expriment  que  le  terme 
moyen  a  une  valeur  a,  comprise  entre  m  et  M.  Elles  peuvent  donc  se 
remplacer  par 

(S)  T-^    f''f{x)dx  =  <x,         rn<  u.<M; 


ou 


9)  f  f{x)dx  =  ^{l>  —  a).         m<a<M, 

OÙ  a  est,  comme  nous  l'indiquons,  un  nombre  compris  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  de  f(x}  dans  l'intervalle. 

De  plus,  comme  f(x)  est  supposée  continue  dans  tout  l'intervalle, 
f{x)  ne  peut  passer  de  sa  plus  petite  à  sa  plus  grande  valeur  sans 

(I)  Conséquence.   —  Si   \f{x)\  est  inférieur  à   P   dans   iinterualle    a,   b),  l'intégrale 

j    f(x)dx  est,  en  valeur  absolue,  inférieure  ù\  b  — a    P. 

Car/(x)  est  compris  entre  —  P  et  +  P.  de  sorte  que  l'intégrale  est  comprise  entre 
—  (6  — a) Pet  (b  —  a)P. 
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passer  par  cette  valeur  ix.  et  on  a,  [x  =  /'(c),  c  étant  un  certain  nombre 
de  rintervalle  (a.  h).  On  écrira  donc,  au  lieu  de  (9), 

(10)       j  f{x)dx  =  {h  —  a)f{c),         c  =  a-hO{b  —  a),         0<0<1. 

Les  égalités  (8).  (9).  (10),  coirstituenl,  sous  trois  formes  différentes, 
ce  quon  appelle  la  formule  de  la  moyenne. 

Interprétation  géométrique.  —  Supposons  f{x)  positif  dans  l'inter- 
valle,   et    a<zb.     L'intégrale    est    égale    à     l'aire    .1=  UAHKBVU; 

et  b  —  rt  =  UV.  La  plus 
petite  valeur  m  de  f{x) 
est  K'K  ;  et  la  plus  grande 
valeur  M  est  H'H. 

L'aire  .1  est  comprise 
entre  les  aires  7n{b  —  a) 
et  M{b  —  fl) des  rectangles 
UA'B'V  et  UA"B"V,  dont 
le  premier  est  intérieur 
à  .1),  et  dont  le  second 
contient  Â>  à  son  inté- 
rieur (Proposition  VI). 
L'aire  .1  est  donc  égale  à.  celle  d'un  rectangle  Ua^V,  de  même  base 
et  de  hauteur  intermédiaire.  Ua  =  a,  Convenablement  choisie.  La  con- 
dition est  que  les  aires  hachurées  situées  au-dessus  et  au-dessous  de  a^ 
soient  équivalentes.  On  a  ainsi  .1.  =  \i.{b  —  a),  ce  qui  est  la  formule  (9). 
Enfin,  il  y  a  ici  deux  valeurs  c,  telles  que  [x=:/'(c)  :  elles  corres- 
pondent aux  points  où  a,3  rencontre  l'arc  de  courbe  donné  AHKB. 

Valeur  moyenne.  —  La  valeur  p.  de  la  fonction,  définie  par. la  for- 
mule (8),  s'appelle  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  dans  l'intervalle 
{a,  b).  Cette  notion  de  valeur  moyenne  intervient  dans  beaucoup  de 
questions  de  physique. 

On  peut  se  rendre  compte  qu'elle  est  une  généralisation  de  la  notion 
élémentaire  de  moyenne  arithmétique. 

En  effet,  supposons  qu'on  ait  divisé  l'intervalle  (a,  h)  en  n  parties 
égales;  et  soient  a.  x^.  x.^,  . .  .,x„_i,  b  les  bornes  des  intervalles  suc- 
cessifs ainsi  déterminés.  On  aura  : 

.  b  -r-  a 

et,  en  prenant  la  somme  S  sous  la  forme  (1), 


nous  aurons 


S  =  ^[/(a) 


A-^.) 


A^n-0]. 
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Nous  lirons  de  là  : 

f{a)  +  f{x,)-i-  ...-hf{Xn-0  = 
el,  pour  plus  de  symétrie, 
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nS 


/iS 


La  moyenne  arillimétique  des  valeurs  de  /"correspondant  à  toutes  les 
valeurs  de  x,  en  progression  arithmétique,  a,  x,,  a-.,,  ...,  x„_,,  b,  est 
donc  : 


1 


tI/'(«)+A>^-.) 


f{^.  ^)-\-nf^}]= 


1 


m- 


El.  si  on  passe  à  la  limite  dans  le  second  membre,  on  voit  que  cette 

moyenne  arithmétique  tend  vers  : 

1                     1      r* 
T .  limS^-^ /    f{x)dx,  c'est-à-dire  vers  ce  que  nous  avons 

0  (l  0  Q,  Ja 

appelé  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  dans  l'intervalle. 

Valeur  efficace.  —  On  introduit  aussi  en  physique,  sous  le  nom  de 
valeur  ef/icace  de  f{x)  dans  Vinlervalle  (a,  h),  la  racine  carrée  y  de  la 
valeur  moyenne  du  carré  de  la  fonction.  Cette  valeur  efficace  y  satisfait 
donc,  par  définition,  à  la  formule 

343.  Relation  entre  les  intégrales  définies  et  indéfinies .  — 
Les  deux  notions  din- 
tégrale  définie  et  d'inté- 
grale indéfinie  ont  une 
interprétation  commune 
par  les  aires  (n"  3Ui  el 
n"  339);  on  doit  donc 
prévoir  un  lien  étroit 
entre  elles. 

Supposons    f{.v)  posi- 
tif, pour  les  valeurs  aux- 
quelles nous  aurons  af- 
faire. Traçons  la  courbe  y  =  f{x),  et  les  ordonnées  U.\.  HM,  VB  qui 
correspondent  aux  valeurs  o,  x,  b  de  Tabscisse. 

Supposons  encore  a<b.  Soit  ¥{x)  une  fonction  primitive  quel- 
conque de/"(jr),  V{x)=  Ç  f{x)dx:VQ.\vQ  UAMR  étant  aussi  une  fonction 
primitive  A(a?)  de  f{x),  on  a,  puisque  deux  fondions  primitives  ne 
peuvent  différer  que  par  une  constante  addilivc, 

(11)  k{x)  =  ¥[x)-^C. 
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Ur,  pour  x=za.  on  a  A  =  0,  puisque  les  ordonnées  UA,  RM,  qui 
comprennent  l'aire,  se  confondent.  Donc 

0  =  A(a)  =  K(a)-l-C,         ou         C  =  — K(a). 

De  sorte  que  la  formule  (11)  devient 

(12)  \{x)  =  F(x)~F{a). 

Si,  en  particulier,  on  y  fait  a;  =  A,  on  obtient,  pour  A,  l'aire  .i^UABV; 

c'est-à-dire  l'intégrale  définie    /    f{x)dx. 

I.  —  Formule  pour  le  calcul  des  intégrales  définies.  —  On  a  donc  la 
formule  annoncée  : 

(13)        r  f{x)dx=F{b)  —  F{a),         avec        V{x)=  ff{x)dx. 

Cette  formule  ramène  le  calcul  des  intégrales  définies  au  calcul  des 
fonctions  primitives  ou  intégrales  indéfinies. 

On  convient  d'écrire  ¥{b)  —  F  (a)  =  [F(x)]|;,  ce  qu'on  énonce  :  ï{x) 
pris  entre  a  et  b.  La  formule  s'écrit  alors 

(14)        r  f{x)dx  =  [¥{x)\''a,         avec        V{x)=  ff{x)dx. 

On  pourrait  l'écrire  sous  une  forme  plus  condensée,  el  plus 
expressive  : 

£f{x)dx=yf{x)dx']^^, 

qui  montre  que  cette  règle  de  calcul  des  intégrales  définies  est,  en 

quelque  sorte,  indiquée  par  la  notation    /    f{x)dx. 

Inversement,  l'aire  variable  k{x)  étant  Tune  des  intégrales  indéfinies 
de  f{x)dx,  {n"  301),  et  étant  égale  d'autre  part,  {n°  340),  à  rintégralc 

définie    /    f{x)dx,  on  conclut  que  : 

II.  —  L'intégrale  définie    /    f(x)dx,  considérée  comme  fonction  de  sa 

l'a 

limite  supérieure  x,  est  l'une  des  intégrales  indéfinies   j  f{x)dx. 

Remarque  1 .  —  Cette  propriété  explique  que  l'on  ait  été  conduit  à 
employer   le   même    mot,    [intégrale),    pour   désigner   les    intégrales 

définies  et  les  intégrales  indéfinies;  et  aussi  le  même  signe    /  .  Le  mot 

indéfini  rappelle  l'existence  dune  constante  arbitraire  dans  l'intégrale 
indéfinie. 
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Remarque  2.  —  Od  peut  préciser  davantage,  si  on  se  rappelle  que 

A(j)=  /    f(x)dx  s'annule  pour  x  =  a.  Car  le  calcul  ci-dessus  montre 

<  Il 

qu'il  n'y  a  qu'une  seule  intégrale  indéfinie,  F(a-)-f-C,  qui  s'annule 
pour  xz=a,  celle  pour  laquelle  C  =  —  V(a).  On  complétera  donc 
l'énoncé  précédent,  en  disant  : 

f{x)dx  est  celle  des  intégrales  indéfinies 

II 

de  la  différentielle  f(x)dx  qui  s'annule  pour  x  =  a. 

Remarque  3.  —  On  remarquera  que  la  notation    /    f{x)dx  n'est  pas 

correcte,  x  désignant  à  la  fois  lu  limite  supérieure  de  l'intégration,  et 
la  lettre  de  sommation,  (cf.  n'   3  41,  I)  :  il  vaudrait  mieux  changer 

cette  dernière,  en  écrivant,  par  exemple,    /    f(u)dn:  mais  c'est  l'autre 

notation  qui  est  la  plus  usuelle. 

Remarque  4.  —  Le  fait  que  /  f{x)dx  est  une  intégrale  indéfinie  de 
f{x)dx  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Théurème.  —  La  dérivée  d'une  intégrale  définie,  considérée  comme 
fonction  de  sa  limite  supérieure,  s'obtient  en  remplaçant,  dans  la  fonction 

sous  le  signe    l  ,  la  variable  par  cette  limite  supérieure. 

Ainsi,  si  on  pose   j    f{x)dx  =  <l' (a,  b),  on  aura. '-:j-  =  f{b). 
Hemarquons  que 

I  ''  f{x)dx  =  —  1    f{x)dx, 

t't  nous  conclurons  que  ^  =  —  —  /    f(x)dx  =  —  f{a). 
Ainsi  : 

(lo)     y|  =  /(*),         ^  =  -A«),         pour         <l>{a,b)  =  f''f{x)dx. 

344.  Démonstrations  analytiques  des  résultats  précédents.  —  Les 
réï^ullats  précédents  n'ont  été  établis  que  sous  les  conditions  a  <  b, 
fU)  >  0.  H  est  facile  de  les  obtenir  directement  en  toute  généralité. 

1"  On  a  en  effet,  en  posant,  comme  ci-dessus,  /  f{x)dx=']>(b).  et 
donnant  à  b  un  accroissement  //, 

A'I>  =  <I'  b~li)  —  >\>  b  =  Ç''^"f(x)dx—  f''f{x)dx=  f'"'' f{x)dx: 
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et,    en  appliquant   le  théorème   de   la   moyenne,    (('quation   (10)  du 
numéro  342), 

A<l>  =  [{()-+-  h)  —  b]f{c)  =  hf{c),         {c  compris  entre  h  et  h -h  h)  : 

Donc  : 

Si  on  fait  tendre  h  vers  zéro,  c,  qui  est  compris  entre  6  et  6  -h  /i, 
tend  vers  b;  et  /*(c)  tend  vers  f'{b),  car  on  suppose  f{x)  continue.  Donc 

-Tjr  tend  vers  f{b);  c'est-à-dire  que  <1>  a  une  dérivée,  qui  est 

C'est  le  théorème  énoncé  à  la  fin  du  numéro  précédent. 

Ce  théorème  équivaut,  en  changeant  les  notations,  à  celui-ci  : 

«I)(a:)=   /    f{x)dx     a  pour  différentielle     f{x)dx. 

C'est  le  second  des  résultats  fondamentaux  précé  lemmenl  obtenus. 

liemarque.  —  La  définition  analytique  de  l'intégrale  définie  (n°  340) 

.  f{x)  dx^O; 

ce  qui  sera  d'accord  avec  l'interprétation  géométrique  de  rintégi-ale 
définie  par  une  aire.  Le  raisonnement  ci-dessus  s'applique  alors  encore 
pour  b  =  a,  et  l'énoncé  précédent  subsiste  pour  x^=a.  On  peut,  de 
plus,  en  reprenant  le  raisonnement  de  la  remarque  2  du  numéro 
précédent,  donner  de  nouveau  à  cet  énoncé  la  forme  plus  précise  III  : 

nx 

L'intégrale    définie     j    f{x)dx  est   celle  des  intégrales  indéfinies   de 

f{x)dx  qui  s'annule  pour  x=z  a. 

2°  Si  on  introduit  maintenant  une  intégrale  indéfinie  quelconque 
F(ic)=  f{x)dx,  on  peut  reprendre  un  raisonnement  analogue  à  celui 
du  début  du  numéro  343.  On  a,  d'abord, 

(16)  .l.(.r)  =  F(a7)H-C, 

puisque   •!>  et  F  sont   deux    intc'grales   indéfinies   de   la    même  dilTé- 
rentielle  f{x)dr. 

Faisant  ensuite  dans  celte  identité,  x=^a,  un  ul)lient  : 
0=F(o)-f-C,         ou        C  =  — F(o); 
et  l'équalion  (16)  devient,  avec  celte  valeur  de  C, 

.I.(x)  =  F(6)-F(a). 
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On  en  lire  donc,  pour  x  =  b, 

*t>{b)=f''f{x)dx  =  V{fj)  —  F{ay, 

Cest  le  premier  des  résultats  essentiels  qu'il  s\igiss(til  de  retrouver. 

345.  Premières  applications.  —  Application  1.  —  Aire  d'un  segment  de  parabole.  — 
Soit  à  calculer  l'aire  du  serment  de  parabole  sous-tendu  par  une  corde  MM'  perpendicu- 
laire à  l'axe.  Nous  calculerons  la  moitié  supérieure. 
L'équation  de  la  courbe   esiy'-  =  2px,  et  on  a 
à  calculer 

.3 

A(x)=    /     ydxz=:}/2p  I     \/xdx=\'2p.  U-i" 

Comme   la    fonction    primitive  employée  s'an- 
nule pour  X  =  0,  il  vient  simplement 

2    ~    ?       2    —        -      2        2 

\=^\2pTi  =  .^y,2p.xy,x  =  ^x.  v2px  =  j^X/. 

On  voit  ainsi  que  l'aire   ombrée  est   les  ~.  de 

celle  du  reclan{rle  OL'MV.  Donc  la  parabole 
partage  l'aire  de  ce  rectangle  dans  le  rapport  de 
2  à  1. 

Application  2.  —  Aire  d'une  parabole  du  deuxième  ou  du   troisième  degré.  —  Soit  à 

/"' 
calculer  une  intégrale  do  la  forme    /    ydx,  avec  y  =  Ax^  +  Ba;^  -|-  Cj  -f  D. 

Nous  pouvons  faire  un  transport  d'origine,  en  [trenant  Torigine  nouvelle  au  milieu 
de  l'intervalle  (a,  6);  la  fonction  y  restera  du  troisième  degré. 


y 

H 

r 

— — 

^^v^^ 

Q 

if  <"]  v 

Pour    ne    pas    compliquer   les   notations,   supposons    que    cela   ait  déjà  été  fait, 
c'est-à-dire  que  l'on  ail  a  =  —  h,  6  =  +  /'•  L'intégrale  est  donc  : 

A,  =    /       (Ax3  +  Bx2  +  Cx  +  \))dx  =     A  ^  -4-  By  +  C^  -f-  Dx  I .     . 

Les  termes  de  degré  pair  en  h  se  détruisent  ;  ceux  de  degré  impair  se  doublent ^ 
et  il  reste 


(i) 
Posons 


A3 


Jh  =  2B  ^  -f-  2D/. 


yi  =  UP  =  —  A/i'  +  B/ii  —  C/t  +  D,        vo  =  VQ  =  A/t^  -f  B/i2  -j-  C/i  -f  D 

Vo=OR=:b, 
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et  nous  aurons  : 

V,  4- v.=  2B/IÎ  +  2D;        donc 

de  sorte  (jue  la  formule  (t)  s'écrit  : 


2H/.2=rv,  +  v,-2j'o-, 


(2) 


a.  =  v' [vi  +  y,  -  2jol  +  2/.v„  =  ^  (.r,  +  y.  +  4yo). 


Si  on  pose  enfin  L'V  =  2/»  =  H,  il  vient  : 


(3) 


•^^'  =  ^(yi  +  v,  +  4v„). 


'  Cettfc   formule   fait  intervenir  la  hauteur  H 

du  trapèze   mixtiligne,   ses  bases  y^   et  y»,   et 

la  section    Vq  parallèle   aux  bases,  et  équidis- 
tante  de  ces  bases. 

346.  Exemples  d'intégrales  définies. 

1°      /    '   — — j=|Arctgx        .en   prenant   pour  fonction  primitive  la  détermi- 

nation  principale  de  lare  tangente. 

Alors   Arctg(l)  =  j,    Arc  tg(— 1)  =  -  ^;   donc   |^Aic  tg-rj^^  = '^  -  (  —  ^)  =  |. 
Ainsi 


X 


+'     dx 


,      1  +  X2  2 

2°       /  ^    - .  On  prendra  pour  intégrale  indéfinie  Arcsinx,  et  on  a 

Arcsin(.5)  =  |,         Arcsin(0)  =  0. 

Donc  la  valeur  de  l'intégrale  est 

1 

[Arcsina:|j  =  |-0  =  ^. 


Ainsi 


r^ dx      _Tz 

Ji)    Jl  —xi~  6" 


3°    Comme  exemples  d'inlrgrales  définies,  considérées  comme  fondions  de  leur  limile 
supérieure,  nous  avons  les  formules  simples  et  importantes  : 

dx  .  /'-"      dx 


logj- 


=  r'i'  ■^-'^'^=xv 


+  a;2' 


Arc 


r^     dx 

sinx=    /  ■ 


4"  Comme  exemple  de  valeur  moyenne,  cherchons  la  valeur  moyenne  de  la  force  vive 
d'un  point  matériel  de  masse  m  animé  d'un  mouvement  vibratoire  rcctiligne  simi)le, 
pendant  une  période  du  mouvement. 

La  vitesse  est  de  la  forme:  i'  =  <i.sin"'  .  T  étant  la  période,  l.a  valeur  moyenne 
cherchée  est  donc 


1     /••■+T       ,     ■    ,2T.t.,       mai    z-'+r 


2nt 


dl. 
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Eu  écrivant  sin'-^^  =;  .jl  1  —  cos-;^-),  nous  voyons  que  l'intégrale   indéfinie  est 

mais  le  sinus  reprend  la  même  valeur  aux  deux  limites  de  l'intégration;  et  l'intégrale 
délinie  se  réduit  à  : 

Donc 

mai    T       1      , 
(j.  =  -qî-  •  2  =  .^fna~, 

ce  qui  est  la  moitié  de  la  force  vive  maxiina. 

Remarque,  —  La  démonslralion  de  la  formule  fondamentale  (13) 
(13)  f''f(x)dx=V{h)~V(n), 

l'a 

suppose  que  la  fonction  V(x)  a  une  valeur  unique,  bien  déterminée, 
pour  chaque  valeur  de  x  appartenant  à  l'intervalle  d'intégration;  car 
cette  hypothèse  est,  ainsi  que  celle  de  la  continuité  de  V{x),  implici- 
tement contenue  dans  le  fait  que  F(.r)  a  pour  dérivée  fix),  dans  tout 
l'intervalle  d'intégration,  fait  qui  sert  de  fondement  à  la  démonstration 
de  la  formule  en  question  '  . 

Cela  nécessite,  dans  certains  cas,  quelques  précautions  dans  l'appli- 
cation de  cette  formule. 

Soit,  par  exemple,  a.  calculer  l'intégrale  définie 

rn  0=    r fa 

Ju    '^  cos-a;  +  1 

Cette  intégrale  a  un  sens,  car  la  fonction  sous  le  signe    / 

^^^  •^*'''="3cosia;+l' 

est  continue  dans  l'intervalle  d'intégration  (0,  t:). 
Pour  trouver  une  intégrale  indélinie 

nous  appliquons  la  méthode  indiquée  au  numéro  310,  en  posant 

du  ,  1 


tg./-  =  u,         x=ArclgH.         dx  = 


1  +  u-i  '  1  -I-  u^ 

La  dilférentielle  à  inlégrer  devient 

d- 
dx  du  du  1  2 


3cos-jr-l-l       3  +  (l-t-u-)       4 -)- u- 


'+(!)" 


(1)  Nous  avons  supposé,  d'autre  part,  la  continuité  de /(x)  dans  l'intervalle  d'inté- 
irration,    puisque  nous  avons  fait  intervenir  cette  hypothèse  dans  In  dédnition  de 


l'intégrale  di'llnie    /     f{x)dx. 
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D'où  la  fonction  primitive  .-,  Arc  tgru,  c'est-à-dire 


[*] 


F{x)  =  ^A^ct^'(Jtgxy 


Nous  avons  supposé,  implicitement,  dans  ce  calcul,  — 2^-^"^2"  ^''''^  ^°  vérifie 
immédiatement  que  la  fonction  [4]  a  pour  dérivée  f(x),  sans  que  celle  restriction 
intervienne;  il  suflirail  aussi,  pour  la  lever,  de  tenir  compte  de  la  périodicité  des 
fonctions  [2]  et  [4]. 

Relativement  à  l'intervalle  d'intégration  (0,  tt),  il  reste,  néanmoins,  une  difficulté, 

pour  la  valeur  .r  =  ";  car  on  trouve,  en  faisant  tendre  x  vers  ^  dans  la  formule  (4), 

Donc  l'intégrale  indéfinie  [4]  n'a  pas  une  valeur  unique,  bien  déterminée,  pour 
x^^;  et  la  formule  i,i3)  ne' peut  s'appliquer  directement,  en  utilisant  cette  fonction, 
au  calcul  de  J).  Voici  comment  on  lèvera  la  difficulté. 

Premier  procédé.  —  On  fractionne  l'intervalle,  en  écrivant 

'       ^/u    3cos-x4-l       Jr   3cos-a-+t' 
et  on  prend  F(  ^  1  =  t  pour  la  première.  F(  ~  )  =  —  r  pour  la  seconde;  ce  ^\\x\  donne 

•'=[î-"]  +  ["-(-ï)]=l- 

Second  procédé.  —  On  peut  substituer  à  la  fonction  ^4]  une  quelconque  des  branches 
de  la  fonction 


15]  F(x)  =  2arctg(^2'S-^)' 


sans  qu'elle  cesse  d'aToiT"^/(x)  pour  dérivée;  et  il  suffira  de  choisir,  dans  cette  formule, 
la  détermination  de  l'arc  tangente  de  manière  à  avoir  une  fonction  F(x)  bien  définie  (et 
continue)  dans  l' intervalle  d'intégration.  Cela  se  fait  en  prenant 

(  F(x)  =  :j  Arctg(^tgx|        pour        0;^a;^J, 

[6]  ^^  -  \-         / 

/  F(.r)  =  {   [t:  +  Arc  tg(^  tgarj]         pour        |  ^  x  <  tt; 

car  on  a  bien  Jiinsi 

F(^_ûj  =  F(|  +  0)  =  ^. 

L'applicatibn  directe  de  la  formule  (13)  à  ^1  donne  ainsi 
0  =  l[7r  +  0]-^(Û)  =  ^. 
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5;  2.  —  calc[:l  approché  des  intégrales  définies 

347.  Formule  de  Simpson  pour  le  calcul  approché  des  intégrales.  — 
Quand  on  ne  peut  pas  obtenir  une  forme  explicite  de  rintégrale  indé- 
finie   /  f{x)dx,   en  appliquant   1rs   méthodes  d'intégration    usuelles 

r'' 

(chap.    i),    on    évalue    l'intégrale    définie     /    f{x)dx   par   un   calcul 
approché  ". 


u 

^ 

B 

A 

y> 

yz 

^s 

y. 

^s 

'Jzn-i 

Vzn 

hn,, 

0 

/ 

y 

i 

3' 

Une  formule  simple  résulte,  de  rapplicalion  de  la  (ormule  du 
numéro  345,  application  II.  On  décompose  Tinlervallo  {a.  h)  en  un 
nombre  pair,  2??,  de  parties  égales.  Soient  »/,,  y^,  .  . .,  yt,,  les  ordonnées 
des  points  de  division. 

Les  ordonnées  impaires  j/,,  j/j,  y.,  . . . ,  y2n+\  seront  considérées  comme 
les  bases  de  n  trapèzes  mixtiiignes  que  l'on  assimile  à  des  trapèzes  dont 
le  côté  courbe  serait  une  parabole  du  deuxième  ou  du  troisième  degré. 

On  a  ainsi  approximativement ,  par  la  formule  (2)  du  numéro  345, 

pour  h  ^ 


b  —  a 


2n 


^^'  =  ô(yi 


h 


ou 

.    h-, 

ou  enfin 


-  yin+i)  -h  (y 


%J 


b  —  a, 


l/i»-\) 


î/?«+r 


V; 


4y,„) 

-Vin)] 


i)n 


E-h2I'  +  4P]. 


On  se  rappellera  que  le  nombre  des  divisions  est  2n. 

(1)  Si   on  fait  le  calcul  pour  diverses  valeurs  de  b,  on   a  un  certain  nombre  de 

valeurs  de  Y  =    /     f{x)dx;  et  on  peut  dresser  une  table  des  valeurs  de  cette  fonc- 

tion  de  .r,  qui  est  une  intégrale  (indéfinie)  particulière  de  f{x)dx.  Ce  sera  donc  alors 
l'intégrale  déllnie  qui  fournira  l'intégrale  indéfinie  inconnue. 
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Dans  celle  formule,  E  esl  la  soinine  des  ordonnées  exlrèmes,  I'  celle 
des  ordonnées  de  rang  impair  (à  l'exceplion  des  ordonnées  extrêmes), 
P  la  somme  des  ordonnées  de  rang  pair. 


348.  Formule  de  Poncelet.  —  La  mélliode  suivante  a  lavanlage  de 
donner  aisément  une  limite  de  Terreur  qui  résulte  des  approximations 
admises,  à  condition  que  la  concavité  de  l'arc  de  courbe  ne  change 
pas  dans  l'inlervalle  d'intégration,  ce  (jue  nous  supposerons. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  où  la  courbe  tourne  sa  concavité 
vers  le  bas.  L'intervalle  (a,  b)  sera  divisé  en  un  nombre  pair,  2n,  de 
parties  égales.  On  a  ainsi  2/?  -+- 1  ordonnées  y^,  y.,,  . . .,  y>n+i-  Joignons 
les  extrémités  GDEF  des  ordonnées  de  rang  pair;  et  joignons  les 
extrémités  des  ordonnées  extrêmes  AA',  BB'  à  celles  des  ordonnées 
voisines  (y,  et  j/i„).  Nous  formons  ainsi  des  trapèzes  inscrits,  ACC'A', 
CDD'C,  . .  .,  EFF'E',  FBB'F',  dont  la  somme  esl  inférieure  à  Taire,  (ou 
intégrale  définie),  à  évaluer.  On  a  ainsi  : 


A>h. 


.'/i 


.'/. 


2/« 


?/•> 


2h 


?/;  ^  y„ 


2A. 


.Vi/.- 


y^n 


h. 


y>n  -H-  y-m+i. 


les  trapèzes  extrêmes  ayant  pour  hauteur  /i=— ^ — ,  et  les  autres 

ayant  pour  hauteur  2A.  Donc,  en  remarquant  que  chaque  ordonnée  de 
rang  pair  intervient  deux  fois. 


j/,„)  +  2(y,-hrj, 


î/2"- 


^^■>h  [2(2/1-+- î/^.+i) 
ce  qu'on  peut  écrire  : 

•^^  >  h  [^(y,  +y2n+i  —  y.,  —  y>n)  -4-  2(î/,  -h  y, 

ou  enlin,  en  désignant  encore  par  P  la  somme  des  ordonnées  de  rang 
pair, 


4-  y>n-2  +  y 


..] 


(1)     .».>/i(2P4-2A), 


h  = 


h  —  a 


2« 


^  =  iXVi-^  ]|in-^  —  y.  —  ytn)- 


Menons,  d'autre  part,  les  tangentes  aux  extrémités  des  ordonnées 
de  rang  pair,  jusqu'à  leurs  points  de  rencontre  avec  les  ordonnées 
voisines  prolongées.  Nous  formons  ainsi  des  trapèzes  UVV'A',  WRR'V, 
. .  .,  YZB  T',  dont  l'ensemble  contient  à  son  intérieur  Taire  à  évaluer.. 
On  a  pour  Taire  du  premier,  par  exemple,  2/i//^.  Donc 

(2)        .V  <  2/1  (j/,  +  j/,^... +(/„.),         ou         .^</i.2P. 


' 
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D'où,  en  ri'unissant  les  formules  (1)  et  (:2) 
(3)  h{^\*~[--l\)<.\.<fiMl\ 

De  sorte   que  si  on  prend,  pour  .!•,  la  moyenne  aritlunétique  des 
termes  extrêmes  de  cette  formule,  on  aura  une  valeur  approchée  dont 


/j'     c'     v     D'    R'    E'    r    r    B' 


l'erreur  sera  au  plus  égale  à  la  demi-difrérence  de  ces  termes  extrêmes, 
c'est-à-dire  à  /*  1  ^  |. 

On  a  ainsi  la  formule  de  Poncelet,  qui  donne,  pour  l'aire  Jh,  la  valeur 
approchée 

(4)  ,a,=  ^(2P4-A),         erreur  <^'|A| 

où 

1 

P  =  î/a  -^  ?/4  +  •  •  •  +  Î/2,M  A  =  ^(y,  -+-  t/.„+i  —  î/,  —  y,„). 

Remarque.  —  D'après  le  théorème  des  accroissements  finis,  la  fonc- 
tion à  intégrer  étant  y  =  f{x),  on  a  : 

yi  —  yi  =  hf'(a'),      yin+i  —  y2n  =  hf'{b'). 

a'  étant  compris  entre  a  el  a-h  h;  et  h'  étant  compris  entre  b  —  h  et  b. 
Donc 

hl  =  ^[f'{b')-r{ay^. 

Comme  on  suppose  que  f"  est  de  signe  constant,  f  varie  toujours 
dans  le  même  sens,  de  sorte  que,  en  valeur  absolue.  f"{b'  — /'(a  )  est 
plus  petit  que  f'{b)  —  f'{a).  Donc 


h\\<jf'(b)  —  r{n)l         avec 


h 


h  — a 
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Ainsi  rerreur.  quand  on  divise  rintervalle  en  2»  parties  égales,  est 
moindre  que 

Celle   expression   d'une   borne   supérieure   de   l'erreur  permet   de 
choisir  n  de  manière  à  obtenir  une  approximation  lixée  à  l'avance. 

349.  Procédé  graphique.  —  Klanl  donnée  la  courbe  (C),  y  =  f{x),  on 

se  propose  de  tracer  la  courbe  intégrale  V  :=  /    f{x)dx. 

Un  pourra  employer  la  méthode  des  isoclines  (n°  321)  car  il  s'agit  de 
la  courbe  intégrale  de  l'équation  différentielle 

d\       f,  , 
qui  satisfait  à  la  condition  initiale  Y  =  0  :  pour  x=^x^. 


1 

"1/ 

r 

• 

/VX^ 

f-^- 

^ 

F              0 

-^0 

A        jc 

-^i 
/. 

-^3 
's 

(C 


Le  point  de  départ  sera  donc  le  point  \^  de  l'axe  des  x,  qui  a  ar  =  a?o 
pour  abscisse. 

Les  isoclines  sont  des  parallèles  à  0//,  soient  !„,  I,,  I^,  I^,  ..., 
d'abscisses  x^,  x^,  Xj,  .Tj,  ...  ;  car  les  courbes /(a?,  yi  =  m  du  numéro  321, 
sont  ici  f(x)  =  m,  ce  qui  entraîne  x  =  constante. 

Pour  chacune  d'elles,  la  pente  correspondante  des  intégrales  est 
m=f{x),  c'est-à-dire  qu'elle  est  mesurée  par  l'ordonnée  de  la 
courbe  donnée.   En  projetant  en  V(„  V,,  V^.   ...,  sur  Oj/,  les  points 
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Mo,  Mp  Mj,  ..,,  où(C)  est  rencontrée  par  les  isoclines,  on  obtient  en 
I'Vq,  PVp  PVj,' . .  .,  les  directions  des  côtés  successifs  de  la  ligne  brisée 
ApCjCjCj,  . . .,  construite  suivant  la  règle  du  numéro  321. 

Suivant  la  nième  règle,  il  ne  restera,  après  avoir  tracé  celte  ligne 
brisée,  qua  dessiner  une  courbe  A^A^A^Aj,  ...,  tangente  aux  côtés 
successifs  A^C,,  C,C,,  CX,,  . . .,  aux  points  A,,,  A,,  A.^,  . . . ,  qui  sont  sur 
les  isoclines  successives.  Cette  courbe  sera,  sous  une  forme  approchée, 
la  courbe  intégrale  cherchée. 


§   3.   —   CALCUL   DES  INTÉGRALES   DÉFINIES 

350.  Méthode  générale.  —  Extension  de  la  notion  d'intégrale  définie. 

D'une  manière  générale,  comme  nous  l'avons  vu,  le  calcul  des  inté- 
grales définies  se  ramène  au  calcul  des  intégrales  indéfinies  par  la 
formule  : 

(1)        f'f(x)dx  =  F(fj)-F{a)  =  [F(x)l,         où         F(x)=  f  f{x)dx. 

*.   (l  %J 

Cette  formule  conduit,  de  plus,  aux  extensions  suivantes  de  la  notion 
d'intégrale  définie. 

I.  —  La  fonction  f(x)  est  infime  pour  une  des  limites  d'intégration. 
Si  f{x)  devient  infini  pourx  =  ^,  et  si  l'intégrale 

rf{x)dx=F{x)  —  Fia) 

tend  vers  une  limite,  lorsque  x  tend  vers  à,  cette  limite  D  sera,  par 
définition,  l'intégrale  définie   /   f(x)dx.  On  aura  donc,  dans  ce  cas 

l'a 

cT=    f'f{x)dx  =  UmF{x)  —  F{a). 

J"'       dx  T 

'. =  Arc  sina-  tend  vers-  lorsque  x  tend  vers  I,  quoique 
0    \  1  —  X-  2 

la  fonction  sous  le  si^ne     /     devienne  alors  infinie.  On  écrira  : 

dx  7t 


/- 


\—x^       2 


Exemple  2.      /     ^  =  Ioga-.   Si  on  fait  tendre  x  vers  zéro,      devient  infini;  mais 

ici,  logx  devenant  infini,  l'intégrale    /    —  n'a  pas  do  sens;  on  peut  dire  quelie  est 
égale  à  —  x. ,  comme  logx. 

r^    dx 

Exemple  3.      j         ,      ,  où  m  a  une  valeur  positive  quelconque  (eoticre  ou  non» 

et  où  a  <  b.  L'intégrale  a  pour  valeur,  pour  a  •<  x  <C  6, 

MATH.    r.ÉNÉHALES.    —    II.  9 
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ï \-, , ,.,.    . . ....    I  > .     SI     m^l;     et     log r,     si/n  =  l. 

1 — m  (  (X — 6l'''-i       [a  —  6)'"-'  V  a  —  b 

Si  donc  m  r?  1,  elle  devient  infinie  litrsque  x  tend  vers  6;  si  m  <;  1,  elle  tend  vers 
1                  1 


m— 1     (a— 6)»'-i 


Règle.  —  On  démontre  que  si  f[x)  est,  par  l'apport  à  . ,  un  infini- 
ment grand  d'ordre  déterminé,  inférieur  à  1,  (ou,  plus  généralement, 
d'ordre  inférieur  à  un  nombre  a,  plus  petit  que  1),  Vintégrak, 


I    f{x)dx 


a  une  valeur;  et  que  si  f{x)  est  d'ordre  supérieur  ou  égal  à  1,  cette 
intégrale  est  infinie. 

C'est  ce  qui  se  vérifie  sur  les  exemples  précédents. 

Remarque  I .  —  11  peut  arriver  que  f{x)  devienne  infinie  aux  deux 
limites  de  linlégration;  la  définition  et  la  règle  qui  précèdent 
s'appliquent  encore  à  ce  cas. 

C'est  ainsi  que  Ton  a  : 

=  i^Arc  sina;Ji|  = ( 


J-i  v^l  — X- 

Remarque  2.  —  Si  f{x)  devenait  infinie  pour  une  valeur  comprise 
entre  les  limites  d'intégration,  on  fractionnerait  l'intervalle  de  manière   " 
à  rentrer  dans  le  cas  où  f{x)  est  infinie  pour  une  des  limites  d'inté- 
gration. 

Ainsi 

/      J^,=        r=.-^         37==    3vx   -1-+-    3v.r     =(). 

J-l    \X-         J-iy^X-        .'0       \lx-         L  J  L  Ju 

Remarque  'i.  —  On  rencontre  aussi  le  cas  où  f{x)  est  discontinue, 
sans  devenir  infinie,  pour  une  ou  plusieurs  valeurs  de  l'intervalle 
d'intégration,  en  faisant  en  ces  valeurs  des  sauts  brusques  (n"  27). 
Lextension  de  la  définition  de  l'intégrale  définie  à  ce  cas  se  fait  immé- 
diatement en  fracliounaut  l'intervalle,  comme  dans  le  cas  précédent. 

Si,  par  exemple,  f{x)  est  continue  poura^ar  <  c,  et  pour  c  <  x^b  : 
et  si  f{x)  tend  vers  des  valeurs  f{c  —  0)  et  /"(c  +  0),  lorsque  x  tend 
vers  c,  par  valeurs  inférieures  à  c,  et   par  valeurs  supérieures  à  c, 

respeclivemenl,  les  intégrales    /   f{x)dx,el   /   /'(j^^jrfj- auront  un  sens, 

en  prenant  f(c)  ^  f{c  —  0)  pour  la  première,  et  f{c)  =  /"('•  -h  0),  pour 
la  seconde.  Et  on  posera,  par  définition, 

f''f{x)dx=  rf{x)dx-^  f''f{x)dx. 

t.' a  »  a  i '<■ 


f 
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L'inlerprélalion    géométrique   est   manifeste.  Si   on   suppose,   par 
exemple,  pour  simplilier,  f{x)  positive,  l'intégrale  à  définir  représente 


.y 

C2 

A 

}^ 

c, 

B 

>?' 

C 

B' 

0 

< 

3 

'          .  f> 

X 

Taire  A'B'BCX,A\',  qui  est  la  somme  des  deux  aires  représentées  par 
les  deu\  intégrales  écrites  dans  le  second  membre  de  la  formule. 

II.  —  Intégrales  à  limites  infinies.  —  Si  F(x)  est  définie  de  a  à  H-  00  , 
on  peut,  dans  la  formule  (1),  faire  croître  h  indéfiniment;  et  si  F (6) 
tend  alors  vers  une  limite,  on  écrira  : 

("^'/■(j^^x^limFi/y)  — F(a). 

f{x)dx, 
,   ,  -  * 

ou  de  la  forme    /       f{x)dx. 

Ainsi,  on  a  : 

-j-p^,=  [Arctga:J^     =ArclK(-^  oc)  -  Arc  lg(0)  =  | -0=  ^  . 

Un  autre  exemple,  simple  et  important,  est  celui  de  l'intégrale 

rd£  _     1      r 1_1 

,A    x'^       %  —  1  L         a-^-'J  ' 

où  X  est  supposé  différent  de  i.  On  a,  pour  a  >  1,  en  faisant  a- =  -f- x 

tandis  que  Tintégrale  considérée  devient  infinie  avec  x,  pour  a  <  1. 
Pour  x^l,  celte  intégrale  est 

el  elle  devient  infinie,  pour  a"  =  -i-  oc. 
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L'mporlance  de  cet  exemple  lient  à  ce  qu'il  permet  de  démontrer 
le  théorème  suivant,  que  nous  admcllrons,  et  dont  il  est  le  cas  parti- 
culier le  plus  simple. 

1  /'+  * 

Règle.  —  -Si  f{x)  est  in/inimeiit  petit  avec  -,  Vintégrale    I       f{x)ax  a 

un  sens  lorsque  f{x)  est  d'un  ordre  déterminé,  supérieur  à  1,  ou,  plus 
généralement,  d'ordre  supérieur  à  un  nombre  a,  plus  grand  que  1;  et 
elle  devient  infinie  si  f{x)  est  d'ordre  inférieur  ou  égal  à  1. 

C'est  ce  qui  se  vérifie  dans  les  exemples  précédents  :  on  observera, 
en  ce  qui  concerne  les  deux  premiers,  que 

1  H-  a?^  "~  a?*  [l  +  x^\ 

l 

a  pour  partie  principale  -j",  et  est,  par  conséquent,  d'ordre  2. 

Remarque.  —  Des  intégrales  à  limites  infinies  se  rencontrent  dans 
diverses  applications.  Ainsi,  on  trouve,  dans  le  calcul  des  probabilités, 
rinlégrale 


(») 


r 


'dx  = 


V- 


Et  on   rencontre  dans  la  théorie  de   la  diffraction,  les  intégrales  de 
Fresnel 


(2) 


Jcos,x-dx=^  i    sina72rfa?  =  pr  V' rr' 
0  c/o  2  V  2 


Les  valeurs  de  ces  intégrales  se  calculent  par  des  méthodes  particu- 
lières (voir  plus  loin,  chap.  vi);  car  les  intégrales  indéfinies  correspon- 
dantes ne  s'expriment  pas  au  moyen  des  transcendantes  élémentaires. 


350'^'*.  Interprétation  géométrique  des  intégrales  généralisées. 

I.  —    Considérons  d'abord   le  cas  de 
l'intégrale 

.T=  /    f{x)dx, 

dans  l'hypothèse  où  f{x)  devient  infinie 
lorsque  x  tend  vers  b.  La  courbe  y=f{x) 
a  alors  pour  asymptote  la  droite  Bu,  qui 
a  pour  équation  x  =  b.  Et  dire  que  H  a 
ce  un  sens,  c'est  admettre  .que  l'aire  AMM'A' 
tend  vers  une  limite  lorsque  M'  tend 
versJB',  c'est-à-dire  lorsque  M  s'éloigne  à  l'infini  sur  la  branche  de 


y 

^A^ 

l 

A' 

\M' 

0 

a 

b 

B' 
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courbe  qui  est  asymptote  à  h'v.  On  peut  donc  dire  que  3  est  alors 
l'aire  de  la  portion  de  plan  iUimiléc  comprise  entre  l'axe  des  x,  l'or- 
donnée initiale  AA',  l'asymptote  B'v,  et  la  courbe. 

Par  conséquent,  .1  a  un  sens  si  l'aire  de  la  portion  de  plan  MPy, 
comprise  entre  l'asymptote,  la  branche  de  courbe  infinie,  et  la  perpen- 
diculaire MP  à  l'asymptote,  est  finie. 

II.  —  Le  cas  de  l'intégrale 

l'a 

dans  l'hypothèse  où  f{x)  est  positive,  et  tend  vers  zéro  avec  -,  a  une 

interprétation  analogue.  La  courbe  y  =  f{x)  est  alors  asymptote  à  Oa-. 
Et  dire  que  3  a  un  sens,  c'est  ad- 
mettre que  l'aire  AA'M'M  tend  vers 
une  limite  lorsque  M'  s'éloigne 
indéfiniment  sur  Ox,  c'est-à-dire 
lorsque  M  décrit  la  branche  de 
courbe  asymptote  à  Ox,  en  s'éloi- 
gnant  à.  l'infini. 

Dans  ce  cas,  Taire  de  la  portion 
de  plan  illimitée  comprise  entre 
AA',  l'asymptote  A'o;  et  la  branche 
infinie  de  courbe  est  donc  finie,  et 
n  est  la  mesure  de  cette  aire. 


\ 

\ 

y 

A 

\ 

\^ 

A' 

/»rr-^ 

. 

0 

c 

3 

X 

Exemple.  —  L'intégrale  (1),  signalée  au  numéro  précédent,  offre  un  exemple  de  ce 
cas.  La  courbe  y=ie—^'  est  dite  courbe  eu  cloche,  à  cause  de  sa  forme,  indiquée  sur 


la  figure.  Elle  se  rapproche  très  rapidement  de  son  asymptote  (y  =  0,018,  pour  x  =  2)  ; 
et  l'intégrale  a  un  sens,  en  vertu  de  la  règle  donnée  au  numéro  précédent,  parce 
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que  la  Touction  e-^*  est  inflaiment  petile,  d'ordre  supérieur  à  celui  de  toute  puissance 
de  -  (n°  122).  t)n  a  représenté  sur  la  (ifrure,  en  même  temps  que  la  lourbe  en 
cloche,  la  courbe  qui  représente  la  Tonction 


e-^'dx. 


Cette  courbe  est  asymptote  à  la  droite  v=  I,  puisque  la  fonction  <iu'eile  représente 
tend  vers   I,  pour  x  =  -j- oo ,  en   vertu  de  la  formule  (1),  du  numéro  précédent,  qui 


indi(iue  que  l'intégrale  tend  vers  ^• 

Comparaison   avec  la  théorie  des  séries.  —  On   dit  souvent,  d'une 
intégrale 

•J^      f{x)dx, 
qu'elle  est  convergente  dans  les  conditions  où  nous  avons  dit  qu'elle 


/9 

A, 

c. 

B 

\ 

1 

C, 

^2 

4 

\ 

\ 

An-, 

_  Çn-, 

-Sa 

1 

4, 

\ 

0 

0 

1 

u 

< 
2 

b 

1 

0-1 

l^n 

Un., 

X 

f{x)dx  tend  vers  une 

a 

linnite,  pour  a:  =  -+-oo  . 

Il  y  a  des  relations  étroites  entre  le  problème  de  la  convergence  des 

intégrales  à  limite  infinie,  et  celui  de  la  convergence  des  séries;  et  on 

peut  employer  des  méthodes  analogues  pour  traiter  l'un  ou  l'autre. 

/  *+  *  dx 
On  a  vu,  par  ce  qui  précède,  que  l'intégrale  /       —  est  convergente, 

1 

ou  divergente,  pour  les  mêmes  valeurs  que  la  série   -  (n"  115);  et  la 

règle  donnée  ci-dessus  pour  reconnaître  la  convergence  des  intégrales 
est  entièrement  analogue  au  théorème  du  numéro  il.")  sur  la  conver- 
gence des  séries. 
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Le  fait  (lue  \    —  et    /        —  sont,  en  m«^nrie  temps,  convergentes  ou  divergontes 
*^l  «•«       Ji       a;»  • 

est,   d'ailleurs,   un    cas    particulier   du    théorème   suivant,   dans    la   démonstration 

duquel  l'analogie  des  deux  espèces  de  convergence  (séries  et  intégrales),  apparaîtra 

clairement. 

TiiÉORÈMK.  —  Si  la  fonction  f(x)  est,  pour  x^   i,  positive  et  décroissante,  et  si  elle 

1  \^*  r' 

tend  vers  zéro  avec  -,  la  série  j^    /(")  ^'  Vinlégrale    I     f(x)dx  sont  toutes  deux  conver- 
gentes, ou  toutes  deux  divenjenles.  [En  prenant /(x)  = —,  on  a  le  cas  particulier  en 

question.] 

Pour  la  démonstration,  nous  figurons  la  courbe  y  =/(x),  les  ordonnées  des  points 
de  cette  courbe  dont  les  abscisses  sont  x  =  I,  2,  3,  . . .,  n,  ...  ;  et  la  suite  des  rectan- 
gles, inscrits  et  exinscrits,  construits  comme  au  numéro  339.  [On  a  fait  la  figure  dans 
le  cas  n  =  4.' 

Les  termes  successifs  de  la  série,  /(l),  /(2),  ...,  f(n),  sont  les  mesures,  solides 
aires  des  rectangles  inscrits, 

OU,.\iBi,        UiUjAjB^,     ...,        rn-iU„A„B,, 

soit  des  aires  des  rectangles  exinscrits 

UiUjC,Ai,        U2U3C2A0,     ...,        U„U„+iC«A„,     ..., 

On  a  par  suite  les  deux  inégalités 

[l]  f(2)+f(i)+  ...+f(n}<  JJf{x)dx, 

m  f^'*f{x)dx  </(!)  +/(2)  +...+/(„_!). 

Remarquons  que  l'intégrale    /    fix)dx  croit  avec  x,  de  sorte  qu'elle  est  conver- 

génie  lorsqu'elle  reste  inférieure  à  un  nombre  fixe  pour  x  =  -t-<x,  et  qu'elle  est 
alors  inférieure  à  sa  limite;  et  nous  pourrons  conclure  de  [1]  que  si  l'intégrale  est 
convergente,  la  série  est  convergente  (n°  61). 

De  loème,  nous  conclurons  de  l'inégalité  de  [2]  que.  si  la  série  est  convergente, 
l'intégrale  est  inférieure,  quel  que  soit  x,  à  la  somme  de  la  série;  car  on  pout 
toujours  supposer  n>x,  dans  l'inégalité  [2].  Donc  l'intégrale  est  convergente  si  la 
série  est  convergente. 

La  convergence  de  lune  des  deux  quantités  (série  ou  intégrale)  entraînant  celle 
de  l'autre,  elles  sont  bien,  en  même  temps,  convergentes,  ou  divergentes.  (C.  Q.  F.  D.) 

Remarque.  —  L'étude  de  la  convergence  de  /  -^^  étant  immédiate  (voir  n"  350), 
on  a,  parce  qui  précède,  une  démonstration  très  simple  des  conditions  de  convergence 
de  la  série  >  — 

111.  —  L'étude  delà  convergence  de  l'inlégrale    /       f{x)dx,  lorsque 

/'{x}  ne  reste  pas  de  signe  constant,  est  analogue  t\  l'étude  des  séries 
à  termes  de  signes  quelconques. 

Les  intégrales  de  Fresnel  (formules  (2)  du  n°  350),  sont  un  exemple 
de  ce  cas. 
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Si  on  fait  le  clian:;ement  de  variable  •!■  =  v/.j.^,  ces  formules  (I)  deviennent 

r  -d--')-  vi-"- =.r  ^■"<-2  •■^)-  v'î  •"■■=2  vi- 

c'esl-à-dire,  en  remoUant  la  lettre  x,  à  la  place  de  .-, 

r""        -x^  ,  r'    ■    -x'-.         1 

/      cos— ;j-(fx=    /      sin -ij— ax  =  s- 

La  figure  ci-dessous  représente  la  fonction  j'^cos-^,  et  son  intégrale 

y  =    /     cos-^  dx. 
.'0  '^ 


La  courbe  y=:cos-^—  oscille  entre  les  droites  v  =^  I,  y  =  —  1,  et  détermine  avec 

l'axe  des  x  une  suite  daires,  alternativement  au-dessus  et  au-dessous  de  cet  axe. 

Les  segments  de   l'axe  des  x,  qui   servent  de  bases  à  ces  aires  successives,  vont  en 

décroissant,  et  tendent  vers  zéro. 

f''        71  r- 
L'inlégrale    /     cos-r^dx  est  la  somme  algébri(|ue  de  cette  infinité  d'aires,  dont 

t,'o  ^ 

on   peut  démontrer  qu'elles  forment  une  série  alternée,  satisfaisant  aux  conditions 
du  théorème  du  numéro  65. 


L'intégrale 


r"         7r.T5 


dx  croit  dans  les  intervalles  qui  correspondent  aux  aires 


positives,  et  décroit  dans  les  autres.  La  courbe  qui  la  représente  oscille  autour  de  la 

droite   Bu,   d'ordonnée  r,\  et  elle  s'en  rapproche  indéfiniment,    puisque  l'intégrale 

tend  vers  cette  limite,  lorsque  x  devient  infini,  en  croissant  et  décroissant  aileroa- 
tivemenl. 
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351.  Changements  de  variable.  —  Parlons  de  la  formule 

(1)  .1=  f''f[x)dx  =  V{/j)  —  F{a),         où         F(x)=  ff{x)dx; 

et  remplaçons,  dans  la  fonction  V{x),  la  variable  x  par  une  fonction 
x^^{t)  d'une  autre  variable  l.  Nous  supposerons  que  cette  fonction 
varie  de  a  à  6,  sans  sortir  de  rintervalle  (a.  ô),  lorsque  /  varie  de  a 
à  p.  Si  donc  on  pose 

(2)  F(-^(/))  =  G(0, 
on  aura 

F(rt)  =  F(-^(a))  — G(a),         puisque         fl  =  o(a); 
et    . 

F(6)  =  F(cp(p))  =  G(^),  puisque         ^  =  ?(:i). 

Donc,  on  peut  écrire  la  valeur  (1)  de  lintégrale  sous  la  forme  : 

(3)  .1  =  0:^)  — G(a). 
Mais,  d'après  (2),  on  a 

dG[i)  =  r{^{t))^'{t)dt, 

ou,  en  remarquant  que  F'(a:)  =/'(a?), 

rfG(0  =  A?(0)?'(0<^«; 

de  sorte  qu'il  vient 

(4)  j^'V(-.p(0)"/(Orff  =  G([i)-G;a). 

Si  on  compare  cette  formule  à  (3),  on  conclut  donc  : 

(5)  .1  =  jj\x)dx  =  J^^(?  (0)  ?'  (0'^'  • 

En  rapprochant  cette  formule  des  résultats  du  numéro  303,  on'con- 
clut  : 

Le  changement  de  variable  se  fait  dans  une  intégrale  définie  comme 
dans  une  intégrale  indéfinie;  mais  il  est  inutile,  après  avoir  posé 
x=--,[t),  de  revenir  à  la  variable  primitive;  il  suffit  de  remplacer  les 
limites  d'intégration  données  a,  b  par  les  valeurs  correspondantes  a,  ^ 
de  la  nouvelle  variable  t. 

Je''  dx 

— r=:r==  ,   OÙ    0  <  6.    NoUS  pOSODS   : 
a   \(x  —  a)(b — X) 

X  =  a  cos2 1  -{-  b  s\n-t, 
de  sorte  que  x  =  a,  pour  t  =  0;  et  x  =:  6  pour  t  ^  '-■ 

Oa  a  ainsi  successivemeat, 

X  —  a  =  a(co3- 1  —  1)  +  i»  sin- 1  =  {b  —  a)  sin^  t, 
b  —  x^  6(1  —  siQ-()  —  a  cos- 1  =  (6  —  a)  cos-<, 

dx  =  —  2a  cosl  s\n  tdt-{- 2b  sin  t  cos  ldt=:  2(6  —  a)  sin  <  cos  tdt. 
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Si  on  observe  que,  t  variant  de  0  à  g,  sint  et  co3<  sont  positifs,  on  obtient  donr 


\(x  —  a)  (b  —  x)  =  (6  —  a)  sin  t  ces  ^ 
et  l'intégrale  devient  : 


T=    r^2(6  — a)sintcost</<  _  „    f-j^ 
Ju      (6  — a)sintcos(  J„ 


2[t]-=2-'  =  n. 


352.  Intégration  par  parties.  —  Remarquons  d'abord  que,  pour 
calculer  l'intégrale  définie  d'une  somme,  on  peut  inléçjver  terme  à  terme  '*'. 
Car,  pour  deux  termes  par  exemple, 

Jjf{x)+g{x)]dx=\\m\{x-a)[f{a)H-g{a)]-^ix,-xM^i)^9{^^]+---'s 

=z\im\{x^  —  a)f{a)-h{x^~x^)f{x^)-h  ...  | 
-h\\m\{x^  —  a)g{a)-hix.,  —  x^)g{x^)  -h  . .  .  \ 

=   /    f{x)dx-+-  /    g{x)dx. 

t'a  t'a 

Cela  posé,  parlons  de  la  formule 

{udv -\- vdu)  z=   /    d{uv), 

a  l'a 

qui  résulte  de  l'identité  des  quantités  placées  sous  les  deux  signes    /  • 
.Nous  pourrons  l'écrire 

/    ut/y -h   /    t'(/«<=  M/i'     . 

On  a  donc  la  formule  de  Viniégraiion  par  parties,  semblable  à  celle 
du  numéro  303, 

/    î<(/y=    MU     —   /    vdu. 

Exemple.  —  Soit  à  calculer  J,,  =    /     cos-"x.c/j;,  (n  entier  positif).  Nous  écrirons 

^„  =    /     cos-"^'x.  cosxdx=    /     cos-"- 'x.d  sina-, 
Ja  .  '() 

(Ij  On  démontrerait  d'une  manière  analogue  la  formule 

/•''  /•''    ' 

/     cf(x)dx—c    ;    f{x)dx; 
t'a  Ja 

d'où  on  conclut 

f'[cjy(x)+ ...+c»fn(x)]dx  =  ci    f'f,{x)dx+...+c„    f'f„{x)dx; 

«'a  «.'«  l'a 

et  aussi 

f  [f(x)  —  g{x)]dx=    I  'f(x)dx-    I  'gix)dx. 

Ja  t'a  t'a 
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de  sorte  qu'ici  nous  prenons 

u  =  cos-"-*x,        u  =  sinx; 

•d'où 

du  =  —  (2«  —  !  )  cos-"-*j.  sinxdx. 

La  formule  (4)  donne  ainsi 

r  1! 

0,,  =  I  coâ*"7'xsinx  I    +(2«  — 1)    /     cos-»   ^x.  sin-xdx. 
Mais  la  partie  loulr  intégrée  est  nulle,  car  cos„  ^0,  et  sin(0)  =  0.  Il  reste  donc 

0,.  =  (2n  —  1)  j     cos2"-2x(l  —  cos2x)dx  =  (2/1  —  1)  [3„_,  —  o„]. 
On  lire  de  là 

qui  donne  successivement,  en  remploçanl  n  par  n  —  1,  n  —  2,  ...,  1, 
2(/i  —  l)0,.-i  =  (2/1  —  3).1„-2. 


0,  =  ,.^=f'u.r^l 


En  multipliant  membre  à  membre,  et  supprimant  les  facteurs  communs  de  part 
et  d'autre,  il  reste 

2/1(2/1  — 2)  (2/t  — 4)  ...  4.2..1„  =  (2/i  — l)(2/i  — 3)  ...  3.1.^. 

c'est-à-dire 

-,    _7t  1.3.5  ...  (2/1  —  1) 
"~2      2.4.6  ...  (2/1)     ■ 


§  4.  —  SÉRIE  DE  FOURIER 

353.  Séries  trigonométriques  et  fonctions  périodiques.  —  On  appelle 
série  trigonomélrique  une  série  de  la  forme   • 

c„-h  Qj  cosa:-!-  b^  sinx-f-  a^  cos2x-l-  b^sin'ix-h  .  . . 
-h  a„  cos?'a?  H- 6„  sinnx -h  . . . 

où  Cg,  Op  b^,  ....  a„,  6„.  . . .,  sont  des  coefficients  numériques. 

Si  itne  telle  n'-rie  est  convergente  dans  un  intervalle  (a,  a -h  2-) 
d'amplitude  2-.  elle  est  convergente  pour  toute  valeur  de  x.  Gar  celle 
valeur  x  se  Irouve  dans  un  des  inlervalles  (a-h2A-T:,  a  -h(2A--+-  2)z)  que 
l'on  déduit  du  premier  par  une  suite  de  translations,  damplilude  2z, 
effectuées  vers  la  droite  et  vers  la  gauche;  de  sorte  que  Ton  a 
a;  =  Jq-I-2/::t,  x^  appartenant  à  l'intervalle  (a,  a-h27i).  Or,  la  série  est 
convergente  pour  x:=Xq,  par  hypothèse;  et  comme  tous  ses  termes 
admettent  la  période  2-,  ils  ne  changent  pas  quand  on  remplace  a\, 
par  x;  donc  la  série  est  bien  convergenle  pour  la  valeur  x  considérée. 
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Si  doue  la  sorie  (1)  est  convergente  dans  un  intervalle  (a,  a-i-2-:i), 
elle  représente  une  fonction  f{x),  définie  pour  toute  valeur  de  x;  et 
on  a,  de  plus,  f{x  -i-2n)  =  f{x)^  puisque  tous  les  termes  admettent  la 
période  2::. 

Donc  /(/  somme  d'une  série  trigunométrique  esl  une  fonction  périodique, 
de  période  'i-K. 

Nous  allons  chercher,  inversement,  ii  représenter,  par  une  série  trigo- 
nométrigue,  une  fonction  périodique  donnée.  C'est  un  problème  très 
important  au  point  de  vue  de  la  physique,  où  les  phénomènes  pério- 
diques jouent  un  rôle  capital  :  les  groupes  de  termes  a„cosnx-\-bnSinnx 
correspondent  alors  aux  harmoniques  successifs,  dont  la  superposition 
constitue  le  phénomène  étudié.  Pratiquement,  la  série  sera  remplacée 
par  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes,  c'est-à-dire  qu'on 
négligera  les  harmoniques,  à  partir  d'un  certain  ordre  n. 

Soit  donc  une  fonction   :-(:-),  de  période  ^w,  de  sorte  que  Ton  a 

/-    ,    o    \           I   \  ■  c-                       2        X                2-1-2(0       a^H-2ir'       ,     ,   , 
s-(--h2to)  =  c5(:).  Si  on  pose  -  =  -,  on  a  ■ — - —  = ,  c  est-à- 

dire  que  si  z  augmente  de  2a),  x  augmente  de  27:.  La  fonction 

admet  donc  la  période  2z;  et  une  fois  cette  fonction  représentée  par 
une  série  de  la  forme  (1),  on  aura 

en  remplaçant  x  par  —  dans  cette  série. 

La  fonction  ^(s)  est  supposée  connue  dans  un  intervalle  d'une 
période;  donc  f{x)  est  connu  dans  un  intervalle  (a,  a-i-27r).  On 
simplihe  les  formules  en  posant  x  =  x -\- t: -{- x'  :  la  fonction  f{x) 
devient  une  fonction  de  x',  F {x')  =  f{<x-i-Tz-\-x')  qui  est  connue  dans 
l'intervalle  ( — -,  -h-z),  et  admet  encore  la  période  27t.  Car,  lorsque  x 
varie  de  — •::  à  -h -,  x  varie  de  a  à  a-h2Ti;  et  si  x'  augmente  de  2t., 
il  en  est  de  même  de  x. 


354.  Série  de  Fourier.  —  Le  problème  à  résoudre  est,  en  définitive, 
le  suivant  :  Etant  donnée  une  fonction  f{x),  connue  dans  Vinteroalle 
( — TT,  -t-^r),  déterminer  les  coefficients  de  la  série  (1),  de  manière  que 
ion  ait  identiquement  : 

(2)     /"(x)  =  Co  4- a,  COSX-+-  6,  sinx-h  ...  -h  fl„  cos»x -i- /*„  sinnx  -h 
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Leimne  I.  —r  Si  n  et  p  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls,  le  cas  u  =  p  =zO 
étant  excepté,  les  intégrales 

A=  /      cospx.cosnx.dx.         A'=:   /      s\npx.  sin nx.dx 
,'—1:  .'-" 

sont  nulles  pour  n  ^p,  et  égales  à  it  pour  n  r=p. 
On  a,  en  effet, 

{Q,Qspx.cos,nx->rS\ï\px.smnx)dx^  j      cos{n  —  p)x.dx. 

l 

Si  nzpLp,  rintégrale  indéfinie,  sin(n  —  p)x,  reprend  la  même 

valeur  aux  deux  limites  d'intégration,  et  l'intégrale  définie  est  nulle. 
Si  n=:/),  l'intégrale  est 

De  même  : 
A  —  A'=  /       {cospx.cosnx—s\npx.s\nnx)dx=:         cos{n-\-p)x.dx; 
et,  comme  n-hp  est  un  entier  positif,  cette  intégrale, 

1 — ; — sin(?i-|-p)ar       , 
est  toujours  nulle. 

Ainsi  : 
pour      n^p,         Ah-A'  =  (),  A  —  .\'  =  0;         donc     A  =  A'  =  0, 

pour     n=^p,         A -h  A' =:  ^TT,         A  —  A'  =  0;         donc     A  =  A'  =  t:. 

Lemme  II.  —  Dans  les  conditions  du  lemnie  précédent,  mais  le  cas 
nr=p^O  n  étant  plus  exclu.,  V intégrale 

B^  /      co'ipx.  ?,mnx .dx 

est  toujours  nulle. 
Posons 

B  =  I      s'\n]}x.  cosnx.dx, 
et  nous  aurons  : 

B-|-B'=/      {cospx.s\nnx-+-s\npx.cosnx)dx^         s'm(n-\-p)x.dx^ 

= cos(/i-h»)x        =0. 

Et  :  ^ 

B  —  B'=:  /      {ç,ospx.%\nnx  —  s,\npx.cosnx)dx=:l      sin(» — p)x.dx. 

J —T.  t'  —  ~ 
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Si  nz=zp,  riiilégrale  indéfinie — —  cos.(«  — p)x  prend  les  mûmes 

valeurs  aux  bornes  de  l'intervalle,  et  l'intégrale  est  nulle.  Elle  Test 
encore  pour  »  =p,  puisque  rélémeut  différentiel  est  alors  identique- 
ment nul. 

On  a  donc,  dans  tous  les  cas,  B  -f-  B'  ^0,  B  —  B'=:0;  donc  8  =  B'  =  0. 

Calcul  de  c^.  —  Multiplions  les  deux  membres  de  (2),  par  dx,  et 
intégrons  entre  —z  et  -h -ri;  nous  admettrons  quxl  est  légitime  d'intégrer 
terme  à  terme  la  série  ainsi  obtenue  dans  le  second  membre;  et  nous 
ferons  une  hypothèse  analogue  pour  les  calculs  suivants.  Nous  obte- 
nons donc  : 

/»+-  p+T.  />+~  /ï+t 

/      f(x)dx^CQ         dx-h. .  .-^-a„  f      cosnxdx-+-à„         sinnxdx-^. . .. 

Les  coefficients  de  a„  et  i„  sont  nuls,  car  ce  sont  des  intégrales  du 
type  A  et  B  (pour;)^0  .  H  reste  donc  seulement 


J_^  fix) dx  =  c,  l^a^J  _^  =  r„ . 2t:. 
3)  'o  =  iz£l"f^^)(^^'- 


D'où  : 


Ainsi  C(,  est  la  valeur  moyenne  de  f(x)  dons  l intervalle  ( — -,  -i---). 

Calcul  de  o^.  —  Multiplions  les  deux  membres  de  (2)  par  cospxdx, 
et  intégrons  entre  — -  et  -4--.  11  vient  : 

f     f{x)cospxdx  =  c^  j      cospxdx -+-...-+- a„  I      cospxcosnxdx -h 

H- 6„  /      cospxs'mnxdx -{- . . .. 

Le  coefficient  de  '•„  est  nul  (type  A,  ?i  =  0),  il  en  est  de  même  de 
celui  de  b„  (type  B).  Quant  au  coefficient  de  a„,  qui  est  l'intégrale  A, 
il  est  nul,  sauf  pour  n  =  p:  et  pour  n=p,  il  est  égal  à  -.  Il  reste 
donc  seulement 

/      f{x)  cospxdx  =  Op. r.. 

D'où  : 

1    /•+'^ 
(4)  ap=z-  f{x)  cospxdx. 

Calcul  de  bj,.  —  On  opère  de  même,  en  multipliant  les  deux  membres 

de  (2)  par  sin}>xdx,  et  intégrant  entre  — -  et  -h  tt.  Il  vient  : 

/»+"  /»+--  /-•+" 

/      f(x)s\npxdx=:zcQ  /      s\npxdx  -i-  . . .  -i-  a„   1      sïn px  cos nxdx -^ 

t.' —~  t,'—~  t'— - 

H-6„   /      s\\\pxs\nnxdx-\- . . .. 
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Les  coefficients  de  c^  et  a„  sont  nuls  :  celui  de  b„  est  nul  pour  n-=^p\ 
et  égul  à  -,  pour  n  =  p.  Il  reste  donc  seulement 


D'où 
(3) 


/      f{x)s[npxdx=  fjjj.T.. 
bp^-  j      f{x)  sin pxdx. 


Conclvsion.  —  Les  formules  (3),  (4j,  (;j)  résolvent  la  question.  Elles 
sont  appelées  formules  d' Euler.  La  série  (1)  construite  au  moyen  de  ces 
formules  s'appelle  la  scrie  de  Fourier  de  la  fonction  f{x).  On  démontre 
que,  la  fonclJDn  /"(./)  étantsupposée  continue  dans  l'intervalle  ( — •::,-t-7:), 
la  série  ainsi  obtenue  est  convergente  dans  cet  intervalle,  et  y  repré- 
sente bien  la  fonction  ''  si  celle-ci  est  telle  que  l'on  puisse,  comme  cela 
a  lieu  pour  les  fonctions  usuelles,  décomposer  l'intervalle  ( — -,  H-::) 
en  un  nombre  limité  d'intervalles  partiels,  tels  que  dans  chacun  d'eux 
la  fonction  soit  ou  croissante,  ou  décroissante,  ou  constante. 

Honarque  ^  .  —  Si  la  fonction  donnée,  satisfaisant  du  reste  à  la 
condition  précédente,  présente,  pour  une  valeur  o  comprise  entre  — - 
et  -+-  •::,  une  discontinuité,  de  manière  que  l'on  ait  (voir  n°  27) 

f{r—0)  =  l\  f(c-^0)  =  l", 

on  peut  encore  appliquer  les  formules  d'Euler,  en  calculant  les  inté- 
grales (n°  350)  par  la  formule   /      =  |     -i-   /    . 

On  démontre  que  la  série  est 
convergente  et  représente  encore 
la  fonction  pour  toutes  les  va- 
leurs de  l'intervalle  ( — tï-, +•::) 
autres  que  c;  et  que,  de  plus, 
elle  est  encore  convergente  pour 
X  =  c;  mais  la  somme,  pour 
x  =  c,  est  la  moyenne  arithmé- 
tique des  deux  valeurs  limites  i  et  /",  c'est-à-dire 

^^'  =  |[/'<''-0)  +  /-(c-+-0)], 

Celte  somme  est  donc  représentée  par  le  point  C,  milieu  du 
segment  C'C". 

(1)  On  démoatre  aussi  que,  dans  la  mime  hypothèse,  une  série  de  Fourier  peut 
s'intégrer  terme  à  terme,  ",e  qui  justifie  la  méthode  employée  pour  obtenir  les  for- 
mules d'Euler  (3),  (4),  (5), 
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liemarque  2.  —  Sr  on  se  donne  arbitrairement  la  fonction  {{x)  dans 
l'intervalle  ( — -,  h-x),  les  valeurs  /"( — r)  et /"(-f- tt)  seront  en  général 
différentes.  11  en  résultera  que  la  fonction,  prolongée  au  delà  de  Tinter- 


valle  ( — t:, --h-)  par  la  condilion  de  périodicité /"(x H- ^ti)  = /'ix),  pré- 
sentera une  discontinuité  pour  x=.  —  -.  :c  =  -i-7t;  et,  plus  générale- 
ment, pour 

x=(2Â:-hl)7t. 

La  série  sera  encore  convergente  pour  ces  valeurs,  mais,  conlormé- 
meut  à  la  remarque  précédente,  elle  y  aura  la  valeur  ^{f{ — '^)-\-f{'^)\ 
qui  correspond  aux  milieux  (.1,  ("i,  des  segments  tels  que  B„A,  BA,. 

355.  Exemples.  —  Remarque  irrc liminaire.  —  Si  cp(a')  est  une  fonction 

poire,  'w  ( —  x)  =  cp  (a?),  on  a 

/      CD  (x)  dx  =  '2        a  (x)  dx. 

Si  ^(x)  est  une  fonction  impaire,  on  a 

/      z>{x)dx^O. 

l'—r.      ' 

C  est  ce  que  les  figures  ci-contre 
meilent  en  évidence,  les  aires  de  part 
et  d'autre  de  Oy  étant  égales  dans  les 
deux  cas  (symétrie  par  rapport  à  Oy, 
et  symétrie  par  rapport  à  0),  mais  de 
signes  contraires  dans  le  second  cas. 

On  peut,  ilu  rcsle,  le  vérifier  anal,v(i(|Uome[U  : 
:f{x)(tx=    j      ^(x)d:i: -\-    /      :f{x)dx; 
et.  en  posant  .r  =  —  x'  dans  la  première  de  ces  deux  intégrale?, 

p'j-)dx=    j     ^{—x'}dl—x')  =  —   f_   zi—x)dx=   j     :?(—.r'idi'. 
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Soit 


La  notation,  pour  la  variaMe  sous  le  signe    /  ,  étant  indilTérente,  on  a  donc 

,.0  .-.r 

/      9  (j)  dx  =    /     ç  ( —  x)  dx  ; 

et,  par  conséquent 

/        tf[x)dx=    /     :?{—x)dx-\-    /_q3(x)(te=    /     [:p(— x) -\- :f(x)]dx. 

J -  T.  i/q  c/U  i/o 

Alors,  si  ?(x)  est  une  fonction  paire,  la  dernière  intégrale  est 

/     2?(a;)dx  =  2    /     ç(a;)cirr 
i/U  i/o 

et  si  9(j)  est  une  fonction  impaire,  cette  dernière  intégrale  est  nulle. 
Exemple  1. 

{  f(x)  =  ^  —  x        pour        0  ^  X  ^  TT, 

/  f(x)  =  '^-{-  X        pour        —  TT  ^  X  ^  0. 

La  fonction  est  représentée,  de  — tï  à  +  ''^.  P^r  '^s  deux  segments  rcctiiignes  AC, 
CB,  respeclivement  parallèles  aux  deux  bissectrices  des  axes.  Le  point  C  a  pour 

ordonnée  .j-  ^ 

La    fonction   f(x)    étant    paire, 
ainsi  (jue /(x)  cosnx,  on  aura 

a„  =  —  1     (tj  —  xlcosnxdr. 

La  fonction  f{x)  sinnx  est  impaire,  de  sorte  que  6,i  est  nul. 
Le  calcul  de  Cq  donne  : 

Le  calcul  de  a,,  donne  : 

a„  ^=    I     cosnxdx — ~    I     xcosnxdx=    -l /     xcosnxrfx. 

.'o  -Jo  L      rt     Jo       -Jo 

La  partie  intégrée  est  nulle;  et,  pour  calculer  la  dernière  intégrale,  nous  poserons 

du 


-3Î 


33 


-J3 


nx  =  u,         X  ^-, 


rfX: 


Il  vient 

0,1  = 

ou  endn 


= —,   I       ncosudu  = 5   /       u.rfsinu  = x<,  [usinu]  " —  /       sin(i(/u;-. 


''"  =  ^f-<^«^"^o 


^(1  —  cosmt). 


Donc  a„  =  — 5 ,  si  n  est  impair;  et  a»  =  0,  si  n  est  pair. 
/>!  iérit;  de  Fourier  cherchée  est  donc  : 
4  I  cosx  I   cos3x  ,  cos5x 


4  I  cosx  I   I 


.    v-v^joa.    ■  .    cos(2fe  —  l)x 

32      "T  — p-  +■■•-+-       (2/c 


2fe  — l)x  -| 
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Exemple  2.  —  Soil/(x)  =  ^  pour  —  k  ^  J"  ^  «• 

La  foiiolioa  f^x)  étant  impaire,  il  eu  est  de  même  de /(x)  sinHjr:  de  sorte  <|ue 
et  (1,1  !>out  nuls. 
De  plus,  /x)  siu«x  est  impaire,  et  un  a, 


6/1  =  -    /    ^sinnx</x  =  -    /    xsm«xdx. 


Ka  posant  «uoore  »x  =  u,  il  vient  : 

t       /'"«                            1       /*""                        1    (  r  I"-        /'""  / 

6h  =  — 5    /       iisino/u  = /       «icosu  = tHuoosuI      —    /       cosudu'' 

t-e  ijui  se  réduit  à 

1_S 


,  .1  r  "}"'  t  COS«  K 

Om  = 3  J  n  r .  oos  «  r  —  |  si  n  u         }  =: • 

r.n*  <  I  h    )  n 

Donc  6h  =  - ,  pour  n  impair,  et  b„  = ,  pour  n  pair. 

La  s«'n>  di»  FouriiT  chérchétf  eit  dont: 

siux      sin2x   ,   sioîix      ainSx   .  ,   ^      ,  .  sin(2fc-}- i|x   , 

On  vérifie  <jue  la  somme  est  0  =  ^  1  ~  ^  +  ^  (•  P*"'*  =  (2fc-}- t)n, conformément 
ti  la  lifmar<}u«  2  du  numéro  354. 

355'".  Valeur  efficace.  —  Eu  élevant  au  carre  la  somme /»(x)  des  2n  -j-  I  premie^^ 
termes  de  la  série  (2),  on  obtient 

y^(x)  =  <^  +  2Vc^a^  coâfcx  +  2  Vc^6j  siokx  -f  ^aj  cosUx  -f  ^6*  àin*/ûr  -+- 

■   2Vrt^rtj^  cos^xcosfcJ:  -f  2V6^6j^  sin^sinilue-f- 2Vd^6^  cos/x  siofcx. 

M   «H»   uuè^re  les  deux  membres  de  cette  formule  entre  —  k  et  -j- k,  en  leuaui 
compte  deâ  lemmes  du  numéro  3Sl,  il  vient 


On  démontre  <)ue  l'on  peut  {tA^Mr  k  I*  liroiie,  dans  celte  fdrmule,  pour  n  =  «e,  si 
la  série  {!)  représente  une  fonction /(x,  usuelle,  c'est-è-dire  satisfaisant  aux  eonditioDa 
énoncées  a  la  pa«î*  Ii3.  Comme /^(x)  tend  vers /(x>, on  obtient  ainsi,  i>our  représenter 
la  rxW^ur  ffjic^cf  y  de/<x)  dans  l'intervalle  d'une  période  (n*  342  ,  la  série 

Y*  =  2-  £7/<')f'  =  <=î  +  1  S*  («î  +  «►?  »• 
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356  Intorpointioii  triyonoiiuUriqiie.  —  Nous  iioiih  HouiinrM  occupt'n,  aux 
iiuiiirru-i  17-  i-l  IT.'t,  (In  iirnlili'iiic  ilr  riiili>r|i(ila(ioii,  i|ui  roiisiiHtx  <i  cIkhoIiit  iiiic 
ropri'Mi'iitnlinii  approiluM*  <riini>  roiictioii  iiicniiiiiio,  ilmit  on  coniKilt  un  <-«rlaiii 
iiuiiiliit'  ilt>  vulmirs  |i(irlii'uli(>i't<s.  I.(>i'si|ut<  n-Ui*  l'iMiftiitii  l'Nt,  pnr  la  iwiliiro  |iliysii|uit 
dt<  In  ^raïultMir  i|u')>llo  nitI  à  cnli'uU'r,  uiio  liinrtntii  pi'>ni)ilii|ui',  li  «'hI  i[iitii|ui'  lio 
choisir  aussi,  pour  la  ri'pn^si>Mli*r  approxiriialiviMiioul,  uiii<  i<\|iri'ssioii  prrio(lii|ui', 
ayant  la  nii'^nii'  pi^riodo.  La  foncliou  iiiconiiui*  ayani,  pour  r<<prt<H(Mi(ntion  oxactc,  une 
sorio  (lo  Kourior,  ou  <<st  ainsi  i-oiutuil  à  i-iioisir.  pour  son  t'xprossiiui  approclii''!',  un 
polvnl^ult'  trigonouu>trii|uo  ayant  la  rornic  ilt<  l'un  il<'  n<ux  (|ui<  \'o\\  oIiImmiI  «mi  n<< 
const'i'vanl,  dans  uiu»  li'llo  sori»',  i|u'un  noiul»ri>  liunl*<  <lt'  tcrini's;  c'csl  à-diri'  uno 
série  de  Fnurifr  tiinili'r.  la  l'orMiiilo  ainsi  oIiIimiiii*  ^rra  iiiir  /'oc/uii/c  il'iiiliTiKiliitnin 
Iriijomiinrtruiur. 

I.a  nictiioili'  dct  l'Doniiionts  indi'It'miinoH  |iimiI  surilro  pour  calculi'r,  dans  thn<pi<' 
cas  |iarticulicr.  la    rorinuli'  chorchcc.  Soit,  eu  <<ITct,  f  (.°)  lit  fonction  inconnue,  'Jm  sa 

période;  husiiiis,  l'iiiniiii'  ,'iii  iiiiiuerii  ll.'Vt,  ''    ,  .r  =   -- ,  et  clin  ilicitiH  ,i  deliTiiiiner 

7t  (Il 

In    ftuiction  /(.p)  =  fj     '    j,   d'oii    nous    repasserons    (<nsuite  t\   f{i)-'^fi     '  I.  <'.»>tlo 

fonction /(.r)  a  pour  p«'»riod(<  2Tt  ;  el,  si  ou  c(Hiuilt  le»  valeurs  (l(<  p(.),  pour  m  valeurs 
do  .•,  on  en  diSluira  iiuinedialtMnent  lus  valeurs  do  /(.c)  pour  les  valeurs  correspou 

dnnles  .r     . 

(Il 

Nous  sup|)oserous  (|ue   les  valeurs  données  sont  imi   niinilu'(^  impair  m   -^  2n   |    I  ; 

de  sorti»  i|ue  nous  pouvons  supposer  ciuiuiu's  2n   \    I  valeurs  de  j'(x), 

(11)     .v,=/{.c„).      y,  =/(.'•,) r,.  =/(J,.i >■<„  =^/ (•'•«„'• 

Si  donc  nous  poitons,  c.ninine  roriiuilo  npprocluS<, 

(7)  /(x)  =  c„-f'<«i''"*'''"f-''i''''>>"4"  •••  -f"''»''"'**/'"  1" ''/•'♦'"/••"  4'"  •  •  f-"""*"*'"'  h''ii'*">"'' 
nous  nurons,  pour  délerminor  lo»  2a  |-  I  coefllcienls  inconnus  de  celle  fiMuiule, 
(-,,,  (I,,  ...,  (1,1,  /', /'il,  les  2n   |-  I  éiiunlioiix  du  premier  de(i;re  : 


(H)  'A~*"„  +  «, «•0»J'a4-<',»*"J-;.+  --'  +  ",,  ••««/'•'•/, 4-'',,  **in/u-,,  |  ...  |-a,|C.o»/i  r,^  |  /.^^sinnc^. 


'•^«=*<'n+",''"'''^«..4-'',»ll>arj„^f-...  |-rt^co'.pa!^,^>6^,sinp.c^^^  |  ...  f  <i  cosn.c^^^  |  /.^^sinfi.c^,,. 

Il  n'y  aura  donc  ((u'a  résoudre  ces  e<|ualious,  el  a  iiort(<r  les  v,il(<iirs  troiivi'cs  dans 
In  roriiiule  (7). 

Oi.i  partieuUer.  —  On   nhlient  faciliMiienl.  pour   les  c(icfllcienl»  de    la   roriuute  (7), 

des  expreitsiuiis  g('»néraU«s  explicites,  dans  le  en»  on  les  valeur»  .«'o,  .Tj,  ...,  *,„  »cinl 

le»  nIisciMPs  curviligne»  dos  sommets  d'un  polygone  régulier  convexe  de  2/i  -\'  1  c.rtti"», 

inscrit  dnii»  le  cercle  trigoninnétrii|ue;  c'enl-à-dire  mi  nlles  rormnnt  une  progression 

'in 
arittimeli(|ue  de  raison  e^tale  ù  a-j—i  .  de  sorte  (|ue  l'on  a  alors 

(U)  x^=.r_4-'to«.         avec         o,   ^(J^nTï".        (fc:=:0,  1,2 2/i). 

I.e  calcul  i|ui  va  non»  conduiro  à  ces  expri<ssions  des  co(>r(li'ients  (dTre  une  grande 
AnnIogN»  avec  celui  ipii  nous  a  donné  Ihs  rormiiles  d'Iliiler,  pour  les  coefllcienls  de 
In  série  de  Fourier;  et  li's  expressions  ipie  nous  iillons  iiMciiir  sonl  aussi  tout  a  fait 
nnniogues  à  ces  formules  d'Huler  (n"  '.\"\K). 

Nmi»  nous  servinuis  <lii  leiiime  Minvaiit  : 
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Lemme  I.  —  Quel  que  soit  l'entier  positif  h,  les  deux  sommes 


(10) 


1\+'Qa  =  ^' 


Q,,  =  So   siD(x  +  A-/»a)  =  sina;+sin(x  +  /ia)  +  sin{x+2/»a)  +  ...4-siD(x+2n/iQt) 

sont  nulles. 
On  a,  en  effet,  en  se  servant  des  exponentielles  imaginaires, 

Pft  4-  'U/,  =  ^*"  IC0S(J-  +  kha)  +  i  sin(x  +  khoi)]  =  V*"e«V+AAa) 

=  e'^  .  2:V  '■"*'  =  e'^[l  +  e'''  +  (e"-)'  +  . . .  +  ('^'"")'"]  ; 
d'où,  en  sommant  celle  progression  géométrique, 

Or,  le  numérateur  de  cette  formule,  se  réduit  à  e''^''^  —  1,  à  cause  de  la  valeur 

2— 
a  ^=  .)  "-i-  1  •  "  ^^^  donc  nul,  à  cause  des  propriétés  de  l'exponentielle  imaginaire,  car 

e'"  ayant  pour  période  u  =  2-,  e'''^'  est  égal  à  e''  =  l.  On  peut  aussi  écrire 
^iiii-  =  cos2/iit  4-  '  sin2/j7t  =  1. 
Ou  a  donc  P^^  -(-  iQ,^  =  0,  d'où  on  conclut  bien  F^^  =  Q^^  =  0. 

Lemme  II.  —  1°  Si  p   et   q  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls,  le  cas p^=0,  ç=0  étant 
excepté,  les  sommes 

(11)     A  =  V-"  cosp(xo  +  /ca).cos9(Xo-f-/ca),         A'  =  ^''"  sin.(pXo  +  'fa)-sin</(arj+'f«) 
A— 0  h=da 

sont  nulles  pour  p  zii  q,  et  égales  à  (n4-  7)  pour  p  =  q. 
2°  Si  p  et  q  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls,  la  somme 
(12)  B=  y_^"cosp(xo  +  /ca).sing(xo+/ca) 

A=0 

est  nulle. 
l"  Si  on  forme  A  +  A'  et  A  —  A',  on  a 

A  +  A'  =  21""  cos[p(ro+  fca)-  g(Xo+  ka)]  =  N)'"  C03[(p-  g)xo  +  k(p  -  q)»], 

A  -  A'  =  V-2"  cos[p(xo  +  ka)  +  g(Xo  +  /ca)]  =  ^-"  cos[fp  +  q)x,  +  k{p  +  </)«]• 

Ces  deux  sommes  étant  du  type  P^^,  (lemme  I),  sont  nulles.  11  faut  excepter,  pour 
la  première,  le  cas  p  =  </,  où  elle  se  réduit  à  2n  +  1  •  Ainsi,  on  a 

ponrpqtq,         A  +  A'  =  0,  A  — A'  =  0,        donc        A=A'  =  0; 

pourp  =  g,         A+A'  =  2n  +  1,         A  — A=0,         donc        A  =  A'=:n  +  .7. 

2"  Posant,  pour  la  symétrie,  b'  =  V""  cos</(Xo  -|-  ko.).  sinp(xo  +  'f*),  on  a,  de  même, 

B  4-  B'  =  V-"  sin  LP(x„  +  fca)  +  q{xo-{-ka)]  =  ^'"  3in[(p  +  q)xo  +  k(P  +  ?)«]. 

/,— 0  A   -0 

B  —  B'  =  V-"  sin[7^x,j  +  kx)  —  p(Xo  +  fca)]  =  yf"  sin[(-/  —  p)  x^  +  k(q  —  p)a]. 


INTEGHALKS    DKIINIES 


149 


Or,  si  p  :^  q,  ces  deux  sommes  sont  nulles,  cornine  étant  du  type  Q/,,  (lemme  I). 
Si  p  =  </,  la   seconde  est  nulle,  car  tous  ses  termes  sont  nuls;  (|uanl  à  la  première 
elle  est  nulle,  comme  étant  du  type  Q/,,  si  p  =  (/7^(l;  et  tous  ses  termes  sont  nuls, 

si  p  =  q  =:::  0  :  elle  est  donc  nulle  aussi.  On  a  donc  toujours  H  -j-  1^=  0,  B B=  0 

donc  II  =  B'  =  0. 

Ces  deux  iemmes  étant  établis,  il   n'y  a  plus  qu'à  opérer  comme  au  numéro  354. 
Si    nous   ajoutons  d'abord   les  équations  (8),   tous  les  coefdcients  des  a,,  et  des  b 
sont  nuls  dans  lu  somme,  en  vertu  du  lemme  I;  car  les  coefficients  de  «n  et  de  6, 
sont 

V-"  cospx^.  =  ^*"  cosLpxo  +  /c(pa)],        y^'"  sinpx^  =  ^-"  sin[pXo  +  li{px)]. 

A— 0  h^O  h—i)  A=0 

Il  reste  donc  seulement 

V-^"y,.  =  (2«+l)Co, 

d'où  fin  conclut  que  c^  est  la  moyenne  arithmétique  des  valeurs  y.  : 

A=0 

Ajoutons  ensuite  les  équations  (8),  après  avoir  multiplié  les  deux  membres,  respec- 
tivement, par  cos(/Xu,  cosgx,,  ...,  cosgx^,  ...,  cosqx.,^^.  En  vertu  du  lemme  II,  tous 
les  coeflicients  inconnus  disparaîtront  dans  la  somme,  au  second  membre,  sauf  le 
coefficient  a^,  (jui  se  trouvera  multiplié  par  (1  +  2)'  ^"  ®'^^''  '^  coefhcient  de  Cq  est 

de    la  forme  A,  avec  p  =  0,  q^O;  le  coefficient  de  bj,  est  de  la  forme  B';  et  le 
coefficient  de  a,,  est  de  la  forme  A. 


On  obtient  donc  ainsi 


S^^y^  cnsq(Xo  +  /fa)  —  a^.(n^  .3)  , 


d'où 

(»*)  «„=CT7S'"3'A'^«S'ï(-ro  +  Aa). 

A=0 

Enfin,  si  on  ajoute  les  équations  (8),  après  avoir  multiplié  les  deux  membres, 
respectivement,  par  sin^Xo,  sinç^i,   ...,  sinqx,.,   ...,  singa-^,;,  on  obtieHt  de  même 
(15)  6^=      2_^î„^^^.^^^^,^_^^^^_ 

'        k=i\ 
Les  formules  (13),  (m,  (15)  soal  les  formules  annoncées. 


§  5.    -   INTÉGRALES   CURVILIGNES 

357.  La  notion  de  travail.  —  Supposons  donné  un  champ  de  vec- 
teura,  de  sorte  qu'à  chaque  point  M  de  l'espace,  de  coordonnées  (*,  1/,  3), 

est  associé  un  vectejir  F,  ayant  oe  point  pour  origine",  et  dont  les 
composantes  sont,  par  suite,  des  fonctions  cannues 

(1)  A(,r,  j/,s),         h{x,y,z),         C{x,y,z) 

des  coordonnées  de  son  origine  M. 
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Supposons  donné,  d'autre  part,  un  arc  de  courbe  (y^llant  d'un  point 
Mo,  (u'o,  ?/o'  -o)'  ^  ^^  point  P,  (X,  Y,  Z).  Il s'agil  de  définir  le  travail  C  du 


-y 


vecteur   F,   correspondant   au  déplacement  curviligne  (y)  de  son  point 
d'application  M. 

Si  le  déplacement  était  recliligne,  et  le  champ  constant,  le  travail 

serait,  par  définition,  le  produit  scalaire  (n°  230),  des  vecteurs  F  et 

M(,P;  c'est-à-dire,  en  appelant  Aa-^,,  A?/(,,  A;:^  les  composantes  X  —  x^, 

Y-y„,Z-3odeM^. 
(2)  A.AXo  +  B.A7/„-f-C.Av 

On  ramène  le  cas  général  à  celui-là  par'  la  méthode  des  limites,  telle 

qu'on  l'a  employée  pour  définir  la  lon- 
gueur d'un  arc  de  courbe,  et  la  mesure 
d'une  aire. 

On  inscrit,  à  cet  etî'et,  dans  l'arc  (y), 
un  contour  polygonal  M^M^M^.  . .  M„_iP, 
et  on  fait  la  somme  S  des  travaux  qui 
correspondraient,  pour  des  champs 
constants    définis    par    les    vecteurs 

F^,  F,,  F^,  ...  F„_i,  ayant  leurs 
origines  respectives  aux  sommets 
M|„  Mp  ...,  M„_i  du  contour,  aux 
déplacements  rectilignes  représentés  respectivement  par  les  côtés 
successifs  du  contour  :  cela  donne,  d'après  la  formule  (2),  (chaque 
crochet  correspondant  à  un  de  ces  travaux). 


-:y 


^a> 
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(3)  S  =  [(x— a-J  A  (ar„,  t/^,  sj  +  (j/,  —  ?/„)  B  (ar„, î/„,  ir^)  -f-(2i  —  Sq) CC-r^, y„, Zq). 
-h[(x,— a;,)A(j-„y,,z,)+(yj— ?/,)H(x„y^,s,)-h(z,— z,)C(a:„i/„:,)' 


4-[(X  — x„_,)A(a7„_,,î/„_,,z„_,)+(Y  — î/„-i)B(a-„_,,î/„_,,  s„_,) 

H-(Z  —  :„_i)C(a;„_,,  y„_i,  z„_i)]. 

^Sî  0)j  passe  à  la  liinile,  en  augmentant  indéfiniment  le  nombre  des  côtés 
du  contour,  de  manière  que  le  plus  grand  de  ces  côtés  tende  vers  zéro, 
S  tend  vers  une  limite  Ç,  qui  est  par  définition  le  travail  de  F,  pour  le 
déplacement  curviligne  (y)  donné. 

Chaque  somme  S  est  donc  une  valeur  approchée  de  ce  travail,  et 
l'approximation  est  aussi  précise  que  Ton  veut,  à  condition  de  prendre 
suffisamment  petits  les  côtés  du  contour  polygonal  auxiliaire. 

358.  Expression  du  travail  par  une  intégrale  curviligne.  —  Pour 
démontrer  l'existence  de  la  limite  C  de  S,  nous  décomposerons  S  en 
trois  parties,  en  groupant  ensemble  dans  la  formule  (3)  les  termes  qui 
se  rapportent  à  la  même  composante,  A,  B,  ou  C,  du  vecteur  F.  Nous 
raisonnerons  par  exemple,  sur  la  première  de  ces  sommes, 

(4)  S,  =  (.r,  —  a?J  A (x„,  y,,  :„)  +  (x.,  —  x,)  A  (a;,,  y^,  s,)  "+"  •  •  • 

...  -h  (X  —  a'„_,)A(a?„_,,  y„_,,  .■;„_i)  ; 

un  raisonnement  analogue  se  ferait  pour  les  autres. 

Supposons  que  tout  plan  perpendiculaire  à  Ox,  qui  rencontre  Tare  (y), 
ne  le  rencontre  qu'en  un  point  "  :  les  coordonnées  de  ce  point  seront 
données  par  des  formules 

(5)  y  =  f{x),       2  =  ^(^)> 

qui  sont  les  équations  de  la  courbe  à  laquelle  appartient  Tare  (y);  et 
on  obtient  cet  arc  en  faisant  varier  x  de  x,^  à  X,  dans  ces  formules. 
On  aura  donc  : 

de  sorte  que  si  on  pose 

(6)  A{x,f{x),g{x))  =  \l{x), 
on  pourra  écrire  :  , 

A(-ro>Vo>=o)  =  H(a?o),         A  (x„  »/„;,)  =  H  (t,),     ..., 

(I)  Dans  le  cas  contraire,  on  diviserait  (•;)  en  arcs  parliels,  satisfaisant  à  celle 
condition;  et  on  raisonnerait  sur  ctiacun  d'eux,  en  décomposant  la  somme  S  en 
autant  de  sommes  partielles,  respectivement  relatives  à  ces  arcs. 
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et,  par  conséquent, 

S,  =  (.r,  —  X,)  H  (a-J  +  {x,  —  x,)U  (a:,)  +  .  .  .  +  (X  —  a:„_,)H  (a:„_,) . 

Or.  lorsqu'on  passe  à  la  limite,  les  difTérences  x^  —  or^,  x.^  —  a*,,  ,  . . , 
qui  sont  les  projections  des  côtés  du  contour,  tendent  vers  zéro;  de 
sorle  que,  d'après  la  définition  do  Fintégrale  définie,  S,  tend  vers  une 
limite  qui  est 

/•X  /'X 

(7)  limSj=  /    \l{x)dx=:  /    \{x,f{x),g{x))dx. 

Cela  posé,  supposons  que  l'arc  (7)  soit  défini,  plus  généralement,  par 
des  formules  paramétriques 

(8)  X=0{U),  l/  =  'b{u),  Z  =  y{ll), 

de  sorte  qu'on  obtienne  tous  les  points  de  l'arc  en  faisant  varier  u  de  u^ 
à  U;  et  faisons,  dans  linlégrale  définip  (7),  le  changement  de  variable 
x  =  z>{u). 

Remarquons,  à  cet  effet,  que  /'(cp(M))  =  -}(u),  g{-i,{u))  =  y{u),  car  les 
équations  (5),  vérifiées  pour  tout  point  de  (y),  doivent  devenir  des 
identités  en  u,  quand  on  y  porte  les  coordonnées  (8)  d'un  point  quel- 
conque de  (y). 

Nous  aurons  donc  : 

et  la  formule  (7)  deviendra  : 

(9)  limS,=    r  A(»(w),'|(w), /(u)).rfç,(w). 
Elle  se  déduit  donc  de  la  formule 

(10)  limS,=  r  \{x,  y,  z)dx, 

en  y  remplaçant  x,  y,  z  par  les  fonctions  (8)  qui  définissent  l'arc  (*;),  et 
dx  par  la  différentielle  de  la  première  de  ces  fonctions. 

Conclusion.  —  En  réunissant  ce  résultat  aux  résultats  analogues 
fournis  par  l'étude  des  deux  autres  parties  de  S,  on  arrive  à  celte 
conclusion  que  S  a  bien  une  limite  C  qui  est  donnée  par  la  formule 

(11)  C=  /'  A(j^,  y,  z)dx-^-'R{x,  y,  z)rfî/4-C(a-,  y,  z)dt, 

où  il  faut  entendre  que  x,  y,  z  sont  remplacée,  sous  le  signe    /  ,  par 

les  fanclions  (8);  et  dx,  dy,  dz  par  les  difTéreptielles  de  ces  fonctions. 
Cela  fait,  le  calcul  de  C  est  celui  d'une  intégrale  définie  en  u. 


1  NTi;r, it A I, i:s  u i: ii n i i:.s 
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Intégrale  ciiruiligne.  — ;  Taiil  (lu'on  ria  pas  clioisi  le  mode  de  repré- 
senlalioii  de  l'arc  (v),  il  esl  pnWérable  de  ne  pas  l'aire  ligurcr,  dans  la 
formule  précédente,  la  variable  dintégralion  u.  On  écrit  simplement 

(12)        f:=  f,,-'^{^',  V-  z)dx-hB{x;  ,y,  z}dy-T-C{x,  y,  Zjdz, 

et  on  énonce  :  intégrale,  prise  suivant  l'arc  (y),  de  Xdx-h  Bdg  -+-  Cdz.  l\ 
esl  entendu  que  l'arc  (y)  est  supposé  décrit  dans  un  sens  déterminé. 

M'  .tu, 

Et  si  on  change  ce  sens,  cela  revient  à  remplacer   /     par    /     ,  ce  qui 
donne  une  intégrale  égale  et  de  signe  contraire. 

Une  telle  intégrale,     f  kdx-\-Bdy -i- Cdz,   s'appelle    une   intégrale 

curviligne. 

Indépendamment  de  toute  représentation  géométrique,  elle  est,  par 
définition,  la  limite  d'une  somme  S,  du  type  (3). 

Au  point  de  vue  du  calcul,  elle  s'évalue  en  remplaçant  x,  y,  z  par  leurs 
expressions  (8),  et  en  intégrant  entre  les  limites  u^  et  U,  qui  correspondent 
à  l'origine  et  à  Vextrémité  de  l'arc  d'intégration  (y). 

liemarque.  —  On  délinit,  d'une  manière  analogue,  les  intégrales 
curvilignes  /  \{x,  y)dx-{-B{x,  y)dy,  relatives  à  des  arcs  de  courbes 
planes. 

— - — r^ — ;  el  calculons- 
la  (Vabord  saivant  le  contour  rectangulaire  AOB  qui  va 
du  point  A,  (x=  1,  y^O),  au  point  B,  {x  =  0,  y=^l\ 

On  la  décomposera  en  deux    /     +    /    • 

l'AO         t/OB 

Pour  la  première,  j-  =  0,  de  sorte  que  dy  =  0;  et 
rélèmenl  dilTéreutiel   est  nul;  Pinlégrale   est   donc 

nulle.  Pour  une  raison  analogue,  l'intégrale    /    est 

t'oB 

nulle  aussi.  Donc,   l'intégrale    /       est,  aussi,  nulle. 
.'aob 

2°  Calculons  La  méim  intégrale  suivant  la  droite  AB. 

On  a  ici  /  -|- j  =  1,  et  ou  peut  prendre  x  coiniuie  paramètre.  L'intégrale  est  donc 

3°  Calculons  enfin  la  niiine  intégrale  ^aioant  le  <iunrt  de  cercle  AB,  de  centre  0. 
On  posera  x  =:cosu,  y  =  sinu;  et  riutégrale  à  calculer  «era  : 


.{ 


'"cosu.tîsinH  —  sin  u.densn 
coau  +  sinu 


J. 


du 


g    cogu  -\-  sinu 
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Pour  aciiever  le  calcul  sinipleinenl,  nous  l'écriNous  : 


v'2 


.2  r±+j)_ 

f       cosu  sin  j  +  sinucos^       "      /       sinju  +  j) 


=f[.og[.g(i+i)|]:=v|,o. 


(-"«(l  +  s) 


«1 


=  -^"logig»i; 


—  cots:ï7  = 


■=V2+1. 


L'intégrale  est  donc  égale  à  —  \2  log  tg^  =  s2  log .   Or,  si  on  pose  tg5  =  /, 

on  a  .-^  =  tg!^  =  1  ;  doù  r-  —  2t—l=0.  t  —  \2  —  l;  et  enfin 

1^        1       ^  V24-i 

7       ^/2_i       (^2-l)U2  +  l) 

La  valeur  définitive  est  donc  v21og(\2  +  1). 

Exemple  2.  —  Calculer  l'intégrale     /  yd: -{-  :dx -]- xdy  suivant  la  spire  de  l'hélice 

x=:acosu,   y  =  a  sinu,  :  =  au,  qui  va    du   point  u  =  0,  {x  =  a,  y  =  0,   »  =  0),   au 
point  u  =  2::,  (x  =  a,  y  =  0,  :  =  2a tt). 
L'intégrale  à  calculer  est 

û-   /      sinudu  +  udcosu  +  cosudsinu^a-  /      |sinu-| — ^t-^ jdu-\-a-  1      u.dcosu. 

La  première  des  deux  intégrales  donne 
simplement  Tta-,  La  seconde  s'intègre  par 
parties  : 

I       u.d  rosu  =  [ucosu]y'" —    /      cosudu; 

i/o  «711 

^  ce  qui  se  réduit  à  27:.  Le  résultat  final  est  donc 

T^n-  -\-  2r^a-  =  37ta"-. 


359.  Cas  où  lélément  différentiel  est  une  différentielle  totale 
exacte.  —  Supposons  que  le  champ  de  vecteurs  considéré  dérive  d'un 
potentiel;  c'est-à-dire  qu'il  existe  une  fonction  de  force  \{x,y,  :)  telle 
que  l'on  ait 

A{x,y,z)  =  —^''^      B{x,y,z)=  -'-^-',     CT^,î/,z)  =  — i^^' 

On  a  alors 

>V  ?V  ?V 

\dx  +  \idij  4-  Cdz  =  '—  dx-h'—dy-h—dzz=^ d\ ; 

1  X  t  y 
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c'est-à-dire  que  lï-loment  difT/'rentiel  s'écrit  comme  la  différentielle 
totale  de  la  fonction  V  (n"  1S4). 

Lorsqu'on  calculera  l'intégrale  (12),  dans  ce  cas,  le  long  de  l'arc  de 
courbe  (y),  défini  par  les  formules  (H) ,  x  = -j, (u) ,  y=z'l{u),  z  =  /(u), 
l'élément  diflérentiel  deviendra  la  différentielle  de  la  fonction 
composée 

V(9(iO,'Mu),/_(u))  =  W(u), 

d'après  le  théorème  des  fonctions  composées  (n°  183). 
L'intégrale  sera  donc  : 

^"=X'  ^^^^")  =  ^^'(^')-^^'(''o)  =  v(^(U),.HU),/.(U))- 

Mais  les  formules  (8)  donnent,  pour  î/  =  î/„et  pour  w  =  U,  les  points 
Mq  et  P;  de  sorte  que  Ton  a  : 

o(U)  =  X,  •MU)  =  Y,         /.(Uj  =  Z. 

Donc,  la  formule  précédente  se  réduit  à 

C  =  V(X,Y,Z)-V(x,„y„,.„), 
ou,  plus  simplement  encore,  à 

C  =  V(P)-V(MJ, 

en  indiquant  les  points,  au  lieu  de  leurs  coordonnées. 
On  a  donc,  dans  le  cas  considéré, 

(13)  fj\=\{P)-W(},\,)  =  [W]l. 

Il  ny  a  ainsi  aucun  calcul  d'intégration  à  faire,  lorsque  Vêlement  diffé- 
rentiel d'une  intégrale  curviligne  est  une  différentielle  totale  exacte,  pour 
calculer  cette  intégrale  le  long  d'un  arc  de  courbe  (y)  quelconque. 

D'après  la  formule  (13),  il  n'y  a  qu'à  faire  la  différence  des  valeurs 
de  la  fonction  de  force  ",  pour  l'extrémité  et  l'origine  de  l'arc  (y). 

De  là  cette  conséquence  très  importante  que,  dans  ce  cas,  la  valeur 
de  l'intégrale  curviligne  ne  dépend  ''que  de  f  origine  et  de  l'extrémité  de 
l'arc  d'intégration,  et  non  de  cet  arc  lui-même. 

360.  Interprétation  de  l'élément  différentiel  d'une  intégrale  curvi- 
ligne quelconque.  —  Travail  élémentaire.  —  Si  l'arc  d'intégration  (y) 

(I)  Avec  la  fonctipn  polentielleTou  potentiel,  II  =  —  V,  là  dilTérence  devrait  être 
prise  au  sens  contraire  : 

r~  =  ii(M„)-ii(F)  =  :rr);-. 
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a  pour  origine  un  point  fixe  M^  de  la  courbe  (K)  qui  le  porte,  et  pour 
extrémité  un  point  variable  M  de  cette  courbe,  l'intégrale  curviligne 
correspondante, 

C  =   r    \dx  H-  Bdy  -h  Cdz, 

est  une  fonction  du  paramètre  a  qui  définit  la  position  de  M  sur  la 
courbe  (K),  et  on  a  : 

f>  =  y"[A(9(M), .}(«), /.(u))cp'(u)  +  B(cp(u),^(u),x(u))f(u) 
+  C(9(m)  •}(«),  y.(u))/;(u)]rfu, 

la  Courbe  (K)  ayant  pour  équations  paramétriques  les  équations  (8). 


-J^ 


X  . 


l£n  différentianl  par  rapport  à  u,  on  a  donc,  d'après  la  propriété  de 
l'intégrale  définie  considérée  comme  fonction  de  sa  limite  supérieure, 

rfC  =  [A-(ï.(M),  •]/(«),  /(«))?'('^)+  •  •  -J^^i 
ou,  plus  simplement, 

(14)  (/€  =  A(/x  +  B(/j/-i-Crf;, 

('■tant  entendu  que  le  second  membre  doit  être  exprimé  en  fonction  de  u. 
A  ce  point  de  vue,  Vêlement  différentiel  d'une  intf^grale  curoiligne  est 
donc  la  différentielle  de  cette  intégrale. 

Lorsqu'on  interprète  l'intégrale  curvili^e  comme  travail  du  recteur 

— >-  " 

F,  (A,  B,  C),  on  appelle  celle  diÛ'érenlielle  le  travail  élémentaire  qui 

correspond  au  dé.placemeul  infinitésimal  {dx,  dy,  di). 

Nous  suivons  (n"  204,  rem.  I;  et  n"  S61)  q'ue  ce  déplacement  est  un 

vecteur  MW  tangent  à  la  courbe,  et  de  loagueur  ds,  puisque 
da^  -h  rfy*  -+-  dz^  =  ds-. 
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Le  second  membre  de  la  formule  (14)  est  le  prodiiil  scalaire  du  veclour 

F  et  de  ce  vecteur  déplacement  MW.  On  peut  donc  écrire  celle  for- 
mule (14),  qui  donne  !e  travail  élémentaire, 

(15)  dh  =  F.ds.cos{F,ds). 

z 
361.  Intégrale  prise  suivant  un 

contour  fermé.  —  Étant  donnés 
trois  points  P,  Q,  H,  sur  une  courbe 
(K),  on  a,  pour  une  intégrale  curvi- 
ligne I  Xdx -+•  Bdy -h  Cdz  prise  sui- 
vant des  arcs  de  cette  courbe,  les 
relations  suivantes  : 


y 


0, 


«'l'Q  «''oc 


Pli          *^UK  «^Kl> 

Elles  résultent  immédiatement  des  propriétés  analogues  relatives 
au.\  intégrales  définies 


Ja        J.i  '  «/a        J?        J-; 


0. 


Car  si  on  a  :  Kdx  n-  Brfy  -f-  Olz  =  \\{u]  du,  quand  on  remplace  x,  y,  z, 
par  leurs  valeurs  (8)  données  par  les  équations  paramétriques  de  (K); 
et  si  a,  fi,  Y  sont  les  valeurs  de  n  qui  correspondent  aux  points  P,  Q.  R, 
on  en  conclut  : 

/*  kdx  -f-  Brfv  -h  cdz  =  r  H  (u)  du,     ç  =  r ,     li=  r  • 

.'jTy  ■  J'j.  •   yK  •    ■  «   Kl'  «'V 

Cela  posé,  imaginons  que  P,  Q, 
R  soient  trois  points  arbitraires 
sur  une  courbe  fermée  (K).  On 
pourra  considérer  l'intégrale 
curviligne 

f^.Kdx  +  Bdy^Cdz, 

•    l'UK 

qui    sera  prise   suivant  tout   le  ^ y 

contour  de  la  courbe  (K).  consi- 
déré comme  un  arc  d'origine  P 
et  d'extrémité  P.  parcouru  dans 
le  sens  PQR. 
Mais  dans  ces  conditions,  l'inlégrale  ne  dépend  que  du  contour  (K)  et 


Ib8 
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du  sens  adopté  pour  le  décrire,  et  non  du  point  d'oïl  l'on  part  pour  le 
décrire. 
On  a,  en  efl'et, 


'   P«K  •    PQ  *  OR  *   Kl'  *   UK  ^RP  'PO  *  QRP 

ce  qui  prouve  qu'on  obtient  la  même  valeur  on  prenant  pour  point  de 
dcparUun  ou  lautre  des  deux  points,  absolument  quelconques,  PouQ. 

Cette  valeur  unique  s'appelle  [intégrale    l   kdx  -h  Brfy  -h  Ce/:,  (on  lit  : 

suivant  le  contour  (K))  prise  dans  le 
sens  fixé  sur  le  contour,  sens  qu'on 
indiquera,  par  exemple,  par  une 
flèclie. 

Exemple.  —  L'intégrale 

/  xdij  —  ijdx. 

prise  le  long  du  cercle  trigonomé- 
trique  a;  =  cos  w,  y=:s\nu,  dans  le 
sens  positif,  est  : 

sin  u .  '/  ces  u  =         du  =.  ^-. 


i: 


cost/.c/sinw 


Remarque  1 .  —  Si  l'expression  Xdx -j^  Bdy -{- Cdz  est  une  différen- 
tielle  totale   exacte   d\{x,  y,  :),    on   trouve,   en  appliquant  la   for- 

mule  (13),  que  l'intégrale    /    Ac/a?-(- Brfî/ -hCc/:,  prise  suivant  le  cou- 
tour  fermé  (K),  est  V(P)  — V(P).  Elle  est  donc  nulle. 

fiemarque  2.  —  Ce  résultat  peut  être  en  défaut  si  la  fonction  V  est  susceptible 

/   xdy  ~~~  yd-x 
d'avoir  plusieurs  valeurs  en  un  même  point.  Par  exemple,  l'intégrale     /        ■>   t'  i    ' 

prise  suivant  le  cercle  trigonométrique,  se  réduit  à     /      du  et  est  égale  à  2::. 

Et  cependant  ^  ^,  T  ^ ..    =''  arc  tg-;  de  sorte  qu'on  a  ici  V  =  arc  tg -. 

^  x-  +  y-      ,  '^  X  '  "^  j- 

L'explication  de  cette  apparente  contradiction  est  que  tous  nos  raisonnements 
supposent  que  la  fonction  de  force  V  varie  d'une  manière  continue  le  long  du  con- 
tour d'intégration.  Si  donc  on  prend  ici  pour  V,  au  point  A,  la  valeur  nulle  de 
l'arc-tangente,  on  ne  pourra  pas  conserver  pour  V  la  détermination  principale  Arc- 
tangente,   quand   on   franchira   le   point   B,  car  elle   passerait  brus(iuement  de   la 

valeur  ^  à  la  valeur  — »,  à  ce  passage  en   B.  La  fonction   V  devra  avoir  pour 

valeur  l'arc  que  balaye  le  rayon  vecteur  du  point  qui  décrit  le  contour;  et  la  valeur 
en  A,  au  départ,  étant  zéro,  la  valeur,  à  l'arrivée,  en  A,  sera  2r.. 
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i<   6.    —    AI'lM.ICATiONS    (JÉOMÉTUIOUES 

362.  Aire  d'un  segment.  —  Si  le  segment  est  limité  par  la  courbe 
»/=/■(,;•),  par  l'axe  des  .c  et  deux  ordonnées,  nous  savons  que  l'aire 

est.l=  l"'f{x)dx. 

On  peut  la  considérer  commi'  l'iiilégralc  curviligne  j  i/d.r,  prise  le 
long  do  l'arc  Ali;  ce  qui  sera  le  plus  commode  si  on  introduit  une 
représentation  paramétri(iue  de  la  courbe. 


3' 


y 

B 

^ 

^ 

K 

0 

A 

Par  exemple,  pour  un  segment  d'une  ellipse,  x  =  a  cosu,  y  =  b  sin»,  compris  entre 
les  ordonnées  des  points  M,  et  M^,  d'anomalies  excentriques  u^  et  u,,  on  aura 


,'«1  /•"; 

.1'=    /      63in(i.adcosa  =  —    /      absin^^udu. 


Donc 


.1.  =  — a6 


^"'  t  —  cos2u 


./,' 


du 


o6^ 


Y     u, -u.  +  7,(sin2u.  — sin2u,)^ 


Or,  *  sin2ii  =  sinu  cosu.    Donc  ou    peut  écrire,  (en  introduisant  les  coordonnées 


de  M,  et  NU) 


A.  =  ^(u,-u.^  +  \{x,y,-x,y{). 


Pour  le  quart  de  l'ellipse  ((jj  =  -,  «^  =  0),  on  a  .''  =  ^^^: 
l'ellipse  est  iiab.  Pour  6  ^  a,  on  retrouve  Taire  du  cercle,  -kq-. 


donc  l'aire  totale  de 


Généralisation.  —  Considérons  ^ 
un  segment  compris  entre  deux 
cordes  AC,  BD  d'une  courbe,  ces 
cordes  étant  parallèles  à  O;/  par 
exemple.  Nous  supposerons  que  le 
segment  est  balayé  par  une   corde 

variable  MN,  d'abscisse  a-,  lorsque  'Â ! L^ J^ 

X  varie  de  a,  abscisse  de  AC,  à  b, 
abscisse  de  BD. 

On  peut  supposer  Taxe  des  x  tellement  choisi  que  toute  la  courbe 
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soit  au-dessus  de  cet  axe;  soit  alors  y^  l'ordonnée  de  N,  et  y.,  celle 
de  M.  qui  sont  deux  fonctions  de  x  connues. 

Le  segment  considéré  est  la  ditTérence  des  deux  segments 

ABB'A  =  IVida:,         et         CDB'A'=  T'ï/A. 
Son  aire  est  donc 

a.=  /   yjx—  f  y^dx=  f  {,j,—  y^)dx. 

t'ii  t'a  t'a  • 

Mais  y,  —  y,  =  MN  ;  de  sorte  que  l'on  a 

a.  =  /    (corde  MN).rfx. 

11  en  résulte  que  la  dérivée,  par  rapport  à  x,  de  l'aire  du  seymeut 
variable  AMNC  est  la  corde  MN  qui  limite  ce  segment  (du  côté  variable); 

car  la  dérivée  d'une  intégrale  définie    /    f{x)dx,  par  rapport  à  x, 

J  a 

est   fx).   Ce   résultat    se    démontrerait    directement,    en   raisonnant 
comme  au  numéro  301. 

363.  Aire  dun  secteur.  —  Considérons  l'aire  d'un  secteur  variable, 
compris  entre   une   courbe  (K),  un  rayon  vecteur  fixe  UA,  d'angle 

polaire  x,  et  un  rayon  vecteur 
mobile,  O.M,  d'angle  polaire  0, 
supérieur  à  a.  Cette  aire  est  une 
fonction  S(0),  dont  nous  cherchons 
la  dérivée. 

Soit  rie  rayon  vecteur  OM;  c'est 
une  fonction  connue  de  0;  si  0 
augmente  de  AO,  r  varie  de  A?-; 
M  vient  en  M',  et  le  secteur  S(0) 
augmente  du  secteur  AS  =  OMM'. 
En  supposant,  pour  simplifier  '',  que  /•  varie  toujours  dans  le  même 
sens  quand  0  augmente  de  AO,  on  voit  que  AS;=OMM'  est  compris 

entre  les  deux  secteurs    circulaires  d'angle  au  centre  MOM'^AO  et 
de  rayons   >'|  et  ,r-f- Aî'|  .  Donc 

1  1 

AS  est  compris  entre  Q^'^^        et         ^(j'-i- Ar)*A8, 

AS 


^ 

>N 

\ 

\(K) 

:  0 

-r-r  est  compris  entre  âf 
AO  ^  2 


et 


(r  +  A/f  ; 


AS 


et  on  conclut,  en  passant  à  la  limite,  que  ^ry  a  pour  limite  -â- 

(1)  II.  serait  facile  de  donner  au  raisonnement  une  forme  plus  frénérale,  en  ne 
supposant  pas  que  A6  soit  positif,  ni  que  r  varie  toujours  dans  le  même  sens  dans 
l'intervalle  (h,  h  +  AO).  11  n'y  aurait  qu'à  calquer  le  raisonnement  sur  celui  da 
numéro  301. 
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Donc,  on  a  la  formule 

On  en  conclut  que  S  est  celle  des  intégrales  indéfinies  de  ^r^d()  qui 

s'annule  pour  0  =  a;  car  pour  0  =  »,  OM  se  confond  avec  OA.  Donc, 
d'après,  les  propriétés  des  intégrales  définies, 


1 


(2) 


Remarque  I .  —  On  peut  considérer,  en  étendant  aux  coordonnées 

polaires  la  notion  d'intégrale  curviligne,  que  S  est  l'intégrale  curviligne 

1    /*  ' — 

-  ;  r-rfO,  étendue  à  l'arc  AM  qui  sert  de  basé  au  secteur. 

Si  on  revient  aux  coordonnées  rectangulaires  x=  r  cosO,  y  =  ?sin6, 
on  a  : 

r'-  =  x-  +  y\         ?^=lgO,         O^arctg^,         d^^^^-ÈLlL^. 

Donc  r'-dh^ xdy  —  ydx\  et  on  obtient  la  formule 


(3) 


S  =  J   \^xdy  —  ydx. 


Remarque  2.  —  Dans  ce  qui  précède,  on  a  supposé  que  S  croît 
avec  0.  Sinon,  l'intégrale  (2),  où  a  serait  plus  petit  que  0,  serait  néga- 
tive. En  d'autres  termes,  les  formules  (-2)  et  (3)  représentent  l'aire 
balayée  par  le  rayon  vecteur  du  point  qui  décrit  la  courbe,  affectée  du 
signe  -h  ou  du  signe  — ,  suivant  que 
le  rayon  vecteur  tourne  dans  le  sens 
positif  ou  dans  le  sens  négatif. 

On  peut  remnrquer,  du  reste,  que 
l'élément  différentiel 


AI  (oc. y) 


xdy  —  ydx  =  x {y  -\-dij)  —  y  (>r -h  dx) 

est  la  valeur  algébrique,  (voir  n°  201, 

et  n°  341),  de  l'aire  infiniment  petite 

du  triangle  O.MW  qiii  a  pour  sommet 

l'origine     et    pour    base    l'élément 

différentiel,  MW,  de  la  courbe  (K);  car  le  point  W  a,  par  définition 

(n'^  204),  x-{-dx,  y  -h  dy  pour  coordonnées. 


364.  Application  aux  fonctions  hyperboliques.  —  Nous  allons  appli- 
quer ce  qui  précède  à  l'hyperbole  équilalère 
(4)  '        x'-y'-=l, 


Math,   géskbales.  —  II. 
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dont  le  demi-axe  transvnrse,  OA,  esl  égal  à  lunilé  de  longueur.  Nous 
nous  bornons  à  la  branche  de  droite,  pour  laquelle  x  >  0,  —  1  <  -^  <  1  ; 
d'où  x-hy  >0,  x  —  tj  >0. 

Pour  en  obtenir  une  représentation  paramétrique,  nous  écrivons 
l'équation  (4)  sous  la  forme 

(5)       (x  +  j/)(x-y)  =  l; 
et  nous  posons 

x-i-y  =  e", 

ce  qui   esl   possible,   car  cela  é([ui- 
vaut  il 
•^  u  =  \og(x-+-y). 

Léqualion  (3)  devient 

e"(x  —  i/)  =  1; 
c'est-à-dire 

X  —  ?/  =  e  ". 


On  a  ainsi 

x-i-y  =  e  . 

■c  —  y  =  e-"; 

d'où 

^  _  ^"  -f-  e-" 

e"  —  e-" 
Il  — 

c'est-à-dire,  d'après   la  définition  analytique   des  fonctions  hyperbo- 
liques, qui  s'introduisent  ainsi  i  aturellen-.ent,  (n"  100), 
x=:  chu,         y  =  sli  II. 

Calculons  alors  la  valeur  algél  rique  de  l'aire  du  secteur  OAM.  Nous 
avons, 

^'^y  ~  ydx  =  chu .dshu  —  shii .dchu  =  (cli-w  —  sh-»)  du, 
c'est-à-dire 

xdy  —  ydx  =  du. 

L'aire  cherchée  esX  donc.  ^  ion  remarque  que  uest  nul  en  .\  u-^=  1 ,  y  =0), 

1    r"  n 

-  /    du  =  -.- 

Ainsi  les  fonctions  hyperboliques  ch  u  et  sh  u  sont  les  coordonnées 
du  point  .M,  u  étant  le  double  de  la  valeur  algébrique  de  l'aire  OAM. 
C'est  la  définition  géométrique  de  ces  fonctions,  toute  pareille  à  celle 
des  fonctions  circulaires,  annoncée  au  début  du  numéro  100.  dans  la 
première  partie  de  ce  Couis. 

365.  Aire  d'une  courbe  fermée.  —  Imaginons  une  courbe  fermée,  et 
supposons  l'origine  des  coordonnées  à  son  intérieur.  Nous  admettrons 
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qu'une  demi-droite  issue  de  l'origine  ne  rencontre  son  contour  ([u'en 
un  point,  de  sorte  que  le  point  M 
décrivant  le  conlour  dans  le  sens 
direct,  le  rayon  vecteur  OM  tourne 
toujours  dans  le  sens  positif.  Le 
rC'SultaL  que  nous  allons  obtenir 
pourrait  s'étendre  au  cas  général, 
où  on  n'introduirait  pas  cette  res- 
triction. 

Toute  l'aire  est  balayée,  quand 
le  rayon  vecteur  tourne  de  l'angle 
mesuré  par  2tc,  c'est-à-dire  lorsque 
M  décrit  tout  le  contour.  L'aire 
totale  limitée  par  la  courbe  est 
donc    égale    à    l'intégrale    curviligne 


(6) 


\>z=^  I  r-df)  =  -  f  .^dy  —  ydx 

y      y, 


prise  le  long  du  contour  de  l'aire, 
dans  le  sens  direct. 

Le  résultat  subsiste  si  0  est  à 
l'extérieur  de  l'aire.  Portons,  en 
effet,  l'origine  en  0,,  à  l'intérieur. 
Nous  aurons 

avec 

x^z=x  —  a,  y^=zy  —  0, 

où  {n,  b)  sont  les  coordonnées  de  Oj. 
Donc, 

" ''  ~  0  ./k  ^^~'"'>^y~~  ('^  —0)dx=^-  j^  xdii  —  rjdx  —  ~  f  ady  —  bdx. 

Mais  la  seconde  intégrale  est  nulle,  parce  que  l'élément  différentiel 
est  la  (litlérentielle  totale  de  ay  —  bx  (n°  361).  La  formule  (6)  subsista 
donc. 

Autres  formules.  —  Un  peut  écrire 

xdy  —  ydx  =  d{xy)  —  iydx. 
Donc,  d'après  la  formule  (6), 
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Mais  la  première  intégrale  est  nulle,  l'élément  différentiel  étant  une 
diiVérentielle  totale  exacte,  et  il  reste 


(6)' 


A, 


=  -fjdx. 


On  pourrait  du  reste  déduire  cette  formule,  directement,  de  celles 
du  numéro  362. 

Enfin,  en  écrivant  xdy  —  rjdx  =  2xrfj/  —  d{xy),  on  obtient,  de  même, 


(6)" 


.1: 


Xk;,-^'^-'/- 


Exemple.  —  Soit  à  calculer  l'aire  de  la  développée  d'une  ellipse  (1,  page  491) 


X  =  —  cos'u, 


On  a, 

Donc 


c2 
— r  sin'u. 


3cï 


dx  =  —  3  —  cos^u  sinudu,        rfy  =  —  '-^-  sin^u  cos  u  du 
a  •'  b 


ydx=:  3  -rcos^u  sin*udu, 
ao 


xdy  =  —  3  -r  C03*  u  sin*  u  du 
ao 


3c*  3c* 

xdy  —  ydx  = j-  cos-u  sin'-udu:= —  t-t  (sin2u)2du. 

Si  on  fait  varier  u  de  0  à  2-,  la  courbe  est  décrite  dans  le  sens  négatif.  On  aura 
éonc  pour  l'aire 


3c 
Sab 


r     /         Sin2  2u.du  =  ô-r      /  — 


cos4u 


du 


3£C* 
8a6  ' 


366.  Calcul  des  longueurs  d'arcs.  —  Pour  une  courbe  quelconque 

(K)  a:='-p(M),         y  =  'M")'         =  =  /.(«) 

la  longueur  s  de  l'arc  compris  entre 
une  origine  A,  (M  =  a),  et  le  point 
M,  de  paramètre  u,  est  une  fonction 
de  u  dont  la  différentielle  est  donnée 
par  la  formule  (n"  20o  et  n°  254)  : 
flfs^  =  dx-  -\-  dy-  +  dz^. 
On  a  donc  : 


J?. 


-<y 


ds  =  ±:  V-/'(u)-hf«(u)-h/;^(M)  .rfw. 
Si    nous  supposons  que   s  est  la 
valeur  algébrique    de    l'arc  AM,   et 
que  le  sens  des  arcs  croissants  correspond  au  sens  dans  lequel  M  se 

ds 
déplace  lorsque  u  croit,  -r-  est  positif;  et  on  doit  prendre  : 


{-) 


ds  =  v's'^lu)  -f-  y^iu)  H-  y;''{u).du. 


À\ 
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ir.5 


La  fonction  5  est  dès  lors  celle  des  fonctions  primitives  du  radical 
qui  s'annule  pour  u  =  x\  c'est  donc  Tintégrale  définie 


(«) 


5=   r  \l<^"^{u)-\-y-{u)-h/'\u).du. 


Sous  une  forme  plus  abrégée,  on  écrira,  comme  pour  une  intégrale 
curviligne, 

(9)  s=   C^dx--\-dy--\-d-J. 

Mais  il  n'y  a  équivalence  des  deux  formules  que  si  u  >  z.  Dans  le 
cas  u  <  X,  la  formule  (9)  s'écrirait,  du  étant  négatif, 


=  f"  —  v?''^-|''  +  /''.^"• 


Elle  donne,  dans  tous  les  cas,  la  longueur  de  l'arc,  sa  valeur  étant 
essentiellement  positive. 

Exemple  t.   —   Longueur  d'un  arc   de  cycloïde.    —  Les  équations  de    la   cycloïde 
sont  (n"  230) 

x  =  a{u  —  sinu),        y=:a{l  —  cosu). 


Donc 


D'où 


ds-  =  a-[{l  —  cos  a)-  +  sin^  u]  da- 
ds-  =  a- (2  —  2  cosu)du-  =  4a-  sin-  7^du'-. 


ds  =  2a\  sin  s  \du. 


en  supposant  que  le  sens  des  arcs  croissants  est  celui  de  la  flèche. 

Sur  l'arche  OSR,  on  a  0  ^  u  $  2it,  donc  sin  ^"^  0;  et  on  aura  :  s  ^  2a    /    sin^t/u, 

si  on  compte  les  arcs  à  partir  du  point  0.  Cette  formule,  (qui  ne  serait  plus  valable 

au  delà  de  U),  donne  s=ia(l — cGSr^j,  ou  encore  s=;8asiu-r.  La  longueur  de 

l'arche   OSR   correspond   à    u  =  2;i;   c'est  donc  s  ^=  8a,  c'est-à-dire   quatre   fois    le 
diamètre  SS'  du  cercle  générateur. 
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Exemple  '2.  —  Lon<iucur  d'un  arc  de  parabole.  — 
L*<'<iuatioii  de  la  parabole  élaiit  y-  =  2px,  on  a 
ydy  =  pdx;  ■d'où 


dsi 


'-^^^dy-^; 


et  pour  lan-  A.M, 

ps=    1     \y^--j-pidy. 

«  Il 

En  intégrant  par  parties,  on  obtient  : 


.'(.   \y-+p-  .'u      \r-  +  p- 

11 

^ py  . /""      dr 

ps  =  y\y-  +  p-—  /    vy-'+P-'O'  +  p-  /    -===■ 

.'»  .'o    \y-  +  p- 

En  remarquant  que  la  seconde  intégrale  est  ps,  il  vient  donc 


ou  enfin  : 


2ps  =  y  ^  yî  -I-  p2  +  /)î  '  log (y  +  \  y-  +  P-)^o 


=  ^\v^+P^,2--  p 


Exemple  3.  —  Longueur  d'un  arc  d'hélice.  —  Les  équations  de  l'hélice  sont  (n°  260) 

j'  =  ocosu,        y  =  asinu,        z^hu, 

a  étant  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  l'hélice 
est  tracée,  et  2T:/t  étant  le  pas  de  l'hélice.  On  a 

donc,  pour  s  =  arc  AM, 

ds'-^a-i^'\a-ndu--{-a-cOS-udu--\-h-du-=z{a--\-h-)du-. 

Donc  l'arc,  compté  à  partir  de  A,  (u  =  0),  est 

s=    I     \a-  -\-  h-du,   c'est-à-dire   s  =  \a--\-h'^  u. 

L'arc  de  l'hélice  est  donc  proportionnel  à  l'angle  u, 

et.  par  suite,  à  l'arc  AW  =  au  de  la  base:  et  on  peut  écrire  s^  -  °   "^ — arc  AW. 

Ce  résultat  est  du  reste  évident  si  on 
déroule  le  cylindre.  On  a,  sur  la  figure 
ci  contre,  qui  représente  le  déroulement 
d'une  spire. 


donc 


AA'  — 27;«i,         A'A,  =  2ii/i, 
AA,  =  27t  \a-^  -\-  hi ; 


et,  par  suite 


AM  =  -^^!AW  =  ^^^il±^'A\V. 
.\A  a 
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367.  Volumes  à  bases  parallèles.  —  Considérons  le  volume  V  compris 
entre  deux  sections  plane.s,  parallèles,  d'un  solide  (S).  Nous  suppose- 
rons qu'on  a  pris  un  axe  0:  perpendiculaire  aux  plans  de  section. 
L'un  de  ces  plans  :  =  z„  sera  fixe,  l'autre,  de  cote  quelconque  2,  sera 
variable.  Le  volume  V  est  alors  une  fonction  V(;).  Pour  Côcaluer,  nous 
opérerons  comme  dans  le  cas  des  aires  et  des  arcs,  en  cherr/iant  sa  dérivée, 
et  remontant  de  la  dérivée  à  la  fonction  par  une  intcf/ralion. 


z*^z 


Si  nous  donnons  à  z  un  accroissement  \z,  le  volume  V(c)  s'accroît 
de  la  tranche  A  Y,  comprise  entre  les  deux  plans  horizontaux,  de  cotes 
z  et  z*-f- As. 

Cette  tranche,  infiniment  petite  avec  As,  est  un  infiniment  petit 
équivalent  "  au  volume  du  cylindre  qui  a  pour  base  la  section  de  cote  z, 
et  pour  hauteur  As.  Si  A(s)  est  l'aire  de  la  section  de  cote  z,  le  volume 


(1)  Pour  établir  ce  point,  il  suffit  d'inia;,'iner  la  projection,  sur  le  pian  de  la  base 
inférieure  de  la  tranche,  de  la  surface  latérale  de  cette  tranche.  Elle  aura,  pour  Iz 
assez  petit,  une  forme  irénérale  annulaire;  et,  des  deux 
cvlindres,  de  hauteur  Ar,  qui  ont  pour  bases  les  aires  limi- 
tées par  le  contour  intérieur  et  par  le  contour  extérieur  de 
celle  projection,  le  premier  est  entièrement  intérieur  à  la 
tranche,  tandis  que  le  second  la  contient  tout  entière. 

Si   donc   A,  et   Ae  désignent  les  aires  des   bases  de   ces 
cylindres,  on  a  .\i  Ar  <  AV  <C  AeAr,  et,  par  conséquent,  en  désignant  par  A  l'aire 
de  la  section  (base  inférieure  de  la  tranche), 

"    A  ■ 


A,  ^    AV 
A  ^  A .  A  r 


Mais,  lorsque  A.  tend  vers  zéro,  la  projection  de  la  surface  latérale  de  la  tranche 
tend  vers  le  contour  de  la  base  inférieure;  donc  Ai  et  Ae  tendent  vers  A:  les  rapports 

—■,  -^  tendent  vers  1  ;  et  il  en  est  de  m^me  du  rapport  -r — ^.  (C.  Q.  F.  D.) 
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de  ce  cylindre  est  A(:).A:;  et  on  a,  en  remplaçant,  pour  trouver  la 

A  V 

limite  de  -r-^-,  le  numérateur  A\  par  son  équivalent  A(:).A(:), 

,.     A V       ,.     A(z). A:       ,  ,  , 
lim-YT  =  lim    ^'  —  :=  A(:). 

Donc 

(10)  ^  =  A(:s         ou         d\  =  \{z)dz. 

Dès  lors,  V(:)  étant  celle  des  intégrales  de  \{z)dz  qui  s'annule  pour 
:  =  2q,  on  a,  d'après  les  propriétés  des  intégrales  définies,  pour  le 
volume  cherché  : 

(11)  \  =  J^^\{z)dz. 

Ainsi,  le  volume  d\in  solide  esl  Viniégrale  de  l'aire  d'une  section  plane 
de  ce  solide,  de  même  que  Caire  d'une  portion  de  plan  est  l'intégrale 
d'une  corde  (n°  362). 

368.  Application  aux  solides  de  la  géométrie  élémentaire.  —  1°  Cône 
et  IroH'-   de  cône.  —  Soit  0   le   sommet  d'un  cône,  dont  la  base  est 

parallèle  au  plan  aOy.  D'après  l'homo- 
thélie  des  sections  parallèles,  on  a, 
h  étant  la  hauteur  et  B  la  base, 

A=i;B. 

Donc,  pour  le  volume  total,  la  for- 
mule (il;  donne  : 

M 
3 


.'u      h-  Sh-^    -»        3 


Pour  le  tronc  de  cône  compris  entre  la  base  B  et  la  section  à  la  cote 
Zq,  on  aura  : 

Si  on  introduit  la  hauteur  ll  =  /i  —  z^  du  tronc,  et  la  base  inférieure 
B'  =  ^,B,  la  formule  se  réduit  à  la  formule  classique 
V  =  ^(B  +  VBB'-f-B'). 

Remarque.  —  Ces  résultats  comprennent,  comme  cas  particuliers, 
le  cas  de  la  pyramide  et  du  tronc  de  pyramide. 

2°  Segment  sphérique.  —  Pour  la  sphère  x-  -f-  y-  -f-  z-  =:  R-,  l'aire  A  (z) 
est  celle  d'un  cercle  dont  le  rayon  est  l'y  du  point  M,  de  cote  z,  du 
cercle  méridien  7/--hz-  =  R^,  (a^  =  0).  Donc 

k{z)  =  r.y-  =  r.{\\'-z\  \  =  J\(W  -  z^-)dz- 
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ce   qui   donne,    en   eUecluant    : 

(1)       \=:^K^{,-z,)-t:1^{-J-zI). 

Pour  le  segment  sphérique  à  une 
base  la  formule  se  simpUlie.  Il  vient, 
en  faisant  i^  =  —  R, 

1 


ou 


=  TrlV2(:  —  R)  —  ^^(;'  -H  R'), 

Celte  formule  devient,  en  y  introduisant  la  hauteur  /i^R-+-:  du 
segment, 

V  =  t:  r^ R ■  +  R2 [h  —  R )  —\{h  —  Rf  1  ; 
ce  qui  se  réduit  à 


(H) 


\  =  -hH\{  —  yi 


Remarque  I.  —  On  peut  introduire  aussi,  dans  la  formule  (1),  les 
rayons  des  bases  du  segment,  y^  et  y,  et  sa  hauteur  :  —  -o=^^'- 
En  écrivant 

V  =  7rA[R^-i(.^  +  :r„  +  .^)], 
nous  éliminons  d'abord  zz^  au  moyen  de 

{z  —  z^Y=h\         zz^  =  ^{z^^zl  —  h^), 
d'où  : 

Il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  z-  et  ;^  par  ::-=R^  —  y-  et  ;,^=R^ — yl, 
pour  obtenir  la  formule  classique 

(III) 


^  =  é"^'-+-T(^'-^^')- 


Remarque  2.  —  Pour  2  =  R,  :^  =  —  R,  la  formule  (I)  donne  le  volume 
de  la  sphère  V  =  ^t:W. 


3°  Secteur  sphérique.  —  Le  volume  du  secteur  sphérique  s'obtient 
en  faisant  la  somme  du  volume  (II)  d'un  segment  sphérique  à  une  bas& 
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(HC  =:/«),  ol  du  volume  dun  cône  dont  la 
hauteur  est  ()H  =  U  —  h,  et  dont  le  rayon 
de  base  est 


11M  =  s7j(2U  — /O 
l)n  obtient  ainsi 

-    \  =  rJl'(ll—~ll\-^~7:[h{'2.K-h)]{\\  —  h), 

ce  qui  se  réduit  à  la  formule  classique 


(IV) 


V  =  |i:R2/î. 


369.  Formule  des  trois  niveaux.  —  Ces  divers  cas  rentrent  dans  le 
cas,  plus  général,  où  A(z)  est  un  polynôme  en  z  du  troisième  degré  au 
plus. 

L'intégrale  ^  =  ^    \{z)dz  a  alors  une  expression  simple,  comme 

nous  l'avons  vu  au  paragraphe  2,  n"  345. 
y  En    tenant  compte  du  changement  de 

1^      notation,  il  suffit  d'appeler  H  la  hauteur 
I         du  solide,  B  et  B'  les  aires  des  bases,  et 
__i___    B"  celle  de  la  section  équidislante  de  ces 
bases,   pour    en    déduire    la   formule   du 
volume,  dite  formule  des  trois  niveaux  : 


V 


> 


B'  +  4B"). 


370.  Volumes  de  révolution.  —  Pour  un  segment  d'un  solide  de 
révolution,  limité  par  deux  parallèles,  l'aire  A(:)  est,  comme  dans  le 
cas,  plus  particulier,  du  segment  de  sphère,  celle  d'un  cercle  dont  le 
Z  rayon  est  \'y  du  point  correspondant  M 

fif  de  la  méridienne  principale. 

On  a  donc  la  formule 


V=  lyy'.dz, 


—d 


en  supposant  y  tiré  de  l'équation  y  =  /'(z) 
de  la  méridienne. 
x/  On    peut,    mieux    encore,    considérer 

•cette  formule  comme  une  intégrale  curviligne 


(12) 


V  =  -  f_y^dz; 
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prise  le  long  de  Tare  de  méridienne  qui  engendre  la  surface  latérale 
du  volume. 

Ainsi  entendue,  elle  s'étend  au  cas  du  volume  engendré  par  une  aire 
plane  qui  tourne  autour  d'un  axe  Oz  de 
son  plan  t/0»,  ne  la  rencontrant  pas. 
L'intégrale  curviligne  devra  seulement 
être  calculée  le  long  du  contour  de  celte 
aire,  dans  le  sens  direct. 

Supposons,  en  elTet,  pour  simplifier, 
que  le  contour  de  l'aire  ne  soil  coupé  par 
une  parallèle  à  Oy  qu'en  deux  points  M^ 
e[  M,. 

Le  volume  à  évaluer  est  la  dilTérence 
des  volumes  de  révolution  qui  corres- 
pondent aux  deux  arcs  AM,B,  AM.,B;  et  on  a 


X' 


dz 


\=zr.   f^^y'-dz  —  -  f^yHz  =  T.   fifdz-^-r.  f^yhlz  =  iz  C ^y^ 

ce  qui  établit  le  résultat  annoncé. 

Exemple.  —  Volume  du  lore.  —  Le  tore  est  le  solide  engendri'  par  un  cercle  qui 
tourne  autour  d'une  droite  de  son  plan.  Nous  ne 
considérerons  que  le  cas  où  la  droite  ne  rencontre 
pas  le  cercle.  Nous  pouvons  supposer  le  centre  du 
•cercle  générateur  eu  C  sur  Oy,  et  soit  a  =  OC. 
Soit  II  le  rayon  de  ce  cercle. 

Les  équations  paramétriques  de  la  méridienne 
principale  seront,  d'après  les  formules  du  nu- 
méro 218, 

y  =  a -j- R  cosu,        j  =  Rsinu, 

u  étant  l'anjrle  du  rayon  CM  avec  le  rayon  CA;  et >,  z  étant  les  coordonnées  de  M. 
On  a  donc,  pour  le  volume  du  tore, 

V  =  7;  /      ((j4-Hcosu)2RcosurfH  =  27TaR2  /      cos2u(ia  +  7:H2  /     (a2--j-R2cos2u).d  sinu. 

La  seconde  intégrale  donnera  un  polynôme  en  sinu,  si  on  y  remplace  cos'-u  par 
1 — sin-u:  et  le  polynôme  s'annulera  aux  limites  de  l'intégration.  Elle  est  donc 
nulle. 


Dans  la  première.    /       cos-iirfu=    / 
.  'fi  .  'Il 


_    p-l+cos2u 


du  est  égale  à  tî. 


Il  reste  donc 


V  =  2itaR2.TT  =  27;îaR2. 


On   peut  l'écrire  Y  =  i;R-.27:a,  ce  qui   est  le  produit  de  l'aire  du  cercle  générateur 
par  la  longueur  de  la  circonférence  que  décrit  son  centre. 


371.   Aire  d'une  zone  d'un  solide  de  révolution.  —  Pour  délinir 
l'aire  de  la  zoae  engendrée  par  un  arc  M^M  de  courbe  plane,  tournant 
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autour  d'un  axe  0:  de  son  plan,  qui  ne  le  rencontre  pas,  on  imagine 
une  ligne  polygonale  inscrite  dans  cet  arc;  et  Taire  de  la  zone  est,  par 
définition,  la  limite  vers  laquelle  tend  l'aire  engendrée  par  cette  ligne 
polygonale,  dans  le  même  mouvement  de  révolution,  lorsque  le  nombre 

z*à 


z 

- 

x; 

f 

^ 

^M 

7, 

\ 

\m,. 

V 

/ 

0 

^ 


de  ses  côtés  augmente  indéfiniment  de  manière  que  le  plus  grand  de 
ces  côtés  tende  vers  zéro. 
On   en  peut  conclure  que  l'aire  engendrée  par   un  arc  infiniment 

petit  MM'  est  équivalente  à  l'aire  du  tronc  de  cône  engendré  par  la  corde 
de  cet  arc,  ce  que  nous  admettrons. 

Cela  posé,  l'aire  de  la  zone  engendrée  par  l'arc  MjM  de  la  courbe 
y  =  f{z),  —  le  point  M,,  étant  fixe  sur  cette  courbe,  et  de  cote  z^,  et  le 
point  M  étant  variable  et  de  cote  z  (supérieure  à  :o) — >  6st  une  fonc- 
tion Z(-)  de  z.  Nous  la  déterminerons,  par  une  quadrature,  au  moyen 
de  sa  dérivée. 

Pour  trouver  cette  dernière,  nous  donnons  à  z  Taccroissement  Iz. 
d'où  résulte  pour  Z  un  accroissement  AZ,  et  on  aura,  d'après  ce  qui 

précède, 

,.     AZ       ,.     aire  tronc  de  cône  engendré  par  corde  MM' 
km-— =  lim -^ ^ , 

puisque  AZ  et  le  tronc  de  cône  sont  des  infiniment  petits  équivalents 
(n°  113). 

Or,  l'aire  latérale  du  tronc  de  cône  est,  ses  bases  ayant  pour  rayons 
î/etj/^Ay,  /         V    X 

T  =  27r.MM'.^[î/-^0/  +  A,v)]  =  2..MM  .(i/H-^j, 

T        .    MM  /  Av\ 

Tz=^'^-^T[y-^-¥)- 


d'où 
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Pour  cheirlier  la  limite,  on  peul  encore  remplacer  MM'  par  l'arc  A* 

correspondant'",  5  désignant  la  mesure  de  lare  AM,  compté  h  partir 

d'une  origine  A  quelconque;  de  sorte  que  -^  a  même  limite  que  —, 

ds 
c'est-à-dire  qu'il  tend  vers  j^,  dérivée  de  s  par  rapport  à  2. 

En  remarquant  que  A?y  tend,  en  même  temps,  vers  zéro,  on  a,  en 
définitive, 

dZ      ,.     AZ      ,.      T       r,   du 

c'est-à-dire 

(13)  dZ=i^nyds. 

On  en  conclut  que  Z  est  celle  des  intégrales  indéfinies  de  ^izyds  qui 
s'annule  pour  :  =  Zoi  c'est-à-dire  que  c'est  l'intégrale  définie 

(14)  Z=^^£yds, 
ou,  sous  forme  d'intégrale  curviligne, 

(lo)  Z  =  2-  fyds. 


Exemple.  —  Aire  d'un  ellipsoïde  de  révolution 
aplati. 

Ob  a,  pour  la  méridienne, 
y  =  0  cosu,        z  =  6sinu, 


ds-  =  \dy^  4-  dz-  =  \a-  sin-u  -|-  6^  cos^udu. 
La  formule  (15)  donne  donc,  ici, 

Z  =  2t   /     \  a- sin- u -{- b- cosu.  a  cosu  du 
ou,  en  po3ant  sin  u  =  r, 

2:^2=    r  \a2u2-f-62(l— i>2idy=    r  ^  c-2yi  +  62  di-,         (c2  =  a2  —  62j. 
En  intégrant  par  parties,  on  obtient 

——Z=v\c-v--\-b-\    —    /  =rt  —    /    * z=====dv. 

-"«  '  ^'^         À     NC2t.2+62  j,  SC^u2  +  6.  ' 

ou 


(1)  L'arc  étant  un  infiniment  petit  équivalent  à  la  corde  (n°  203). 
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D'où  on  tire  

6^ 


.,_.,. s.,  '  +  \/'+S 


TTO 


Z  =  a  +  -log ^ 


ou  enMn,  pour  la  moitié  de  ruire  de  l'ellipsoïde, 

(16)  Z  =  7ia2  +  ira- iog-^J—- 

Remarque.  —  Si  c  tend  vers  zéro,  on  peut  écrire 

g  -f-  c a  +  g    /?_i-£ 4    '  fl 

6  ^ô^^^^cï      Va  —  c        y     1 ^ 

a 

=i'+iÀ'-„-r=('+2-:+-)('+Ji+ ■■•)='+»-+■•■• 

Donc  — i —  est  de  la  forme  I  +  a,  a  étant  équivalent  à     .  Par  suite, 

log^'  =  log(l  +  a), 

étant  équivalent  à  a,  (n"  76),  est  équivalent  à  -,  et,  comme  6  tend  vers  a,  le  second 

terme  de  la  formule  (10)  tend  vers  r.a^  ■-  =~a-.  Donc  Z  tend  bien  vers  la  moitié 
^    '  c     a 

2-a-  de  l'aire  de  la  sphère  de  rayon  a. 
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1.  —  Calculer  les  intégrales  délmies 

/    x^sinxdx; 

J-T.  1  —  cosasiuj'         \         ^       2/'         l'o    a^  cos'x -\- b^  s'\n-x' 

2.  —  Calculer  1  iiilé^irrale  définie    /     j r- 

3.  —  Conslfuire,  en   appliquant  la  méthode  du  nunriéro  349,  les 
courbes  qui  représentent  les  intégrales 


y 


=  j    cos^x-.dx,         y  ^=  I    sin{"a;'.rfvC,         pour        0^.r^3. 


En  déduire  une  table  des  valeurs  de  ces  fonctions,  pour  r^O;  0,2; 
0,  4;  ...;3. 
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-4.  —  Construire,  au  moyen  des  résultats  de  l'exercice  précédent,  la 
courbe  de  Cornu  : 

X  z=  I    COS-— (///.         ?/ =  /    ^in'^-^du.         pour         O^m^.'}. 

-Montrer  que  la  courbure  de  cette  courbe  est  proportionnelle  à  l'arc, 
compté  à  partir  de  l'origine  (u=:=0).  Que  devient  le  point  courant  de 
cette  courbe,  pour  u  inlini? 

o,  —  Trouver  les  séries  de  Fourier  qui  représentent  les  fonctions 
y  =  \  cosj:  |,  y  =  \  sin  x\.  Elles  se  présentent  dans  Tétude  des  courants 
alternatifs  (courants  redressés). 

6.  —  Exemple  d'interpolation  Irigonomélrique.  Calculer  la  formule 
qui  donnait  en  19iG  l'heure  du  lever  du  soleil  à  Paris.  On  prendra  pour 
fonction  à  représenter,  y,  la  difTérence,  évaluée  en  minutes,  entre 
l'heure  du  lever  et  6  heures;  et  la  variable  x  variera  de  0  à  2::  dans 

1 

une  année  de  365  jours  y.  la  valeur  .r  =  0  correspondant  au  1"  janvier, 

heure  z>}ro.  On  se  servira  de  la  formule  pour  calculer  l'heure  du  lever 
au  21  mars. 
Données  : 
Î/^=106,          v,  =  50,         1/,  =  — 53,         y^  =  —[-2H.         y=-iO[^ 

y,  =  -28,         y,  =  oO.        . 
pour 

_  ,  _27:  _A-iz  _12z 

^0  'J'  -^'l  "J    »  "^2 -J   '        •  •  •  '  ^i) "  -     ■ 

7.  —  Calculer  l'aire  comprise  entre  une  arche  de  cycloïde  et  la  corde 
qui  joint  ses  extrémités. 

8.  —  Calculer  Taire  d'une  lemniscate  de  Bernoulli  (n"  326).  [On 
emploiera  les  coordonnées  polaires.] 

9.  —  Calculer  l'aire  d'un  limaçon  de  Pascal  (n"  235"). 

10.  —  Calculer  la  longueur  totale  de  la  courbe  enveloppe  d'une  droite 
de  longueur  constante  dont  les  extrémités  glissent  sur  deux  axes  rec- 
tangulaires. 

11.  —  Calculer  la  longueur  de  la  développée  d'une  ellipse. 

X'  1/*  "•" 

12.  —  Volume  de  l'ellipsoïde  ^  -h  y^  -h  ^  =  1 . 

^  a-      0-      c^ 

13.  —  Volume  et  aire  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  une 
arche  de  cycloïde  tournant  autour  de  la  corde  qui  joint  ses  extrémité?. 
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li.  —  Aire  du  tore. 

15.  —  Aire  dun  ellipsoïde  de  révolulion  allongé. 

16.—  Calculer  l'intégrale    C{y^-i- z-)dx -\-{'J-i-x^)dy  ■+-{x^-¥y^)dz 
le  long  de  la  partie  de  l'intersection  des  deux  surfaces 

x'-  +  y^-hz^  =  iax,         a-'- -+- y2  _  2aa-,         (a  >  0), 
pour  laquelle  on  a  :  >  0.  [On  montrera  que  l'on  peut  poser  z  =  2a  cosu.J 


I 


li 


CHAPIT|{E    V 
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^  1.   —  INTÉGRALES  DOUBLES 

372  Origine  géométrique  de  la  notion  d'intégrale  double.  —  Imagi- 
nons le  cylindre  tronqué,  parallèle  à  Taxe  Oz,  qui  a  pour  base,  dans 

z 


le  plan  des  a:,  y,  une  aire  quelconque  (A),  et  qui  est  limité  supérieure-: 
ment  par  la  portion  (S)  d'une  surface  z  =  /"(a?,  t/)  dont  les  points  se 
projellent  sur  le  plan  des  x,  rj  à  l'intérieur  de  l'aire  (A). 

En  employant,  pour  évaluer  le  volume  V  de  ce  tronc  de  cylindre  T, 
la-  méthode  infinitésimale  qui*a  servi  pour  Tévaluation  des  aires  au 
moyen  des  intégrales  définies,  on  est  conduit  à  opérer  comme  il  suit. 
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On  décomposera  l'aire    A),  par  exemple  au  moyen  d'un  quadrilkifçe. 

en  un  certain  nombre  d'aires  partielles  a,,  a^,  ...,  a„,  qui  seront  les 

bases  d'autant  de  cylindres  tronqués,  analogues  à  T.  Désignons-les  par 

(y,  t.î,  . . .,  /„,  et  considérons  l'un  quelconque  de  ces  derniers,  soit  Z^.  Si 

/H/,  et  Ma  désignent  la  cote  minima  et  la  cote  maxima  des  points  de 

(ï)  qui  appartiennent  à   la   face  supérieure  de  th.  son  volume  v    est 

compris  entre  ceux  des  deux  cylindres,  de  base  commune  x/,,  qui  ont 

pour  hauteurs  ?«?  et  M^;  et  si  on  appelle  encore  o^  l'aire  de  la  base  a/., 

on  a  ainsi 

m^io,,  <  Ua  <  MfcW/.- 

Cela  posé,  prenons  pour  valeur  approchée  de  tv,  le  volume  z^^o^^  du 
cylindre  qui  a  pour  base  a/,  e:  pour  hauteur  la  cote  -^  r=  /(.rA,  //a)  d'un 
point  Pa,  de  coordonnées  (xa,  î/a),  choisi  arbitrairement  sur  celte  base 
al  :  comme  on  aura  ^^a^w.^  Ma,  cette  valeur  approchée  sera  égale- 
ment comprise  entre  ?HAWt  et  Ma^a;  et  l'erreur  commise  sera  moindre 
que  (Ma  — »'a)w/.- 

On  en  conclut  que  la  somme 

représente  le  volume  V  =  y, -)- r.^ -h  . . .  H- i'„  du  tronc   de  cylindre 
donné  T  avec  une  erreur  moindre  que 

(Ml  — ?nj)coj-h(M,— ?/f,)a>.,-h  .. .  +(M„  — »i,.)co„. 

Si  on  désigne  par  o  la  plus  grande  des  différences  Ma  —  nif,,  cette 
limite  de  Terreur  est  inférieure  elle-même  à 

0  (wj -I- co., -h  .  .  .  -j- w„)  =  oQ, 

û  étant  la  mesure  de  l'aire  (A). 

Or,  à  cause  de  la  continuité,  que  nous  supposons,  de  la  fonction  f{x,  y), 
6  tend  vers  zéro,  si  le  nombre  n  des  aires  partielles  xa  augmente  indé- 
finiment, de  manière  que  ces  aires  tendent  simultanément  vers  zéro 
dans  toutes  leurs  dimensions  '  .  Il  en  sera  donc  de  même  de  la  diffé- 
rence I  V  —  S  ,  qui  est  inférieure  à  oS.:». 

En  d'autres  termes,  lorsqu'on  passe  à  la  limite  dans  les  conditions 
indiquées,  la  somme  S  tend  vers  le  volume  V.  On  peut  donc  écrire 
V  =  lim  S  =  lim  ;  /"(x,,  y^)  a>,  ^  /"(x,,  î/j)  w^  -+-...  -+-  /(x,.,  i/,.)oj„  ;. 

On  représente  celte  limite  par  la  notation 


/;//(..!/)</. 


(1)  D'une  maniiTe  précise,  si  oq  enferme  chacune  de  ces  aires  dans  un  cercle  de 
r«von  aussi  petit  que  possible,  le  plus  prand  des  rayons  des  cercles  ainsi  tracés  doit 
tendre  vers  zéro. 
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qu'on   ('nonce  :    »  sotnme  de  f'{.r,  y)du),  étendno  à  l'aire  A  »;  et   qui 
rappelle  la  nature  de  la  somme  dont  on  représente  ainsi  la  limite. 

lifmavque  1 .  —  Les  considérations  précédentes  supposent  la  fonction 
z:^f{:p,y)  positive  dans  le  champ  (A).  Or,  la  formation  de  la  somme  S 
est  indépendante  de  cette  hypothèse.  Si,  de  plus,  nous  posons  : 

nuus  pourrons  supposer  que  P  est  un  nombre  positif  assez  grand  pour 
F(ar,  y)  soit  positive  dans  le  champ  (A),  quel  que  soit  Ic'signe  de  f{x,  y). 
Car  cela  aura  lieu  si  on  a  constamment  /"(j?,  j/)h- P  <  0  c'est-à-dire 
—  P  <  f{x,  y);  de  sorte  qu'il  suflit  que  —  P  soit  inférieur  au  minimum 
absolu  de  la  fonction  f(x,y)  dans  le  champ  (A):  et  ce  minimum 
absolu  existe,  la  fonction  f{x,y)  étant  supposée  continue. 
La  somme  S  s'écrit  ainsi 

=  l^(^i^  yt)^'^  +  . . .  H-  F(x„,  î/„)u)„]  —  P(w,  4-  . .  .  -+-  ojj. 

Dans  le  second  membre,  la  première  partie  tend  vers  une  limite. 
d'après  ce  qui  précède  ;  la  seconde  partie  est  égale  à  la  constante  —  PLI. 
Donc  le  premier  membre  tend  vers  une  limite. 

On  peut  donc  écrire,  par  définition,  sous  la  seule  condition  que 
f{x,  y)  soit  continue  dans  le  champ(.\), 


.X 


Cette  définition  ne  fait  intervenir  que  l'idée  de  la  décomposition  du 
champ  d'intégration  (\)  en  aires  partielles  ^a,  d'étendue  wn,  .du  choix 
des  points  (x^,  y^)  dans  chacune  de  ces  aires  partielles,  et  du  passage 
à  la  limite. 
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La  limite  0  ainsi  introduite  s'appelle  Vintégi-ale  double  de  la  fonction 
f{x,  y),  étendue  au  champ  (A).  La  notation  du)  indique  une  aire  qui 
devra  tendre  vers  zéro  dans  toutes  ses  dimensions  :  c'est  ce  qu'on 
appelle  un  élémenl  d'aire. 

Remarque  2.  —  Nous  simplilierons  les  notations,  en  vue  des 
applications,  en  remplaçant,  sous  le  signe  f,  les  coordonnées  {x^,  yi) 
des  points  P;.  par  les  lettres  P/,  elles-mi''mes.  La  notation  /"(P)  désignera 
dorénavant  la  valeur  que  prend  la  fonction  f'{Jo,y)  au  point  P,  dont 
les  coordonnées  sont  {x,  y).  La  définition  de  l'intégrale  double  sera  donc 
exprimée  par  les  formules  : 

(1)       s  =  /'(P,)(.>,  +  /-(P,)u,,+  ...  -+-/-(P,.)(o„  =  i:/-(P)co,. 

(-2)  :\  =  f  f^f[x.  y)dv^  =  f  Jj[P)dco  =  \im':>. 

Il  y  est  entendu  que  le  champ  (A)  est  décomposé  en  aires  partielles, 
mesurées  respectivement  par  les  nombres  Wj,  co^,  ,..,  co„;  que  l'on  a. 
choisi  dans  ces  aires  partielles,  respectivement,  des  points  P,,  P^,  . . .,  P„; 
que  le  mode  de  décomposition  est  arbitraire,  comme  le  choix  de  chaque 
point  dans  l'aire  correspondante;  et  que  Ton  passe  à  la  limite,  en 
augmentant  indéfiniment  le  nombre  des  ;iires  partielles,  de  manière 
qu'elles  tendent  simultanément  vers  zéro  dans  toutes  leurs  dimensions. 
La  limite  0  est,  de  plus,  indépendante  de  la  loi  particulière  adoptée 
pour  les  décompositions  successives  du  champ,  et  pour  le  choix  des 
points  P. 

Remarque  3.  —  Nous  avons  prouvé,  l'existence  de  la  limite  de  S,  en 
admettant  que  le  volume  du  tronc  de  cylindre  T  était  susceptible  de 
mesure.  Au  point  de  vue  rigoureux  de  l'analyse  mathématique,  on 
démontrerait  directement,  sans  considérations  géométriques,  l'exis- 
tence de  la  limite  (1);  et,  dans  le  cas  f{x,  y)  >  0,  cette  limite  servirait 
précisément  de  définition  à  la  mesure  V  du  volume  du  tronc  de 
cylindre  T. 

373.  Cal  cul  des  intégrales  doubles  en  coordonnées  rectangulaires.  — 
Pour    décomposer  l'aire  {\)   en   aires  partielles,  le  plus  simple  est 
d'employer  des  parallèles  aux    axes  de  coordonnées.  On  peut  opérer 
comme  il  suit,  en  supposant    qu'une  parallèle  à  Oy  ne  rencontre  le . 
contour  de  l'aire  qu'en  deux  points'". 

(1)  Les  notations  du  numéro  précédent  no  sont  pas  conservées  dans  ce  qui  suit, 
en  ce  qui  concerne  les  coordonm'es.  Les  lettres  x^,  Xj,  .  ..,  y^,  y^,  n'auront  plus  la 
même  sifrniûcation.  On  se  reportera  donc  seulement  aux  formules  (1)  et  (2),  pour 
suivre  les  explications  du  texte. 
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L'aire  (A)  est  comprise  entre  deux  parallèles  extrêmes  à  0/y,  {]{]' 
et  VV",  correspondant  aux  abscisses  a  et  b.  On  décompose  U'V"  par  des 
points  de  division  j;,,  x.,,  . .  . ,  x),_i,  et  on  mène  les  ordonnées  correspon- 


3/ 

(A) 

Vi^^m 

X 

%/9 

/y) 

M, 

.V 

/ 

/    'q-. 

./ 
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u 

F, 

/ 
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^/ 

"i 

v 

0 

a^    X,     x^^i     Xi,     Xp.,  h 

J. 

p       j 

c' 

JC 


dantes,  qui  déterminent  dans  (A)  p  bandes.  Puis  on  décompose  chacune 
d'elles  par  des  parallèles  à  Ox.  La  construction  est  indiquée  sur  la 
figure  pour  une  de  ces  bandes,  comprise  entre  deux  ordonnées  quel- 
conques, dont,  pour  simplifier  les  notations,  nous  désignerons,  pour 
un  instant,  les  abscisses  a:/,_i,  x^,  par  x  et  x' .  Les  traits  horizontaux 
employés  ont  des  ordonnées  y„  tj,,  yi^,  . . .,  vi,_i,  y^. 

On  remarquera  que  r/j  et  |/o  sont  les  valeurs,  fournies,  pour  l'abscisse 
i",  par  les  équations 


(3) 


!/i  =  ?i(^)»      y2=?2(^) 


des  arcs  de  courbe  UM,V  et  UM^'V  qui  limitent  le  contour,  supérieure- 
ment et  inférieurement. 

On  démontre  que,  dans  le  passage  à  la  limite,  on  peut  ajouter  Taire 
ombrée  qui  se  trouve  au  bas  de  la  bande,  et  retrancher  celle  qui  se 
trouve  en  haut,  sans  altérer  le  résultat  final.  Pour  la  somme  des  termes 
de  S  fournis  par  cette  bande,  on  peut  ainsi  prendre  la  somme  suivante, 
où  toutes  les  aires  partielles  o)/,  sont  des  rectangles,  et  où  les  points  Pa 
sont  les  sommets  de  ces  rectangles,  pris,  pour  chacun  deux,  à  gauche 
et  en  bas  : 

A^-N  y,)  L(;i,  —  î/.)  (^'  —  ^)]  +  A-r,  -^i)  [Cio  —  -^nK-^'  —  x)]-^... 

H-  A-^.  -^,7  '0  [iVi  —  "^v-')  (•^■'  —  ^L  ' 
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r.elte  somme  parlielle  sécriia  simplemenl  (x'  —  r)^/..  si  on  pose,  pour 
abréger. 

(4)  s,  =  f{x.  J/J  (71,  —  f/,)  -+-  f{x.  Y),)  (t),  —  r„)  +  .  .  . 

En  opérant  de  même  pour  chacune  des  bandes,  on  aura,  pour  la 
somme  lolale,  en  remarquant  que,  dans  nos  notations,  x  =  X/._,,  x'  =  a/., 

(5)     è  =  {x^  —  a)s^-^{x.,—x^)s^-\-...-h{x,,—x,,_l)s,_-+-...-Jr{b  —  Xf,^  ,)s^,. 

0)1  démonlre  que,  pour  le  passage  à  la  limite,  on  peut  opérer  en 
deux  fois,  en  faisant  tendre  vers  zéro  d'abord  la  dimension  verticale 
des  éléments  d'aires,  puis  leurs  dimensions  horizontales. 

Si  donc  on  laisse  d'abord  fixes  les  nombres  x,.  a-^,  , . . ,  x^_i,  il  résulte 
de  la  formule  (4)  que  la  somme  .s/.  tend,  d'après  la  définition  des  inté- 
grales définies  simples,  vers     . 

lims/.  =  (a:  — X)   /     f{x.]i)dy, 

«'.V. 

où  l'intégrale  définie,  prise  en  considérant  x  comme  une  constante,  est 
une  fonction  de  x, 

(6)  r'^"'''f{x,y)dy  =  G{x). 

Comme,  dans  .s'a,  x  a,  en  fait,  la  valeur  x^^i,  et  x'  la  valeur  x/,.  nous 
pouvons  écrire 

(7)  lim  iv,  =  (J^A  —  x,._  i)  G(.r,._i). 

Le  résultat  du  premier  passage  à  la  limite,  pour  la  somme  (5),  est 
donc 

(8)     (i-,  — «)G(a)4-(x,  — a•,)G(x,)-^  ...  -^  {x,,  —  Xk-i)G{xk-i)  -h  ... 

-h{h  —  Xj,^iiG{x,,_i). 

Il  reste  à  augmenter  le  nombre  des  divisions  de  (a,  h),  de  manière 
que  chacune  tende  vers  zéro  :  la  somme  (7)  tend  alors,  d'après  la  défini- 
lion  des  intégrales  définies  simples,  vers  la  limite  finale  cherchée  : 

(U)  :•=  f  f  f{x,y)do>=  f'G{x}dx. 

On  peut  donc  écrire,  en  définitive, 

(10)  ?=:  f  f  fix,y)do.=  f'dx  l""f{x,y)dy.      , 

la  première  intéyralion  à  faire  étant  celle  de  droite. 

On  peut  dire  h\iq4' intégrale  double  est  le  résultat  de  deux  intéyrjlions 
simples  successives.  La  première  se  fait  le  bmy  d'une  corde  iM,M,,  parai- 
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(^i^ 
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V 
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M, 

/ 

1 

.T. 

0 

a 

X 

b 

I''li'  à  ()»/.  du  champ  ci'mtêijrn- 
liou.  I.ii  seconde,  relntioe  à  la 
variable  x,  correspond  à  Vinler- 
valle  (a,  b)  dans  lequel  doit 
varier  l'abscisse  de  cette  rorde 
M,M.^  pour  qu'elle  balaie  tout  le 
champ  d'inté<iratii>n. 

Hemarijue  I.  — jOans  ce  qui 
précède,  chaque  élément  rfoj  est 
un  rectangle  di)nt  les  doux  di- 
mensions sont  des  accroissemonls  './.r  et  (///  donm^'s  aux  valeurs  la;,  '/) 
qui  ligui-enl  dans  le  fadeur  /'(r.  y,  de  ré!énient  différentiel.  Aussi 
peut-on  écrire  f/w  =:t/.r(/j/.  \io\\v  Vêlement  d'aire  rvalué  en  coordonnées 
rcclauffulaires.  Et  on  emploie  couramment  la  notation  '   : 

.'»:=:   /   /    /(a-,  y]dxdii. 

J  t'i\] 

Jiciii(ir<iiii'  J .  —  Tout  ce  qui  précède  s'applique  au  cas  où  l'aire  (A) 
est  limitée  par  deu\  cordes  U,Uo,  VjV^,  parallèles  à  Oy,  d'abscisses 
a»  r=  0 ,  x=  0,  et  par  deux  arcs 


de   courbes   U,V,.   V,\.,.    ayant 
pour  éiiuations  les  équations  (3) 

v/j  =  o,(a;-),  y.,  —  -j.,{x). 


y 


M.\y. 


Ce  cas  comprend,  en  parti- 
culier, le  cas  où  le  cham.p  d'in- 
téijrntion  (A)  est  un  rectangle 
dont  les  côtés  soni  parallèles 
aux  axes  (voir  la  ligure  à  la 
page  suiva!!tf). 

Si    li.'s    droites    qui    limitent 
ce  rectangle  sont  x  =  a,  x  =  h,  y  =  <\  y  =  cf,  on  a  y^  =  ^,  ?/.  =  '/,  et  la 
formule  (9)  s'écrit 


0\ 


JC 


(9)' 


•'=  f'd^-  f"tV,y)dy. 


(1'  On  dit  i-ouvent  que  in  prcmic-re  irilégralion.  qui  donne 

dx    I       f{x,y)dy, 

consiste  à   sommer  les  éléments  de  rinléprale  fournis  par  la  liande  du  champ  i  \) 
comprise  entre  les  parallèles  à  Oy  d'abscisses  x  et  x -j- rfj. 
Cela  l'ait  imape,  mais  n'est  pas  correct. 
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Les  quatre  limites  d'intégration  sont  donc  alors  constantes;  et  co 


y 
d 

^. 

^2 

yz 

c 

K 

^, 

y, 

1     ^ 

0 

< 

i 

b 

JC 

sont,  pour  chacune  des  intégrations  à  efTectuer,  les  valeurs  extrêmes 
entre  lesquelles  peut  varier  la  variable  correspondante. 

Remarque  ,'i.  —  Interversion  des  intégrations. 

On  peut,  dans  ce  qui  précède,  intervertir  le  rôle  des  axes  de  coor- 
données; c'est-à-dire  faire  une 
première  intégration  le  long  d'une 
corde  PjPj  du  champ,  parallèle  à 
Ox,  qui  donnera,  en  introduisant 
les  équations 

des  deux  arcs  latéraux  WP,1{,  WPgR 
du  contour  d'intégration, 

(10)     H(y)=   r"''-'"'f{x,y)dx; 

et  faire  une  seconde  intégration 


(12) 


J=  f"\i{y)dy, 


où  y  varie  entre  les  limites  c  et  d,  de  manière  que  la  corde  PjPj  balaie 
tout  le  champ  d'intégration.  On  aura  ainsi 

(13)  3=  /'  /'  fix,  y)dxdy  =  f  dy   H f(x,  y)dx. 

Interprétation  géométrique.  —  Si  on  revient  au  volume  du  tronc  de  cylindre  T  du 
numéro  372,  on  voit  que  l'intégrale  (9)  n'est  pas  autre  chose  que  l'aire  de  la  section 
(en  forme  de  segment)  du  volume  T  par  le  plan  ZIY  d'abcisse  x;  car  la  section  de  (12) 
par  ce  plan  a  pour  écjuation,  dans  son  plan, 

Z^f(x,  Y). 
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tm- 


El  le  calcul  du  volume  V  tolal,  par  linlcgralo  (H),  ou  i.uu  l'sl  l'aire  de  cette  section,, 
peut  titre  considéré  couiine  une  application  du  la  rnétliode  du  numéro  3(»7;  puisqu'oa 


intègre  entre  les  limites  u  et  6,  entre  lesquelles  doit  varier  l'a;  du  plan  sécant  de- 
manière  que  la  section  (ombrée)  balaie  tout  le  volume  considéré  '  . 

Exemple.  —  Soit  à  calculer  l'intégrale 

étendue  à  l'aire  triangulaire  OAB,  le  point  A  ayant 
pour  coordonnées  (1,0\  et  le  point  B  (1,1). 
L'é(iualion  de  OB  étant  v  =  .r,  on  aura  à  calculer 


.-)=    /    dx    f  {x'-  +  y'-}dy. 
<  'u  I  'u 


y 

x 

B(i,r) 

0 

0 

1 

0 

J 

C          1 

i 

X 


La    première    intégration    est 


La  seconde  est 


c'u  I     -J    Ju  •-> 


374.  Calcul  des  intégrales  doubles  en  coordonnées  polaires.  —  Si 
on  emploie  les  coordonnées  polaires,  on  décomposera  le  champ  d'inté- 


(1)  On  dit  souvent  que  la  première  intégration,  qui  donne 

dx    I     /(c,  y)dx, 

fournit  le  volume  de  la  tranche  du  volume  V,  comprise  entre  les  plans  X  =  x,  et 
\=zx-\-dx.  Elle  fournit  en  réalité  une  tranche  cylindrique,  (jui  est  un  intiniment 
petit  équivalent  à  la  tranche  du  volume  V. 
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graiion  en  aires  partielles  au  moyen  de  demi-Jroiles  issues  de  0,  et  de 
cercles  de  centre  0. 

L'une  de  ces  aires  sera  ainsi  limitée  au  moyen  de  deux  demi-droites, 


3 

/ 

<  J 

Y 

/(  :>^> 

/  . 

0 

X 


d'angles  polaires  0  et  0-h  AO,  et  de  deux  cercles  de  rayon  r  et  r~\-  \r 
La  mesure  de  cette  aire  serait  donc 


5(r-4-  Ar)-.  AO  —  ç.r  .  AO  =  ?-A  /•  AO  +  ^  A  r^ .  AO. 


On  démonire  que,  pour  le  passage  à  la  limite,  on  peut,  en  négligeant 
e  dernier  terme  qui  est  d'ordre  supérieur  au  premier,  prendre  pour 
élément  de  surface  ?-ArAO;  et  on  écrit  l'intégrale 


(13) 


:\=i   i    /  /■(/•cosO,  rsinOlz-rf/v/O^  j    |  F(/-,  0)rf7-rf0. 


En  raisonnant  comme  on  l'a  fait  en  coorcionnées  rectangulaires,  on 
sera  conduit  à  faire  deux  intégrations  successives,  l'une  par  rapport 
à  r,  qui  sera  une  intégration  le  long  de  la  corde  MjM^  interceptée,  dans 
le  champ  d'intégration,  par  la  demi-droile  OA  d'angle  polaire  0;  l'autre 
par  rapport  à  0,  où  il  Faudra  le  faire  varier  entre  les  limites  a  et  p  qui 
correspondent  à  la  rotation  de  la  demi-droite  OA,  qui  fait  balayer  l'aire 
par  la  corde  M, M,. 

Si  on  désigne  les  rayons  vecteurs  de  M,  et  de  M,  par  r,  =  cp,(0), 
)'.,  =  =..,(0),  on  a  ainsi 


(14) 


.1=        (iO  ./  l'{r,  ()}dr. 


■.=•]'■(«) 


ExemfAr.  —  Soil  à  cnlculer  !<■  volume  compris  entre  le  F)ian  des  j.v.  je  plan  des  x:, 
le  paraboloide  fiyperiH)li(|ii*'  :  =  xy,  et  les  deux  cylindres  verticaux 

xi  +  y'-=\,        i2 -f  yî  —  2x  =  0. 


inti;(;uam:s  .mlltii'Lks  • 

Kn  ce  qui  concerne  ces  cylindres,  ou  |)eul  coiiaiilérer,  d'après  l'éuoncé,  soit 
hilérieur   au   second    et   exlérieur    au 
premier,     soit    l'espace    inlérieur    aux 
deux  :  nous  firendrons  la  première  hypo- 
llièse.  Ou  à  alors  à  calculer  rinté{;rale 
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Jf 


xydxdy  étendue    à    l'aire  ombrée 


sur  la  (lyure. 

Les    cercles    de    base   des   cylindres 
sont   r,=  l,   rj=:2cos6.    Et  0   variera 

entre  0  et   +o-    ^^^   "l^    ''st    un    des 

rùlés  d'un  hexagone  régulier  inscrit 
dans  le  cercle  /•=:Uc(>sO.  Oa  a  donc 
a  calculer 


v-^dr. 


.1=    /         db    1  rcos'j.rsinO. r(/r=    /         cosÔsinbdO    / 

•'«  «'i  .'o  ./i 

y  I'       =^:|6  CI  s'»0—  1];  et  il  reste  à  calculer 

1    /'^^  I     /'^* 

n=.    I        (16cos'*fj  — l)cos^sia6(/f)  =  :^    /        (1  —  16  cos^'j)(/ tos^Ô  = 


/  ■  :i  -  l(3(co.s-;0)^]./  cos-0  =H  cos-^6  —  16  ^^  1     '. 


Le  résultat  est  donc  : 


.-gia-^)-('-v")i=-5a+vr)=^« 


375.  Aires  des  sur- 
faces courbes.  —  Suit 
à  évaluer  l'aire  t  de  la 
portion  (il)  d'une  sur- 
l'ace  z  =  f{x\  y)  qui  se 
projette  sur  le  plan  xO»/ 
suivant  une  aire  don- 
née (A). 

Nous  la  considére- 
rons comme  la  limite 
vers  laquelle  tend  une 
surface  polyédrale,  à 
facettes  triangulaires, 
construite  de  la  ma- 
nière suivante. 
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On  inscrit  dans  le  contour  de  (A)  un  contour  polygonal  ;  et  on  décom- 
pose l'aire  du  polygone  ainsi  obtenu  en  un  réseau 
de  triangles,  d'aires  w,,  co,,  ...,  co„.  Les  sommets 
de  chacun  de  ces  triangles  sont  les  projections  de 
points  de  (ï;),  qui  sont  eux-mêmes  les  sommets 
d'un  triangle,  qui  est  Tune  des  facettes  en  ques- 
tion. Si  T,,  (7.^,  . . .,  s,,  sont  les  aires  de  ces  facettes, 
Oj,  0,,  . . . ,  0„  les  angles  de  leurs  plans  avec  le  plan 
des  xy,  on  a,  d'après  un  théorème  connu, 

(O,  =  (Tj  C0S6j,  0)^=:  (7.,  COSÔ.,,       ...,  w„  =  (7„COS6„. 

Et  l'aire  de  la  surface  polyédrale,  ainsi  inscrite  dans  (S),  est 


'        -       ■  ■  ■         "       cosOj       cosO^       ■  ■  '       cosO,, 
Il  faut  passer  à  la  limite,  en  supposant  que  le  nombre  des  triangles 
de  (A)  augmente  indéfiniment  de  manière  qu'ils  tendent  simultanément 
vers  zéro,  dans  toutes  leurs  dimensions. 

Dans  ces  conditions,  nous  admettrons  "  que  chaque  facette  a^  fait  un 
angle  infiniment  petit  avec  le  plan  tangent  à  la  surface  en  un  de  ses 
sommets,  et,  par  conséquent,  avec  le  plan  tangent  en  un  point  quel- 
conque iMa  de  (S),  projeté  à  l'intérieur  du  triangle  w;,  correspondant; 
et  nous  admettrons  "  aussi  que,  dans  le  passage  à  la  limite,  on  peut, 
par  suite,  remplacer  cosO,,  par  cos(i\a-,  z),  Na  désignant  la  normale  à  (S) 
en  M/.. 

En  définitive,  l'aire  de  (S)  est  la  limite  de  la  somme 

11  1 


-  CO.) 


cos(N,,:)    •   '   cos(;N,,  :)    -       •"■       cos(N„,  ;)    "' 

Or,  pour  un  point  quelconque  M  de  (ï),  cos(X,  z)  est  une  fonction 

des  coordonnées  x,  y  de  .M.  Celle  limite  est  donc  l'intégrale  double, 

i 

étendue  à  l'aire  (A),  de  la  fonction  ra, — ^,  ce  qu'on  écrit 

^   '  cos(N,  z)'       ^ 

^     '  J  .'(A  cos(.N,  s)  J  Ja,  cos(N,  2) 

Formule  explicite.  —  Les  coefficients  de  direction  de  la  normale  en 

(1)  En  réalité  cela  suppose,  sur  le  mode  de  passage  à  la  limite,  des  conditions 
restrictives  que  nous  ne  pouvons  préciser  dans  ce  cours.  El  le  mieux  serait  de 
considérer  (]uc  notre  conclusion  :  •  Vairc  de  (il;  est  la  limite  de  la  soninte 

<:h L       .J^>-.! L  I  '^"  . 

cos(N,,  rj    '   cosiN^,  r)   '    ■  ■  ■  "^  cos(N„,  7)  ' 

constitue  la  déllnition  même  de  l'aire  de  (S).  Car  cette  somme  a  bien  une  limite,  eu 
vertu  des  explications  qui  suivent,  d'après  la  définition  même  des  intégrales  doubles. 
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un  point  de  (S)  sont,  (n"  273),  — ;j  =  —  :^^,  —  7  =  — -^, -h  1.  On  a 
dono'(l,  p.  398),  pour  le  cosinus  directeur  v=rcos(N,  :), 

cos(N,  :)=  T —  —  1 

^/ 1  _l_  pi  _l_  ^2 

■car  il  faut  prendre  le  signe  (H-),  ce  cosinus  étant  celui  d'un  angle  aigu. 
La  formule  qui  donne  l'expression  générale  des  aires  courbes  est  donc 

(16)  <:=  f  f  ïîTYT~q^  .do>. 

liemarque.  —  La  formule  (15)  équivaut  à  dire  que  la  portion  infini- 
ment petite  de  Taire  t.  qui  se  projette  sur  le  plan  des  xy  suivant  1  élé- 
ment d'aire  plane  rfw,  est  équivalente  (au  point  de  vue  de  la  théorie 
des  infiniment  petits),  à 


(17) 


d^  = 


cos(X.  z) 
d(M 


Cette  formule,  où  N  désigne  la  normale  en  un  point  M  (arbitraire)  de 
la  portion  d'aire  courbe  considérée,  donne  l'expression  de  ce  qu'on 
appelle  un  élément  d'aire  de  la  surface  (S)  considérée. 

Exemple.  —  Fenêtre  de  Viviani.  —  Il  s'agit  d'évaluer  la  portion  de  l'aire  d'une 
sphère  de  centre  0,  qui  se  projette,  sur  le  plan  des  xy,  suivant  l'aire  (ombrée) 
comprise  entre  le  cercle  décrit  sur  0\  comme  diamètre,  l'axe  des  v,  et  le  cercle  de 
section  de  la  sphère  par  ce  plan. 

En   un    point  quelconque  M,   (x,  y,  z)  de    la   sphère,  la  normale  a  pour  cosinus 

directeurs  -,  ^,  g,  R  =  \  j-  -j-y^  _|_  z-  étant  le  rayon  de  la  sphère.   L'intégrale  à 


•évaluer  est  donc 


Si  on  opère  en  coordonnées  polaires,  dw  =  rdi-db;  et  R-  ^  x-  -f-  y-  +  --  =  r-  + 
Jo  J,;    v/R2-rî 


donc  r  =  ^  Ri  —  r^. 
On  a  donc 
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Pour  les  limilt»3  r^  et  r...  on  a 

r,  =  Il  cosO,         r^  T=  n. 

La  première  intégration  à  Taire  est  donc 
•"  rdr 


R    /*  ^ —  =  —  » L ^' "^  —  ^'j"     ,  =  H  V/K^  — H''cos^<»  =  ll-' sin( 


et  il  vient  ensuite 


L'aire  est  donc  é'jale  au  carre  ronslruil  sur  le  rayon. 

§   2.   —   INTÉGRALES   TlUPLIiS 

376.  Définition.  —  L'intégrale  triple  est  une  généralisation  naturelle 
des  intégrales  simples  et  doubles.  Dans  le  cas  de  l'intégrale  simple,  on 
se  donne  un  intervalle  [a,  b)  et  une  fonction  f[x)  d'une  variable;  on 
divise  rinlervalle  en  /(  intervalles  partiels,  d'étendues  o,,  Oj,  ...,  ci,,; 
dans  chacun  d'eux  on  prend  un  point,  et  les  points  ainsi  choisis  ayant 
pour  abscisses  i\,  x.,,  . . . ,  a?,„  l'intégrale  est  la  limite  de  la  somme  : 

S  =  /'(a^J8^4-/-(.r,Jo,+  ...+/(.r„)o„. 

Dans  le  cas  de  l'intégrale  double  on  se  donne  une  aire,  ou  champ  à 
deux  dimensions  (A),  et  une  fonction  f{x,y)  de  deux  variables;  on 
divise  le  champ  en  n  champs  partiels,  d'étendues  w,,  w^,  . . .,  a)„;  dans 
chacun  d'eux  on  prend  un  point,  et  les  points  choisis  ayant  ainsi  pour 
coordonnées  (x^,  y,),  {x.^,  ?/.,),  ...,  {x,„  j/„),  l'intégrale  est  la  limite  de 
la  somme  : 

(l)  S  =  f{x,,  ?/,) wi  4-/'(a^.,  ?/i)o),  +  . .  :  +  /(.r,.,  y„)u>„. 

Pour  définir  une  intégrale  triple,  on  se  donne  de  même  un  volume  (V), 
ou  champ  à  trois  dimensions,  et  une  fonction  f{x,  y,  z)  de  trois 
variables.  On  décompose  le  champ  en  n  champs  partiels,  ou  cellules, 
par  un  cloisonnement  quelconque;  soient  i\,  o.-,,  .  . .,  i'„  leurs  volumes. 
Dans  chacun  de  ces  champs  partiels  "',  on  choisit  arbitrairement  un 
point,  et  les  coordonnées  de  ces  points  étant  désignées  par  {x^,  y,,  -,), 
(a?,,  î/2'  '2^  •  •  •'  (^n'  î/»'  ^n)'  ^^  cousidèfe  la  somme  : 

S  =  /"(-Tp  y„  z,) y,  +  fi^i,  Vv  «2)^2 -+-  •  •  •  +  /"(^n,  y„,  2„) u„. 

On  démontre  que  si  la  fonction  f{x,  y,  z)  est  continue  dans  le  champ 
considéré,  cette  somme  tend  vers  une  limite  3,  lorsqu'on  augmente  indéfi- 

(1)  La  ligure  indique  une  seule  de  ces  cellules,  de  forme  parallélépipédique,   par 
exemple.  Le  point  {xk,  yk,  •?*)  est  celui  r|ui  est  pris  dans  la  cellule  de  volume  ua.. 
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nivifiiil  le  nombre  des  r/ininps  prirliels,  de  manièi'i'  '/u'ils  tendent  shnnl- 
tanéinenl  vers  zéro  dans  toutes  leurs  dimensions  ''. 


Cette   limite   ?   ^'appelle  l'intégrale   triple   de  la   fonction  f{x,  j/,  z), 
étendue  au  volume  (V).  et  se  représenle  par  la  notation 


(2) 


^  =  ffj[.f{x.yr^)dv, 


qui  s'énonce  «  somme,  somme,  somme  »,  et  qui  rappelle  la  formation 
de  la  somme  S,  dont  l'intégrale  est  la  limite.  La  notation  dv  indique 
«ju'il  s'agit  d'un  volume  qui  doit  tendre  vers  zéro  dans  toutes  ses 
dimensions  *  :  c'est  ce  qu'on  appelle  un  élément  de  volume. 

Interprétation  par  la  masse.  —  Dans  le  cas  où  la  fonction  f{x,  y,  z) 
est  positive,  on  peut  donner  de  l'intégrale  triple  une  interprétation 
physique.  Imaginons  le  volume  (V)  rempli  par  une  substance  dont  la 
masse  spécifique  sera,  en  chaque  point  {x,  y,  z)  de  ce  volume,  égale  a 
f(x,  y,  z).  Cela  veut  dire  que,  si  ce  point  est  à  l'intérieur  d'une  portion 

(y)  du  corps  considéré,  de  volume  v  et  de  masse  m,  le  rapport  ^  tend 

vers  f{x,  y,  z)  lorsque  ce  fragment  (v)  du  corps  tend  vers  zéro  dans 
toutes  ses  dimensions,  en  contenant  toujours  le  point  {x,  y,-);  ou,  en 
d'autres  termes,  lorsqu'il  tend  à  se  réduire  à  ce  point. 

(1)  D'une  manière  précise,  cela  veut  dire  que,  si  ça  est  le  rayon  de  la  plus  petite 
sphère  contenant  à  son  intérieur  la  fc"'"»;  cellule,  la  différence  \J  —  S  est  aussi 
petite  que  l'on  veut,  dés  que  le  plus  grand  des  nombres  ç,i.  est  pris  suffisamment 
petit,  quelle  que  soit  la  loi  adoptée  pour  les  cloisonnements  successifs  du  champ 
et  pour  le  choix  des  points  (xa.  ja,  r/,). 

(2)  Si  c'est  un  parallélépipède  rectangle,  par  exemple,  cela  équivaut  à  dire  que 
les  dimensions  de  ses  trois  arêtes  tendent  simultanément  vers  zéro. 
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11  en  résulle  que  la  masse  m  de  ce  fragment  {v)  du  corps  a  pour 
valeur  approchée  le  produit  f{a\y,z)i\  qui  serait  la  masse  d'une 
subtance  homogène,  remplissant  la  même  portion  d'espace,  avec  une 
densité  constante  égale  à  /"(x,  y,  :).  La  somme  (1)  est  ainsi  une  valeur 
approchée  de  la  masse  totale  du  corps  (V)  considéré;  et  on  démontre- 
rait, en  raisonnant  comme  nous  lavons  fait  pour  les  intégrales  doubles 
au  numéro  37:2,  que  cette  somme  S  tend  vers  la  masse  lf)lale  exacte  du 
corps  considéré. 

Donc,  si  /"(x,  j/,  z)  est  une  fonction  positive,  l'intégrale 


est  égale  à  la  masse  d'un  corps  continu,  limité  au  cliamp  d'intégration 
(V),  et  ayant  en  chaque  point  pour  densité  (masse  spécifique)  la  valeur 
correspondante  f{x,  y,  z)  de  la  fonction  donnée. 

Remarque.  —  La  notion  d'intégrale  triple  n'est  liée  qu'en  apparence 
à  l'introduction  d'axes  de  coordonnées:  il  suflU  que,  par  un  moyen 
quelconque,  on  définisse  une  fonction  de  point  /"(P),  dont  une  valeur 
corresponde  à  chaque  point  P  de  l'espace  :  la  somme  (1)  s'écrira,  en 
introduisant  les  points  P^,  P^,   ...,  P„,  au  lieu  de  leurs  coordonnées 

(■^1»  yp  2.)»  (^"2'  y-l^  =2),    •  •  •  ,    (^«'  ?/.n  -n), 

et  la  limite  de  cette  somme,  dans  les  conditions  énoncées,  sera  l'inté- 
grale triple    If        f  P)dv.   Cette  remarque  s'applique  à  l'exemple, 

donné  ci-dessus,  de  la  masse  d'un  corps  hétérogène;  elle  s'étend  aux 
intégrales  simples  et  doubles  (comparez  la  remarque  2  du  n"  372);  et 
elle  intervient  dans  toutes  les  applications  de  la  notion  d'intégrale  à  la 
physique. 

377.  Calcul  des  intégrales  triples  en  coordonnées  rectangulaires.  — 
Pour  efrectuer  le  cloisonnement  du  champ  d'intégration,  on  peut 
employer  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées. 

Supposons  que  la  surface  qui  limite  le  volume  (V)  ne  soit  percée 
qu'en  deux  points  par  une  verticale  (parallèle  à  Oz).  Soit  z,  et  z.^  les 
cotes  du  point  d'entrée  M,  et  du  point  de  sortie  M^  d'une  verticale, 
supposée  décrite  de  bas  en  haut:  R  son  pied  sur  le  plan  horizontal 
(plan  des  xy),  et  {x,y)  les  coordonnées  de  ce  pied  :  Zj  et  z^ sont  des 
fonctions  ç,(a7,  y),  3'2(x,  y),  et  les  équations  z,  ^o,(x,  y),  33:=  ©^l^»!/) 
représentent  les  deux  portions  de  la  surface  qui  limite  le  volume  (V), 
par-dessous  et   par-dessus,  et  qui   sont  séparées   par  la  courbe  de 
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contour  apparent  (C)  (courbe  de  contact  du  cylindre  vertical  circonscrit 
au  volume).  Les  points  du  volume  (V)  se  projettent  sur  l'aire  (A)  limitée 
parla  projection  de  cette  courbe  (C)  (contour  apparent  horizontal). 

Cela  posé,  décoinpo- 
soos  (A)  en  aires  par- 
tielles ''  par  un  quadril- 
lage parallèleauxaxesOr 
et  O7.  L'un  des  éléments 
rectangulaires  ainsi 
obtenus,  ayant  pour  som- 
mets un  point  R  {x,  y), 
et  les  points  ix-hdx,  y), 
(x,  y  -\-  dy),  (X  -+-  dx, 
y -\- dy),  a  pour  aire 
dx.dij.  Prenons-le  pour 
base  d'un  prisme  illimité 
vertical;  et  il  restera  à 
décomposer  eu  éléments 
de  volume,  par  des  plans 
horizontaux,  la  partie  de 
ce  prisme  comprise  à 
l'intérieur  de  (V).  Nous 
mènerons  ces  plans  hori- 
zontaux par  les  points 
MjM,  (entrée  et  sortie 
de  la  verticale  de  R),  et  par  des  points  intermédiaires  dé  la  corde  M, M., 
dont  nous  désignerons  les  cotes  par  l^,  ^2,  •  •  -,  C^^-i- 

Relativement  à  cette  opération,  on  démontre  que  la  limite  finale 
n'est  pas  changée,  si  on  substitue  à  la  baguette  prismatique  exactement 
déterminée  dans  le  volume  V  par  le  prisme  vertical  illimité  la  pcjrlion 
de  ce  prisme  comprise  entre  les  plans  horizontaux  des  points  iMj 
et  M2  (cotes  z^  et  z.-,). 

Cela  posé,  construisons  la  somme  S,  conformément  à  la  formule  (3). 

Le  volume  v  de  l'élément  compris  dans  le  prisme  considéré,  entre 
les  plans  de  cotes  0,_i  et  ^a  est  (^^  —  ^i;-i)dxdy\  et,  pour  point  P  à 
prendre  dans  cet  élément,  on  peut  choisir  le  point  [x,  y,  ^a_i),  sommet 
le  plus  rapproché  des  trois  plans  de  coordonnées'. 

On  a  ainsi  une  somme  partielle  de  termes  de  S 

f{x,  y,  s,)  (r^  —  z,)dxdy  -+-  f{x,  y,  C,)  {l,  —  X,^)dxdy  -h  .  . . 
+  f{^^  V'  V-  >)  (=2  —  ^i.-i)dxdy, 


(1)  Cktmme  on  l'a  fait  pour  les  intégrales  doubles,  numéro  373. 
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OU  : 

(4)       ^A-r,  ?/, -.u;.-3.)H-A^^y,  s.)i!:,-g  +  ...4- 
de  sorte  que  S  se  composera  de  la  somme  de  toutes  les  expressions 
analogues,  relatives  aux  divers  éléments  "  dxdy  de  l'aire  (A). 

On  démontre  qiie  l'on  peut,  comme  pour  les  intégrales  doubles, 
effectuer  d'abord  le  passage  à  la  limite  pour  chaque  sommfi  (t).  en  y 
laissant  fixes  dx  et  di/.  D'après  la  définition  des  intégrales  définies 
simples,  cela  donne 

(5)  dxdy  I    f{x,  y,  z)dz=H(x,  y)dxdy, 

qui  est,  au  facteur  dxdy  près,  une  fonction  de  x  et  y.  parce  que  x,  y, 
figurent,  comme  paramètres  constants,  dans  l'intégration  relative  à  z,  et 
parce  que  les  limites  de  cette  intégration  sont  les  fonctions  z^  =  cp,(a;,  ?/), 
2.,  =  9.,(x,  y)  qui  définissent  les  deux  portions  de  la  surface  qui  limite 
le  volume  (V). 

Cela  fait,  il  restera  à  passer  à  la  limite  dans  la  somme  S  II (a;,  y)dxdy 
de  toutes  les  expressions  (5)  qui  correspondent  aux  divers  éléments 
de  (A);  ce  qui  donne,  d'après  la  définition  des  intégrales  doubles, 

(6)  :•=  /"/"  H{a^,  y)dxdy. 

Donc  on  aura  à  effectuer  une  intégration  simple  suivie  d'une  intégra- 
tion double;  l'intégration  simple  se  fait  le  long  d'une  corde  verticale  du 
volume^  dont  le  pied  a  pour  coordonnées  {x,  y)\  elle  fournit  une  fonc- 
tion de  {x,  tj),  qu'il  reste  à  intégrer  suivant  l'aire  (A)  limitée  par  le 
contour  apparent  du  volume  donné. 

La  formule  explicite  (voir  les  notations  sur  la  figure  de  la  page 
précédente),  sera 

(7)  .T^  f'dx  H'dy  fyix.y,  z)dz, 

OÙ  î/,  et  y.,  sont  les  fonctions  i/^  =  .!/,(j:'),  j/^  =  '}.^(a'),  qui  réprésentent 
les  deux  parties  CP,D.  CPjD  du  contour  apparent. 

Remarque  I .  —  Tout  ce  qui  précède  s'applique  au  cas  on  le  volume  V 
est  la  portion  d'un  cylindre  vertical  comprise  entre  deux  surfaces 
:,  =  tpj(a:,  y),  ^^  =:  ^-^(a;,  y).  L'aire  (Aj  est  alors  la  projection  d'une 
section  droite  de  ce  cylindre. 

En  particulier  le  volume  V  peut  être  un  cylindre  vertical  à  bases 
parallèles,  et  alors  ;,  et  z.^  sont  les  cotes  de  ces  deux  bases  :  ce  sont 
alors  des  constantes. 

(1)  Comme  pour  les  intégrales  doubles,  on  démontre  qu'on  peut  négliger  des  por- 
tions irrégiilières,  adjacentes  au  contour  de  l'aire,  de  manière  à  n'avoir  que  des 
éléments  rectangulaires. 
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Comino  cas  plus  particulier  encore,  si  le  volume  V  était  un  parallélé- 
piprdc  rectangle,  à  faces  parallèles  aux  plans  de  coordonnées,  les  six 
liniilos  d'intégration  seraient  constantes;  les  plans  des  faces  du 
parallélépipède  étant  .r  =  a,  x=^b,  y=-  '/p  y  =  ?/.,.  :  =  z,,  z=:  z,,. 

Itemarque  2.  —  Si  on  groupe  ensemble  les  deux  premières  intégra- 
tions à  elTocluer,  cela  donne 


/     dy   /     f\x,  y,  z)dz^=Vi{x) 


C'est  une  intégrale  double,  dans  le  calcul  de  laquelle  .r  joue  le  rôle 
de  constante.  On  peut  l'interpréter '"  comme  l'intégrale  double  de 


l\x,  y,  z)  considérée  comme  fonction  de  y  et  :;  le  champ  d'intégration 
étant  la  courbe  de  section  (ombrée)  obtenue  en  coupant  le  volume  (V) 
par  le  plan  ZQY,  parallèle  à  :0y.  et  d'abscisse  x. 

Celte  courbe  est.  en  effet,  comprise  entre  les  droites  Y  =  y^,  Y  =  y^ 
de  son  plan;  et  z,  et  z.,  sont  les  cotes  des  extrémités  Mj  et  M.^  d'une 
corde  quelconque  de  la  courbe,  qui  se  projette  sur  l'axe  QY  au  point  R 
pour  lequel  Y  =:  »/. 

Ainsi,  pou7'  calculer   lintégrale  triple    (il  [{x,  y,  z)dv,  on  peut 

/  f(x,  y,  z)dydz,    étendue    à   la 

section  faite  par  le  plan  X=a"  dans  le  volume  (V).  Cela  donne  une 
fonction  G  (a?)  quil  reste  à  intégrer  entre  les  limites  a,  A,  entre  lesquelles 
le  plan  sécant  \=ix  doit  varier  pour  que  la  section  balaie  tout  le  volume. 

(1)  Pour  la  clarté  des  figures,  les  axes  des  x  et  des  y  ne  sont  pas  placés  de  même 
dans  les  deux  fis-ures  de  ce  numéro:  mais  les  notations  v  sont  les  mêmes. 
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/iemarque  3.  —  Qu'on  opère  de  l'une  ou  do  l'autre  manière,  on  peut 
changer  le  rôle  des  axes  de  coordonnées  dans  ce  qui  précède,  c'est-à- 
dire  adopter  un  ordre  quelconque  pour  les  trois  intégrations  simples, 
suivant  x,  y,  z,  que  comporte  le  calcul  de  l'intégrale  triple  à  évaluer. 

Exemple.  —  Polenticl  cVune  sphère  homogène  par  rapport  à  un  point  extérieur.  —  Le 
potentiel  d'un  corps  attirant  (V),  en  un  point  (juel- 
conque  M,  de  l'espaco,  est  par  définition  riiité^Male 
triple  (se  reporliM-  à  la  remarque  finale  du  numéro  37G)  : 


U 


ffl'f 


dv. 


où  IX  est  la  masse  spécifique  du  corps,  en  un  quelconque 
de  ses  points   P,  p  la  distance  MP,  et  dv  lélément  de 
volume  auquel  appartient  P.  On  peut  écrire  aussi 


-/./:/:. 


dm 


en    remplaçant  \j.dv  par  dm,  qu'on  peut  considérer  (comparez  ce  qui  a  été  dit  au 
numéro  376,  sur  la  mesure  des  masses),  comme  Vélémcnl  de  masse  du  corps  (V). 
Si  le  corps  est  homogène,  [i.  est  constant,  et  l'intégrale  potentiel  s'écrit 

do 


^•  =  ^J././v7- 


Soit  une  sphère  homogène  de  rayon  II  :  nous  prendrons  l'origine  des  coordonnées  au 
centre,  nous  ferons  passer  Or  par  le  point  M;  et  nous  poserons  OM  =  c.  Alors,  (x, y, r) 
étant  les  coordonnées  du  point  P  dti  volume  de  la  sphère,  on  a  p  =  va;--|-y^-|-(-  — c)-, 

r ,  étendue  au  volume 


et  il  s'agit  de  calculer  l'intégrale  triple   /    T  /  -r= 


de  la  sphère. 

Nous  intégrerons  d'abord  suivant  l'aire  d'un  parallèle,  en  nous  servant,  pour  celte 
intégration  double,  des  coordonnées  polaires  (x  =  rco3  0,  j'  =  rsinO).   L'intégrale 


INTi:GRALl!:S    MULTIPLES 

doul)le  à  calculer  sera,  le  rayuii  du  parallèle 
étant  \'K-  —  z-  =  r^,  et  (<a>  =  rdrcéO  étant  l'élé- 
inent  d'aire  à  introduire, 
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.Al  .'u     \r' 

s: 


rdr 


=   1'   d<i[ir'-  +  (z-cy^]l\ 

c'est-à-dire 

27t[v'H2+ci—  2cz  —  \(z  —  c)^\. 


Comme  r  est  inférieur  à  c,  on  doit  prendre  \{z  —  c)-  =:^  c  —  r;  et  il  reste  à  calculer 
l'intégrale  simple 

En  tenant  compte  de  c  >  R,  qui  entraine 

3 

(R2  +  C2  — 2cR)î=:(c  —  R)a. 

on  écrira  cette  expression 

-'^  I  -  h^'  -  ")'  -^'  +  ^^''  -  2cR  I  =  2-^ . 
En  rétablissant  enfin  le  facteur  jj.,  il  vient  pour  le  potentiel  U  cherché, 

j.       4,1       m 
U  =  3,.R.(x.-  =  -. 

où  m  est  la  masse  totale  do  la  sphère. 

Le  potentiel  est  donc  le  même  que  si  toute  la  masse  était  concentrée  au  centre  de  la  sphère. 


§  3.  —  ANALYSE  VECTORIELLE 

378.  Formule  de  Green. 

1°  Intégralion  partielle.  —  L'intégrale  triple  0=  f  j    ff{x,  y,  z)dv 

se  réduit  à  une  intégrale  double,  si  f{x,  y,  z)  est  la  dériyée  partielle 
d'une  fonction  connue. 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 

,,_:>C{x,y,z) 


f{x,  y, 


:>z 


La  première  intégration,  (formule  (7)  du  numéro  377),  que  Ton  a 
à  effectuer  sera  : 

Dans  cette-  formule,  z^  et  :,  sont  les  cotes  des  points  M,  et  M,  où  la 
verticale  du  point  R,  de  coordonnées  x,  y,  perce,  à  son  entrée  et  à  sa 


in 
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sortie,  la  surface  (S)  du  volume  (V)  d'intégration.  Il  restera  ensuite  à 
calculer  l'intégrale  double  (formule  (6)  du  numéro  377), 

^=  f  f  [C{.r.y,z,)-C{x,y,z,)]dc., 

étendue   au    champ   (A)  limité  par  le  contour  apparent   du  volume 
donné  (V). 


Remarquons  que,  daprùs  la  délinition  des  intégrales,  doubles  et 
triples,  iintégrale  d'une  somme  de  plusieurs  fonctions  est  la  somme  des 
intégrales  des  divers  termes,  car  l'intégrale  est  la  limite  d'une  somme  S, 
(voir  le  début  du  numéro  376,  par  exemple),  pour  laquelle  la  propriété 
est  évidente. 

Nous  écrirons  donc  : 

•"'=  J  J,,^*^'  ?/'  ^^^"'^  J S:,  ^^^'  ^'  "')^"'- 

Introduisons  les  demi-normales  M,N,  et  M^N,,  menées  en  Mj  et  M^,  à 
la  surface  (S),  vers  l'extérieur;  elles  forment,  avec  la  verticale  ascen- 
dante, des  angles  Oj  et  0.^,  dont  le  premier  est  obtus  et  le  second  aigu, 
car  la  surface  (S)  est  convexe,  en  vertu  des  hypothèses  faites  dans  ce 
qui  précède. 

Il  en  résulte  quen  M,  Vêlement  de  surface  de  (S),  (n"  375,  formule  (17) 

est  dr:=i ^  ;  mais  qu'en  M,,  cet  élément  de  surface,  qui  est  positif, 


est  égal  b.  d'j  = 


cosO 


.  Nous  poserons  ■',  =  cosO,,  v^=cos62.  Nous 
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di'sigiiorons  par  (S.j  la  portion  de  (S)  située  au-dessus  de  la  courljc  de 
contour  apparent  (C),  et  par  (S,)  la  portion  de  (S)  située  au-dessous  de 
celle  courbe;  et  nous  remarquerons  que,  quand  P  décrit  le  champ 
plan  (A),  M,  décrit  (S,),  et  M.  décrit  (S^). 

Nous   pourrons   donc    écrire    la   formule   (1)   en    faisant   (/5  =  — « 

do^  =  ';.,d'7,  dans  la  première  intégrale,  et  (/(j  = —,  dio^  —  Yi^' 

ïi 
dans  la  seconde  : 

(2)  ;i=  /'  /'  C(a-,  y,  :,)y,c^'+  f  f  GU,  y,  z^y^^dn. 

l.a  première  intégrale  est  étendue  à  la  surface  (Sn),  et  la  seconde  à 
la  surface  (S,).  On  peut  donc  les  réunir  en  une  seule  : 

(3)  3=JJ^^C(x,y,z)';d'7, 

où  V  désigne  le'cosinus  directeur,  relatif  à  0:,  de  la  normale  extérieure 
en  un  point  quelconque  de  (S),  et  où  l'intégrale  doit  être  étendue  à 
toute  la  surface  (S). 

Et  l'on  obtient  ainsi  la  formule  d'inlégration  partielle  : 

où  la  notation  (Se)  rappellera  que  la  normale  à  la  surface  (S)  doit  être 
menée  vers  l'extérieur,  par  rapport  au  volume  (V)  qu'elle  limite. 

2°  Formule  de  Green.  —  En  introduisant  les  deux  autres  cosinus 
directeurs  a,  ^,  de  la  normale  extérieure,  on  obtiendrait,  de  môme,  les 
deux  autres  formules,  analogues  à  (4), 

et,  en  ajoutant  les  trois  formules,  on  a  la  formule  de  Green,  symé- 
trique : 

379.  Intégrales  de  surface.  —  Le  second  membre  de  la  formule  (5) 
est  une  inté'jraUi  de  surfare.  La  parenthèse  (.\a  + B^-h  Cy)  est  une 
fonction  de  point,  définie  sur  la  surface  (S);  et  l'on  démontrerait  que, 
dans  ce  cas,  l'intégrale  est  la  limite  d'une  somme  de  la  forme 

(6)  /;.7.  +  ^.î,+  ...4-/'„.7„. 
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OÙ  T,,  c7„  .  .  .,  7,,  sont  les  mesures  des  aires  oblenueè  en  décomposant 

la  surface  donnée  (S),  en  n  aires  partielles, 
("^ J y{'^^y''^^~~~7^^-^^^  par  un  procédé  quelconque;  et  où  /",,  /"j,  . .  . ,  /",, 
sont  les  valeurs  de  la  fonction  de  point 
donnée  /,  (ici  /"=  AaH- BliJ -i- Cv),  en  des 
points  M,,  M,,  . . .,  M„,  arbitrairement  choisis 
dans  chacune  de  ces  aires  partielles  respec- 
tivement. 
Le  passage  à  la  limite  doit  se  faire  de  manière  que,  le  nombre  des 

aires  partielles  augmentant  indéfiniment,  ces  aires  tendent  vers  zéro 

dans  toutes  leurs  dimensions. 


Flux  dhin  vecteur.  —  Dans  Tintégrale  de  surface  en  question, 
(7)  r/'    (Aa  +  BpH-Cy)rf7, 

intervient  le  champ  de  vecteurs  défini  par  les  composantes  A(a;,  ?/,  s), 
B{x,  y,  z),  C{x,  y.  z)  du  vecteur  F  qui  a  pour  origine  le  point  M,  (.r,  ?/,  z). 


L'expression  Aa  +  Bfi  +  CY  est  égale  à  la  mesure  de  la  projection  F„ 

du  vecteur  F  sur  la  normale  extérieure  à  la  surface  (S)  au  point  M  de 
cette  surface,  (origine  du  vecteur).  Ou  peut  donc  écrire  l'intégrale  (7) 
ainsi  : 


(8) 


A4"-""' 


A  ce  point  de  vue,  on  l'appelle  le  flux  du  vecteur  F  à  travers  la 
surface  (S),  de  l'intérieur  vers  l'extérieur. 
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fit'tnarqui;.    —    Ce   mot    se    rapporte    à    VinU'rprHalion    hydrodynamiiiue    suivante. 
Imapinoiis  un   lluide  en   mouvement,  cl  supposons 
(ju'à  l'instant  t  la  vitesse  île  la  particule  qui  passe 

— > 
en  M  soit  représentée  par  le  vecteur  F;  au  hout  du 
tempï>rf<.  le  point  M  sera  venu  en  M',  et,  en  néplifreant 

—y 
les  inllninient  petits  d'ordn'  supérieur,  .MM'  sera  le 

— >- 
vecteur  Ydt. 

Si  l'élément  f/^  est  assez  petit,  lu  vitesse  du  liuidc 
sera  la  même,  approximativement,  pour  les  divers 
points  de  rélémenl  (/t  de  la  surface,  que  nous  consi- 
dérerons, de  plus,   approximativement,   comme   plan. 

Au  hout  du  temps  dl,  les  points  du  fluide,  qui  étaient  sur  do-  à  l'instant  t,  seront 
donc   sur  l'élément  parallèle  rfi',  obtenu  par  la  translation  qui   est  définie  par  le 

vecteur  Ydt\  et  le  volume  du  cylindre  obli(iuc  dont  dn  et  dn'  sont  les  deux  bases 
représente  (approximativement)  le  volume  lluide  qui  a  traversé  l'élément  do- dans 
l'intervalle  de  temps  dt  considéré.  Or  ce  cylindre  a  pour  volume 

d^X  {projection  de  MM'  sur  U^)  =  dT.(F„.dl). 
Ce  volume  est  ainsi  alFecté  du  signe  +  ou  — ,  suivant  que  F„  est  positif  ou  négatif, 
c'est-à-dire  suivant  que  le  passage  du  lluide  à  travers  (/•j  se  fait  de  la  face  intérieure 
à  la  face  extérieure,  ou  en  sens  contraire. 
La  somme 

d«.i:F,jd<7 

est  donc  une  expression  approchée  du  volume  lluide  qui  sort  de  la  surface  (S)  pen- 
dant le  temps  dl,  le  signe  ïl  s'appliquant  à  toutes  les  aires  partielles  d-ren  lesquelles 
on  aura  décomposé  la  surface.  Cette  somme  sera,  du  reste,  en  général,  une  somme 
algébrique,  le  passage  du  fluide  à  travers  la  surface  pouvant  se  faire,  suivant  les 
éléments  considérés,  de  l'intérieur  vers  l'extérieur,  ou  inversement. 
Par    conséquent,    la    somme  SF„rf(x  est    une    expression   approchée  du   débit, 

l      volume  débité      \    j     «     j     .    ^  ■  ,  ,^.  .. 

I  j — : — -T^. j r  ,  du  fluide  a  travers  la  surface.  Et  on  démontre  que,  par  le 

\  durée  d  écoulement/  t     >  i 

passage  à  la  limite,  qui  donne  l'intégrale  (8),  on  obtient  rigoureusement  l'expression 

de  ce  débit  à  l'instant  /. 

On  remarquera,  du  reste,  que  cet  instant  t  n'intervient  pas  dans  l'intégrale  en  ([ues- 

tion,  de  sorte  qu'on  a  affaire  à  un  régime  permanent,  où  le  débit  est  constant.  C'est  donc 

ce  débit  constant  que  nous  désignons  par  le  mot  de  JJux. 

Flux  élémentaire.  —  L'élément  ditîérenlielF„(/(î  =  (Aa-|-Bp+CY)rfff 

de  l'intégrale  flux  s'appelle  le  flux  élémentaire  du  vectew  F  à  travers 
i élément  superficiel  d'j,  dans  le  sens  (a,  jï,  v). 

Autre  notation.  —  Nous  sommes  arrivés  à  la  formule  (4)  en  nous 
servant  de  ce  que  7^7  était,  au  signe  près,  égal  à  l'élément  d'aire,  ûJoj, 
du  plan  des  xy.  On  représente  souvent,  comme  nous  l'avons  vu,  cet 
élément  di»  par  la  notation  dxdy.  On  convient  de  l'introduire  dans  les 
intégrales  de  surface,  en  même  temps  que  les  notations  analogues 
dydz  eldzdx.  à  la  place  de  arfî  et  de  pda;  et  on  écrit  la  formule  de  Green 
(5)  sous  la  forme  : 
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Mais  il  est  alors  entendu  que,  tandis  que  dxdi/dz  est,  dans  le 
second  membre,  essentiellement  positif,  les  produits  (/?/(/:,  (/:(/.r,  dxdij 
désignent  les  aires  élémentaires  des  trois  plans  de  coordonnées, 
aflfectées  des  signes  des  cosinus  directeurs  correspondants  de  la  nor- 
male extérieure. 

:*\      c'^B      ."^C 

380.  Diverqence.  —  L  expression  - — \-  - — i .  qui  figure  au  second 

^  ^  l'x      :>y       ?:    ^       ^ 

membre  de  la  formule  s'appelle  la  divergence  du  vecteur  V,  au  point 
(a-,  y,  z)  de  res|)ace,  (origine  du  vecteur);  et  on  écrit  : 

(10)  ^H_'lB+.lÇ^,i,-f 

On  écrira  donc  la  formule  de  Green,  sous  forme  condensée, 

(11)  J  j^^^F„dG=  J  f  /^  div  'V.dv. 

Le  flux  d'un  vecteur  F  à  travers  une  surface  fermée  (S),  de  Vintérieur 
vers  Vextérieur,  est  égal  à  Vintégrale  de  la  divergence  de  ce  vecteur^ 
étendue  au  volume  (V)  limité  par  cette  surface. 

Remarque.  —  Le  mot  de  divergence  se  rapporte  à  l'interprétation  tiydrodynamique 
donnée  plus  haut.  Si  on  applique  la  formule  (11)  à  une  surface,  infiniment  petite, 
entourant  le  point  {x,  y,  z),  le  flux  à  travers  celte  surface  est,  approximativement, 

représenté  par  Télément  div  F. du.  La  divergence  est  donc  la  limite  du  rapport  du 
flux  qui  sort  d'une  surface  fermée  infiniment  petite  (entourant  le  point  considéré) 
volume  limité  par  cette  surface;  c'est  ce  qu'on  pourrait  appeler  le  Jlux  spécifique 
en  un  point.  Elle  mesure  la  tendance  du  fluide  à  se  dilater,  en  un  point  quelconque 
de  ce  fluide. 

381.  Cas  particulier.  —  Supposons  que  /''  champ  (A,  B,  C)  dérive 
dun  potentiel  c'est-à-dire  que  l'on  a,  ce  potentiel  étant  — L}(.r,  y,  :), 

kdx-^\idy-\-Cdz  —  dO., 
ou 

l'X  ?y  ?z 

Les  deux  membres  de  la  formule  (11)  peuvent  alors  s'exprimer  au 
moyen  de  la  seule  fonction  û.  Examinons-les,  en  effet,  séparément. 

1'^  La  divergence  est  d'abord,  F  désignant  toujours  le  vecteur  (A,  B,  C), 

divF=-— H-- — h  —  =  -r~7, -h  ——,  -h  — 2  > 
:>x      ??/      ?z        ^x-      ?T/-      :iz^ 
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expression  qui  se  représente  par  lu  notalion  A, 

^     '  :>x'       ?y-       :>z^ 

H"  Dérivdc  dans  une  direction.  —  Le  tlux  est,  d'autre  part, 

il3)  F,.  =  aA  +  riB  +  YC  =  «^'  +  fi^-hY7^." 

Quelle  que  soit  la  direction  (a,  [i,  y),  on  donne  à  celte  expression 

a^-^-h  ft'-^-l- y!^^  le  nom  de  drricre  de  il  dans  la  direclion  (x,  [i,  v). 

La    raison  de  celte  dénominalion  est  que  celte  expression  est  la 
limite  du  rapport  :  .71 

L>(M')-_o(M)  M'     ^  ' 

MM'        -  '  y^^'S'^ 

lorsque  M' tend  vers  M  en  se  déplaçant 
sur   la  droite,  issue  de  M,  qui  a  la 
direclion  (x,  [i,  y).  On  doit  supposer  MM' 
évalué  algébriquement,  la  direction   positive  étant  définie,  précisé- 
ment, par  les  cosinus  directeurs  a,  ^,  y- 

En    effet,   les  coordonnées  de    M'  sont   ar'^a^H-xw,  y'  =  î/  +  [iM, 
:^=:  :  H-  yi/,  avec  u  =  MM'  ;  et  le  rapport  (14)  est,  par  conséquent, 

Comme  x,  y,  :jouenl  le  rùle  de  constantes,  il{x-T-  au,  y  -h'^u,  :H-y  u) 
est  une  fonction  de  u, 

(16)  'h{u)^il{x-{-0LU,y-\-^u,  :  +  y?/)  =  !.>(d?',y',  s') 

et  le  rapport  (16)  s'écrit  — ^   ',  de  sorte  que  sa  limite,  pour  u 

inlinimcnt  petit,  est  la  dérivée  de  la  fonction  (16),  pour  w  =  0.  Or 
celle  dérivée  est,  d'après  le  théorème  des  fonctions  composées, 

ce  qui  se  réduit  bien,  pour  y<  =  0,  à  l'expression  : 

^!.  >         ;>  Q         ?  y 
:>x       ^ oy        '  o: 

Remarque.  —  On  peut  arriver  au  même  résultat  de  la  manière 
suivante,  qui  conduit  en  même  temps  à  la  notation  usitée  pour  repré- 
senter la  dérivée  en  question.  Soit  n=ÎM  l'abscisse  de  M,  comptée,  à 
partir  d'une  origine  arbitraire  1,  sur  la  droite  considérée.  Si  le  point 
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M  est  supposé  se  déplacer  sur  cette  droite,  L2(.r,  y,  :)  est  une  fonction 
de  »,  et  la  dérivée  de  Q  dans  la  direction  (a,  p,  y),  limite  du  rapport  (14) 

par  définition,  n'est  pas  autre  chose  que  la  dérivée  -7^,  calculée  pour 

la  valeur  de  »  qui  correspond  à  la  position  de  M  donnée. 

Dans  ce  quotient  -^,  le  numérateur  s'obtient,  d'après  les  règles  du 

calcul  diflférenliel,  par  la  différculialion  totale  de  iî,  et  l'on  a 

:>iî,        :>Ll,        ^il, 
dQ_^x^^~^J^^y'^JÏ^^  _dx    IQ       dy    ^ii_^dz    .H2 
du  dn  dn'^x       du  '  ^'tj       dn    ^z 

dx 
Mais  on  peut  appliquer  à  la  droite  considérée  les  formules  olz=-j-, 

P  =  -T^,  Y  ^-7^  qui  donnent  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  posi- 
tive de  la  tangente  à  une  courbe  n"  261),  en  observant  que  la  droite 
est  à  elle-même  sa  tangente,  et  que  l'on  a  ici  s=.n.  Les  formules  en 
question  deviennent  donc 

dx dy ^  dz 

dn  —  ""'  dn~^'  dn~^' 

,  ,        ,         ,    do.    .....     . 

et  la  valeur  de  -7—  s  écrit  ainsi 
dn 

C'est  la  formule  qu'il  s'agissait  d'établir. 

—V 

Formule  de  Green.  —  En  résumé,  on  a,  dans  le  cas  où  F  dérive  du 
potentiel  Q,  div  F=:AQ,  F„  =  -j^,  et  la  formule  de  Green  (11)  prend 
la  forme. 

('«>  //„,^  "'=//,/>"*• 

On  se  rappellera  que  -r^  est  la  dérivée  de  L2,  prise  dans  la  direction 

de  la  normale  (extérieure);  c'est  ce  que  rappelle  la  lettre  n. 

Remarque.  —  Les  potentiels  de  l'attraction  newtonienne  et  les 
potentiels  électriques  et  magnétiques  satisfont  à  Véqualion  aux  dérivées 
partielles  de  Laplace.,  AF  =  0,  en  tout  point  extérieur  aux  masses 
attirantes.  De  là  l'importance  de  cette  transformation  de  la  formule 
de  Green.  On  donne  le  nom  de  fonctions  harmoniques  aux  fonctions 
qui  satisfont  à  cette  équation  AF    0.:= 
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382.   Formule   de   Riemann.      -   Lu   formule  dite   de   Iticiu.inn   s.- 
déduit  de  l'inlégralion  partielle  des  y 

intégrales  douhles,  convme  la  for- 
luule  de  (jreen  se  déduit  de  l'in- 
tégration partielle  dos  intégrales 
triples. 

Soit  à  calculer  l'intéi^rale  double  : 


('  /'  .-^B 


?B 


^^'^^'■'=/.//5^^'"^î/=,('^y.(.";sl^^' 


où    H  désigne  une   fonction   donnée 
B(x.  y). 
La  première  intégration  à  effectuer  est 

vB 


X    ^^'^^^^^^vyî)  —  ^^^^-^) 


et  il  reste 


ou 


D=  f''B{x,,y)dy-  f''^{x,.y)dy=  f_Bd,/-  T     Brf//; 

.1=  CBdy-h  f^dy=  f   Bdy. 

La  dernière  intégrale  étant  prise  sur  tout  le  contour  (C)  de  l'aire  (A), 
dans  le  sens  direct.  On  a  donc  la  formule  : 


(20) 


fj  hc'^^^y—Jc  ^'^y'' 


\^ 


où  le  sens  dans  lequel  est  décrit  le  contour  correspond  au  sens  de 
rotation  de  Ox  vers  Oy. 
En  changeant  le  rôle  des  axes,  on  en  déduit  la  formule  analogue 

/.  /   — dxdy  =  /    \dx. 

ou.  en  renversant  le  sens  de  l'intégrale  curviligne, 

?A 


(21) 


j  Jl-^dxdy  =  j^    \dx 


Si  on  ajoute  enfin  les  deux  formules  (20)  et  (21),  on  obtient  la  for- 
mule de  Riemann  annoncée  : 


(22) 


/.   ^dx-^My  =  j\f  (r^^-'A\l,dy. 


Elle  sert  à  transformer  les  intégrales  curvilignes  de  contours  en 
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intégrales  doubles,  ou  inversement,  comme  la  formule  de  Green  sert  à 
transformer  les  intégrales  de  surfaces  en  intégrales  triples,  ou  inver- 
sement. 

383.  Formule  de  Stokes.  —  Nous  allons  en  déduire  une  formule 
analogue,  pour  le  cas  de  l'espace. 

Pour  la  démonstration,  nous  supposerons  que  le  contour  fermé  (K), 
donné    dans   l'espace,    n'a    qu'un    jioint    sur   cliaque    génératrice    du 


'3 


cylindre  vertical  (parallèle  à  Oz)  qui  passe  par  ce  contour;  la  courbe 
de  base  (C)  de  ce  cylindre  est  alors  un  contour  fermé  sans  point 
double,  qui  limite  une  aire  (A). 

Nous  nous  donnerons,  d'autre  part,  une  surface  (S)  quelconque, 
limitée  au  contour  (K),  mais  qui  ne  soit  percée  qu'en  un  point  par  une 
parallèle  à  0-;  chacun  de  ses  points  M  se  projette  ainsi  en  un  point  P 
de  (A);  et  chaque  point  P  de  (A)  est  la  projection  d'un  point  M  de  (S). 
et  d'un  seul.  Soit 

f-23)  .  z  =  o(x.  ty), 

l'équation  de  cette  surface  (S).  Nous  poserons  'r|  =  /A  ';;^  =  î- 

Nous  nous  donnons  enfin  un  champ  de  vecteurs  (A,  B,  C)  quelconque, 
et  nous  nous  proposons  de  transformer  l'intégrale  curviligne 

(24)  •^—  /    Arfj^-f-Brfjy-hCf/:, 

prise  le  long  du  contour  (K)  dans  le  sens  qui  correspond,  en  projec- 
tion sur  (C),  au  sens  de  Ox  vers  Oj/.  Par  rapport  à  la  verticale  MZ 
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dirigée  vers  le  haut,  co  sens  sera  celui  des  rotations  positives  "'  (de 
droite  à  gauche);  et  comme  l'angle  0  de  MZ  avec  la  normale  MN 
dirigée  vers  le  haut  est  aigu,  ce  sens  est  aussi  celui  des  rotations  posi- 
tives par  rapport  à  MN.  Nous  désignerons  par  (a,  p,  v)  les  cosinus 
directeurs  do  MN. 

Sur  le  contour  (K),  situé  sur  (S),  l'équation  (2)  est  identiquement 
vérifiée,  et  en  la  ditlerentiant,  il  vient  dzz=.pdx  -\- qdy.  L'intégrale  (24) 
peut  ainsi  s'écrire 

.1=  1"  (A  +  />C)rfa7  +  (B  +  7C)rfy, 
les  coefficients  de  dx-  et  dij  étant,  d'une  manière  plus  précise, 

^  ^'   \  B,(a^, //)  =  B(j.-,  y,  :)  +  r/C(^,  ?y,::)  =  B(a?,  V,  cp)  +  çC(a-,  y,  9). 

Comme,  d'autre  part,  (x,  y)  sont  aussi  bien  les  coordonnées  d'un 
point  de  (K)  que  de  sa  projection  sur  (C),  on  a,  en  définitive, 

,1=   /   A.rfa?  +  B.c^y, 

.'(f.) 

linlégrale  étant,  maintenant,  prise  le  long  du  contour  plan  (C),  dans  le 
sens  direct. 
Appliquons  lui  la  formule  de  Riemann.  Il  faut  calculer 


?B. 

:>x 

?A,       pB         ^%      ?q„         l'^C         .-^CM 

r?X        ?A      Mj^         /:^C        ^C\' 

Si  on  simplifie 

en  remarquant  que 

^ :>-'j>  _  ?^ï>  _  :>ji 

?x      ^y:>x      :>x:^y      ."^y  ' 
il  reste  seulement  : 

^     ^       ?x        ^y       \?x       :>yj      ^\?z       ?j//       ^\^x       :>z  ) 

Pour  abréger  l'écriture,  nous  poserons,  pour  un  point  (a.-,  y,  z)  quel 
conque  de  l'espace, 

(2-)    u=':Ç-'i?,     v=-:_^-'^.     W=V'-'^V 

^     '  ?t/       ?;:  :'Z      :>x  2'X      :>y 

(1)  On  sait  (voir,  par  exemple,  t.  I,  p.  401)  que  pour  définir  les  rotations  positives 
par  rapport  à  un  axe  Or,  on  imagine  un  observateur  que  l'axe  traverse  des  pieds  à  la 
tête  dans  le  sens  0;  (sens  positif  choisi  sur  Taxe),  et  qui  est  tourné  du  côté  où  le 
mouvement  a  lieu.  Si  cet  observateur  voit  le  mobile  se  déplacer  de  sa  droite  vers  sa 
gauche,  on  dit  que  le  mobile  tourne,  par  rapport  à  Taxe  0;.  dans  le  sens  positif. 
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El  il  viendra,  d'après  la  formule  (:22),  en  y  remplaçant  dxdy  par  dw, 
nolaliou  générale  pour  un  élomenl  d'aire  du  plan  des  xi/, 


m 


.1=  f  f  i\\-pv-<i\y 

J    J  A) 


où  :  doit  être  remplacé  pour  la  fonction  ç.(./',  y),  dans  les  fonctions 
U,  V,  W  de  .1-,  y,  s. 

Or,  si  on  introduit  les  cosinus  directeurs  (a,  [i,  y)  de  MN,  et  rélémenl 

d'aire  rf?^  —  de  la  surface  (S),  en  tenant  compte  des  équations 

qui   expriment  que   {p,  «/,  — 1)   sont  coefficients  de  direction  de  la 
normale  à  la  surface,  (n°  273),  on  obtient  : 


d  co  =  Y  dn.  —  p  do)  =  -  d  (0  =  a  û?(J, 

Y 


qdi'}  =  -  (i(o  =r  8  rf(T, 


de  sorte  que  l'intégrale  (28)  devient  l'intégrale  de  surface 
(29)  :•  =   r  /'  (a  u  -+-  p  V  -4-  Y  W)  f/<7, 

étendue  à  la  surface  (S),  limitée  au  contour  (K). 
On  a  ainsi  la  formule  de  Stokes,  annoncée, 


(30)         f  \dx  H-  Bd>j  ^Cdz=    f  /'  (a  U  -f-  p  V 

«/(Kl  i/     «.'.S) 

OÙ  u,  V,  W  sont  définies  par  les  formules  (27). 


'!\\)d., 


Remarque.  —  Imaginons  une  surface  (S),  de  forme  quelconque,  et 
divisons-la  en  deux  parties  (SJ  et  (S,)  au  moyen  d'une  ligne  trans- 
versale AU.. 

Si  on  peut  appliquer  la  formule  (30)  à  chacune  de  ces  parties,  et  si  on 
ajoute  membre  à  membre  les  résultats  obtenus,  on  obtiendra  dans  le 
premier  membre  la  somme  des  intégrales  curvilignes  : 

Mais  les  deux  intégrales  prises  suivant 
la  ligne  transversale,  en  sens  contraire, 
se  détruisent;  et  il  reste  seulement. 


f  +/ =f ■ 

.V'i'-  ^'■■''.■^  «'iKj 


Dans  le  second  membre,  la  somme  des  intégrales  de  surface 


/,/>/x„ 
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donne  l'inlégrale    /    /   .  Donc  on  obtient  ainsi  la  formule  de  Slokes, 

appliquée  à  la  surface  (S)  et  à  son  contour. 

Cette  remarque  permet  d'étendre  l'application  de  la  formule  à  une 
portion  de  surface  de  forme  quelconque,  en  la  décomposant  en  parties 
qui  satisfassent,  séparément,  aux  condi- 
tions admises  pour  la  démonstration.  >y  C^'J^^T) 

Il  faut  alors  observer  que  le  sens  dans 
lequel  est  décrit  le  contour  (K),  pour  le 
calcul  de  l'intégrale  curviligne,  se  trouve 
lié  à  la  direction  positive  (a,  p,  y)  de  la 
normale  en  un  point  quelconque  de  (S), 
direction  qui  intervient  dans  le  calcul  de 
l'intégrale  double,  par  la  règle  suivante  : 

1°  La  direction  positive  de  la  normale  MN  varie  d'une  manière  conti- 
nue quand  M  décrit  la  surface  (S). 

i"  Lorsque  M  est  dans  le  voisinage  du  contour,  le  mouvement  d'un 
mobile  qui  décrit  le  contour  dans  le  sens  voulu,  et  qui  se  déplace  sur  la 
portion  du  contour  voisine  de  M,  se  fait  dans  le  sens  direct  par  rapport  à 
MN.  c'est-à-dire  de  la  droite  à  la  gauche  d'un  observateur  ayant  les 
pieds  en  M  et  la  tète  en  N,  et  regardant  celte  portion  du  contour. 

Celte  règle  se  juslilie  par  It's  remarques  suivantes  :  —  l""  Elle  est  d'accord  avec  le 
choix  du  sens  de  parcours  de  (K)  et  du  sens  positif  des  normales  à  (S)  que  nous  avons 
fait  dans  la  démonstration  de  la  formule.  —  2"  Si  nous  avions  alors  changé  le  sens 
de  parcours  sur  (K),  il  aurait  fallu  changer  le  sens  positif  des  normales,  confor- 
mément à  la  règle.  Car,  en  opérant  ainsi,  on  n'eût  fait  que  changer  le  signe  des 
deu.\  membres  de  la  formule.  —  3"  Si  la  règle  est  vraie  pour  les  deux  surfaces  (Sj) 
et  (Sa)  de  la  remanjue  ci-dessus,  elle  est  vraie  pour  la  surface  totale  (S). 

384.  Interprétation  de  la  formule  de  Stokes.  —  Les  formules  (27), 
M^_\B  V  —  —  —  —  \v  =  — —  — 

associent,  en  chaque  point  M  de  l'espace,  au  vecteur  du  champ,  F,  de 

composantes  A,  B,  C,  un  vecteur  T  de  compo- 
santes U,  V,  W. 

On   rappelle  le  vecteur  tourbillon,  parce  que, 

lorsquon     considère    F,     dans    l'interprétation 
hydrodynamique,  comme  la  vitesse  d'une  parti- 
cule fluide  passant  en  M,  une  petite  masse  fluide  entourant  ce  point  M 
est  animée,  en  même  temps  que  d'une  vitesse  de  translation  représentée 

par  F,  d'une  vi'.esse  de  rotation  représentée  par  le  vecteur  ^T;  c'est  cette 
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rotation  qui  produit  l'aspect  de  tourhillonuonieut  que  l'on  constate, 
par  exemple,  dans  des  anneaux  de  funiéo. 

Il  résulte  de  celle  signification  du  vecleur  tourbillon  qu'il  est  déter- 
miné lorsque  le  vecteur  F  est  défini  en  chaque  point  de  l'espace  ;  et,  par 
conséquent,  qu'il  ne  dépend  pas  du  système  d'axes  de  coordonnées 
dans  lequel  on  a  pris  les  composantes  du  champ;  ce  qu'il  serait  facile 
de  vérifier  par  un  calcul  de  translornuitions  de  coordonnées. 

On  représente  le  vecleur  tourbillon  par  l'une  des  notations 

tourb  F,        rot  F,        curl  F. 
La  notation  rot.  est  un  abrégé  du  mot  rotalionncl;  le  mot  curl  est 
un  mot  anglais  dont  le  sens  initial  est  boucle. 

On  a  ainsi  l'énoncé  :  Le  travail  d'un  vecteur  le  long  d'un  contour 
fermé  est  égal  au  /lux  du  vecteur  tourbillon  correspondant  à  travers  une 
surface  limitée  à  ce  contour;  le  setis  de  circulation  sur  le  contour  corres- 
pondant à  une  rotation  positive  par  rapport  au  sens  dans  lequel  le  flux 
est  évalué.  _^ 

Si  on  désigne  par  F^  la  projection  de  F  sur  la  tangente  au  contour 

(K),  menée  dans  le  sens  des  arcs  crois- 
sants, on  a 


\dx-i~Bdy-+-Cdz  = 


l\ds, 


et  on  peut  écrire  la  formule  de  Slokes, 
d'après  ce  que  l'on  sait  sur  le  flux  d'un 
vecleur  (n°  379),  sous  la  forine  condensée  : 

f  P,ds=    r /' (tourb  F)/77, 

qui  ne  fait  plus  intervenir  aucun  système  particulier  d'axes  de  coor- 
données, et  a  ainsi  une  signification  purement  géométrique. 


.§   4.   —   DIFFERE.\T1EI-LES   T(iTAi-ES 

385.  Condition  pour  qu'une  expression  de  la  forme  \dx-^^dy, 
ou  A(/a:-i-Brfr/H-Crf:.  soit  une  différentielle  totale.  —  Dire  que 
A{x,y)dx-hB{x,y)dy  est  une  difléreiitielle  totale,  signifie  qu'il  existe 
une  fonction  Q(a?,  y),  telle  que  dii^=  kdx  ~\-  Bdy;  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  telle  que  l'on  ait  à  la  fois 

De    même,  dire   que  A{x,  y,z)dx -}- B{x,y,  z)dy  -i- C{x,y,z)dz  est 
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uno  dilïorcnliolle  lolalo,  c'est  dire  qu'il  cxislo  uiu'  fonction  iJia',j/,  :). 
telle  (lue  l'oQ  ail  idenliqueuieul 


ou.  ce  qui  revient  aumêmt", 


lidy  -^-Cdz; 


Nous  avons  vu  ([ue,  s'il  en  est  ainsi,  rintéf:;ralc   curviligne  plane 
fxd.v  -4-  lUh/,  dans  le  premier  cas,  et  l'intégrale  curviligne  de  lespace 

/  A(/j.--t-  lif///  -+-  Cdz,  dans  le  second  cas,  ne  dépendent  que  des  extré- 
mités du  chemin  d'intégration  et  non  pas  de  la  forme  du  chemin  d'inté- 
gration tracé  entre  ces  deux  extrémités. 

iXoits  allons  étahlir  la  réciproque,  en  raisonnant,  par  exemple,  dans 
le  second  cas,  le  raisonnement  étant  tout  pareil  pour  le  premier  cas. 

Nous  supposons  donc  que  l'intégrale  /  kdx 4- B/y  -h  Crfz  ne  dépend 
que  de  i'oi-igine  M,,,  et  de  l'exlré- 


Uy,^') 


M(a;:y,z) 


^o(-^c.Jo,^.) 


mité  M  du  chemin  d'intégration 
(L).  Si  nous  prenons  pour  M„  un 
point  rix(>  (.<■„,//„,  :p),  et  pour  M  un 
point  variable  (a',  j/,  :;),  la  valeur 
de  linlégrale  sera  déterminée 
dès  (ju'on  aura  lixé  le  point  M, 
car,  en  vertu  de  l'hypothèse,  on 
pourra,  pour  la  calculer,  choisir 
ensuite  arbitrai  rement,  sans  chan- 
ger le  rcsullal,  un  chemin  (L) 
([uelconque  allant  de  M^  en   M. 

Linlégrale,   ainsi  considérée,  est  donc  une  fonction  Li(.i",  j/,  s),  qu'on 
peut  écrire,  sans  ambiguïté, 


-S 


i>(.r,  »/,  :)  =  /    kdx-^V>dv  -4-  Crf:. 


Nous  allons  montrer  que  cette  fonction  L}  a  bien  pour  di  irérentielle 
totale  kdx-\-  Bdi/  -h  Cdz,  ce  qui  démontrera  le  théorème  ;  nous  prou- 

verons  pour  cela,  par  exemple,  qu'elle  a  une  dérivée  partielle   ^""  qui 

est  précisément  identique  à  A(x,  7,  2). 

Portons,  pour  cela,  l'extrémité  du  chemin  d'intégration  de  M ,  {x,  t/,  z), 
en  M',(.r',  y,  :;)  ;  comme  le  chemin  d'intégration  est  arbitraire  par 
hypothèse,  il  suftira  de  l'allonger  du  segment  recliligne  .M.M  .  parallèle 
à  Oj-,  et  on  aura 

ALJ  =  il{x\  )/,  :)  —  Lî(x,  V,  z)=  f  \dx -h  Brfv  -+-  Cdz. 

./mm  '  ' 
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Mais  comme  y  et  :  sont  conslaïUs  sur  MM',  celte  intégrale  curviligne 
est,  simplement, 

M}  =  Q{x' ,  y ,  z)  —  ilix,  y ,  :)  =   /  ^  A(a^',y,  z)dx. 

t     X 

Il  suffira,  dès  lors,  de  reprendre  le  raisonnement  qui  a  donné  la 
dérivée  de  l'intégrale  définie  par  rapporta  sa  limite  supérieure.  1/inté- 
grale,  dans  la  formule  précédente,  a  pour  valeur,  d'après  le  théorème 
de  la  moyenne,  {x'  —  -lO^l^)  V,  -)i  <^i'  ^  ^st  compris  entre  x  et  x'. 

On  a  donc  : 

lLl_Ll(.v'.y,z)-L}{x,y,  3)_ 

Aa^—  x'  —  x  ■     — -M.,  ?/,  -j. 

ce  qui  tend  vers  A  (a-,  y,  z),  lorsque  .r'  tend  vers  x.  car  ;  tend  alors 
aussi  vers  x,  et  on  suppose,  bien  entendu,  la  continuité  des  fonc- 
tions A,  B,  C. 


(2) 


,/: 


386.  Autre  forme  de  la  condition  trouvée.  —  Dire  que  l'intégrale 
curviligne, 

(1)  Ckdx-\-My-\-Cdz, 

ne  dépend  que  des  extrémités  du  contour  d'intégration  (quelles  que 
soient  ces  extrémités),  équivaut  à  dire  quelle  est  nulle,  dès  quon  la 
•prend  suivant  un  contour  fermé. 

1°  Car  l'intégrale    /    ,  suivant  un  contour  fermé  quelconque,  peut 
s'écrire,  en  prenant  deux  points  P,  Q,  quelconques  sur  ce  contour, 

r  +  r  =/'-/■  • 

K  .'l'aO         t'«,'-l'         .'IVU         .'Pay 

Si  donc  l'intégrale  ne  dépend  pas  du  chemin,  les  intégrales  de 
/K)  dernier  membre    /     ,    /     ,  sont  égales,  et 

l'intégrale    /    est  bien  nulle. 

l'iK 

2°  Réciproquement,  si  P,  Q  sont  deux 
points  quelconques,  deux  chemins  PaQ,  PfiQ, 
allant  de  l'un  à  l'autre,  constituent  dans 
leur  ensemble  un  contour  fermé  (K);  et 
l'identité  (2)  s'applique  encore.  Si  donc  on 
suppose  que  l'intégrale  est  nulle  suivant  tout  chemin  fermé,  le  premier 
membre  de  cette  identité  est  nul  par  hypothèse,  et  on  en  conclut 

=z  f     c'est-à-dire  que  l'intégrale,  prise  entre  deux  points  F*,  Q 

quelconques,  ne  dépend  pas  du  chemin  d'intégration  qui  les  joint. 
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387.  Équations  de  condition  entre   les  dérivées   de   A,   B,  C. 

I.  Considéruiis  uininlemuil  le  cas  de  deux  curlabies  : 
La  formule  de  Riemann  (n°  382),  nous  donne 

(3)  lAd.+  Bdy  =  fJ[{%-'J^)d. 

Je  dis  qu'il  en  résulte  que,  pour  que  le  premier  membre  soit  nul  quel 
que  soit  le  contour  (K),  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait  identi- 
quement 

(4)  'Jf_L^3=0. 

La  condition  est  évidemment  suffisante,  puisque  le  second  membre 
de  (3)  est  nul  identiquement,  si  elle  a  lieu. 

Démontrons  qu'elle  est  nécessaire;  c'est-à-dire  que,  si  cette 
identité  (4)  n'a  pas  lieu,  il  y  a  des  contours  (K)  pour  lesquels  le 
second  membre  de  (3),  et,  par  suite,  le  premier  n'est  pas  nul. 

En   effet,  si  on  suppose  que   y- —  |   a,   par  exemple,  en   un 

point  M,  une  valeur  positive  P,  on  peut  (en  supposant  continues  les 
dérivées  partielles  de  A  et  B),  entourer  ce  point  M  d'un  contour  (K), 

assez  petit  pour  que  ('—  — ''—)  soit,  dans  toute  Taire  (A)  limitée  par 

ce  contour  (K),   supérieure  à  un   nombre   positif  11,  qu'il   suffira  de 
choisir  inférieur  à  P. 

L'intégrale  double    /    /    i'- '-^jdoy  représente  alors  le  volume 

d'un  cylindre  tronqué  (n°  372),  qui  contient  à  son  intérieur  le  cylindre 

de  base  (A)  et  de  hauteur  H;  elle  ne  peut  donc  être  nulle.  (C.  Q.  F.  D). 

Nous  concluons  donc  que,  pour  que  l'expression  \{x,y)dx-\-B{x,y)dy 

soit  une  différentielle  totale,  il  faut  et  il  suffit  que  Von  ait  identiquement 

c^B  _  ?A  _  y  ^  _  ^B 

:>x      ^y        '  Dj/      ^'x' 

Remarque.  —  Le  fait  que  cette  condition   est  nécessaire  7'ésulte  du 
théorème  d'après  lequel  on  a,  pour  une  fonction  Q(x,  y)  quelconque, 

— '^^=:- .  (n°  177).  Car  si  on  a 

:*x^y      :'y:>x    ^  ' 

(5)  A(x.  7/)  =  '!^.         B(ar.  y) 

on  en  conclut 

^.\        ?-Li  ?B       i^'Q 


?î/       ^"^■ï^.7  'ix      ^y^-Tc 


d'où 


?û 

\v 

= 
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Mais  inversement,  les  considérations  précédentes  fournissent  une 
nouvelle  démonstration  de  ce  théorème  — — -  =  — -^,  puisqu'elles 
montrent  que  (4)  est  une  conséquence  de  (5);  et  que,  si  on  lient 
compte  de  (4),  (o)  s'écrit  ^^  —  ^^  =  0. 

II.  Passons  au  cas  de  trois  variables.  —  Il  s'agit  d'exprimer  que 
Adx -^  Bdi/ -h  Cdz  est  une  différentielle  totale,  c'est-à-dire  qu'il  existe 
une  fonction  il  (.r.  y,  z)  telle  que  l'on  ait  identiquement 

^  '  ^x  ^y  :>z 

Comme  Ion  a,  d'après  le  théorème  sur  l'interversion  des  dérivations 
partielles,  les  identités 

^  '     :>y:}z      c'iz^y  :>z:'x      c^>r?:.  ?x:'y      :>y:)x 

on  peut  écrire  immédiatement  les  conditions  nécessaires  : 

(8)      'l-'S=o.     •^-■:A=o,     '-A-îB^ 

^  '  :^z      ?t/  ?x       i"^s  ?y      i^x 

qui.  en  vertu  des  identités  (6),  se  confondent  avec  les  identités  (7). 

La  formule  de  Stokes  (n°  383)  montre,  immédiatement  aussi,  que 
ces  conditions  suffisent  pour  que  Adx-\-Bdy -]-Cdz  soit  dilïérentielle 
totale  exacte;  car,  si  elles  sont  remplies,  le  second  membre  de  la 
formule  de  Stokes  [n"  383  équ.  (30)]  est  identiquement  nul,  puisque 
les  conditions  (8)  expriment  que  les  trois  composantes  U,  V,  W  du 
vecteur  tourbillon  de  (A,  B,  C)  sont  nulles.  Le  premier  membre  de  la 
formule  de  Stokes  étant  alors  nul.  par  suite,  quel  que  soit  le  con- 
tour (K),  on  a  bien  affaire  (d'après  le  numéro  38G),  à  une  différentielle 
totale. 

Remarque.  —  On  peut  énoncer  le  résultat  ainsi  :  Pour  quun  champ 
de  vecteurs  soit  conservatif  (c'est-à-dire  dérive  d'uti  potentiel),  il  faut  et 
il  suffit  que  le  tourbillon  du  vecteur  du  champ  soit  identiquement  nul. 

388.  Intégration  des  différentielles  totales.      , 

1.  Si  l'expression  k{x,  y)dx-h  B(j,',  y)dy  satisfait  à  la  condition 

?y      :^x' 

on  peut  se  proposer  de  calculer  une  fonction  Q{x,  y)  ayant   cette 
expression  pour   différentielle  totale,  c'est-à-dire    telle   que    l'on  ait 
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l'itlLMilile  (/!.i  ::=  A(/x  H- lit/y.   D'après  co   qui    pr<''cè(J<',   il   n'y   a    qu'à 
calculer,  le  long  d'un  chemin  quel-  ^ 

conque  allant  de  Mo,  {x^,  iJo),  à  >1,  (ar,  j/), 

l'intégrale  curviligne   j  Xdx-hBdy. 

On  prend  souvent,  |)our  cela,   le 
chemin  coudé  M„M,M,  formé  de  deux 

vecteurs   rectilignes,  parallèles  aux  

axes.  Cela  donne  la  formule  : 


M.^ 


F->; 


(9) 


L>(j,%  y)=  I  ^\(x,  y,)dx-^  f'^ix,  ij)dij. 


puisque  sur  M^M,,  la  coordonnée  y  a  la  valeur  constante  >/„,  (dy  :=()), 
et  la  coordonnée  x  varie  de  vC^  à  x:  tandis  que,  sur  M, M,  l'abscisse  x 
garde  la  valeur  constante  x,  idx^O),  et  l'ordonnée  y  varie  de  y^  à  y. 

Remarque.  —  Pour  avoir  la  fonction  la  plus  générale  satisfaisant  à  la 
question,  il  resterait  à  ajouter,  à  la  fonction  Q(ar,  y)  ainsi  trouvée,  une 
constante  arbitraire;  car,  pour  que  deux  fonctions  il  et  12^  aient  la 
même  di(Tér»}nlielle  totale,  il  faut  et  il  suffit  que  (i(Qj  —  û)  soit  nul, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait  L2,  —  L2  =  constante  ou  ^:=  Q  H- constante. 

II.  On  opérera  de  même  pour  intégrer  la  différentielle  totale 

dLl=:  \(x,  y,  z)dx-+- 
-+-B{x,y,z)dy-hC{x,y,  z)dz,    . 

lorsque  les  conditions  d'inté- 
grabilité  (8), 

.vB  _  ?C  ^Sl  —  lA 

:<y       ."*:  '  ?x       ?z' 


\B 

:>x 


sont  remplies. 

On  peut,  par  exemple,  effec- 
tuer l'intégrale  curviligne  de     "^ 
Mo,  {Xo,  î/o,  =o),  à  M,  {x,  y,  2),  le  long  du  contour,  à  cotés  parallèles  aux 
axes  de  coordonnées,  MoMjMjM,  ce  qui  donne  : 

(10)  il{x,  y,  z)  =  f\K{x,  y„  z,)dx  -h  f  B(x,  y,  z,)dy  ^  f''C{x,y,z)dz\ 

et  on  doit  ajouter  une  constante  arbitraire  au  résultat  de  l'intégration  ". 

(1)  Dans  les  formules  (9)  et  (10),  on  donne,  dans  chaque  cas.  à  x^,,  y,„  :,,.  des  valeurs 
numériques,  que  l'on  choisit  de  manière  à  simplifier  les  calculs  autant  nue  possible 
(Voir  n"  390). 


tire        '■-l='-^=zU(x,y); 
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389.  Facteur  intégrant. 

I.  .!^i  une  expression  Adx-hBdy  n'est  pas  une  dif/erentielle  totale, 
il  existe  une  fonction  U{x,  y)  telle  que  le  produit  M{Adx-\-  l^dt/)soit  une 
différentielle  totale;  c'est  ce  qu'on  appelle  un  facteur  intégrant. 

Démonstralion.  —  En  elTet,  l'intégrale  générale  de  l'équation  dilTérentielle 
Adx+Brf/^=0  peut  s'écrire,  si  on  la  résout  par  rapport  à  la  constante  d'intégration, 

sous  la  forme  F(x,  y)  =  G,  ce  qui  équivaut  à  dF  ^  '— dr -f- —  «/y  =  0.  Il   y   a  donc 
équivalence  entre  les  deux  équations 

Si  on  les  considère  comme  des  équations  du  premier  degré  en  dx,  dy,  cette  équi- 
valence entraine  la  proportionnalité  des  coefficients  des  premiers  membres,  et, 
par  suite,  celle  des  premiers  membres  eux-mêmes.  Car  de 

?  F  i"^  F      i^  F 

dx~      B  ~     >;^'' 

d'où 

"\F  ?F  ^F  ^F 

^=MA,         ^  =  MB;         )r^dx  +  =r^dy  =  M(\dx  +  Bdy). 

?x  ?y  i'x  ?y  \        Ji 

Le  facteur  M  ainsi  obtenu  satisfait  donc   à  l'identité 
[1]  dF  =  M(Ada;-fBdy), 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Remarque.  —  Il  y  a,  pour  une  expression  Adx -{-  Bdy  donnée,  une  infinité  de  fac- 
teurs intégrants;  car  si  on  a,  sur  toute  courbe  intégrale,  F  =  constante,  on  a  aussi, 
quelle  que  soit  la  fonction  <I>,  <l> (F)  =  constante.  On  aura  donc,  d'après  le  raisonne- 
ment précédent,  un  facteur  intégrant  tel  que  :" 

d<^  (F)  =  Mi(\dx  +  Bdy). 
Cela  s'écrit 

«ï>'(F)dF  =  M,(Ad.r-|-Bdy). 
On  a  donc,  d'après  [1], 

<I>'(F).M.(Adx  +  Brfy)  =  Mi.(Ada;  -{-  Bdy), 
d'où  enfin  : 

M,  =M.1>'(F). 

11  serait  facile  de  conclure  de  là,  qu'inversement,  on  a  le  facteur  intégrant  le  plus 
général  M,  de  Xdx  -(-  Bdy,  en  multipliant  un  facteur  intégrant  particulier  M  quelconque  par 
une  Jonction  arbitraire  d'une  intégrale  première  quelconque  F  de  Adx  -{-  Bdy  =  0. 

II.  Si  on  connaît  m/î  facteur  intégrant  du  premier  membre  d'une 
équation  différentielle  Adx -h  Bdy  =  0,  l'intégration  de  cette  équation  se 
fait  par  quadratures. 

Soit,  en  efTet,  .M  le  facteur  intégrant  supposé  connu,  de  sorte  qu'il 
existe  une  identité  de  la  forme 

y\{Adx-^My)=d?. 

L'équation  différentielle,  Ac/x -h  Hrfy  =  0,  est  donc  équivalente  à 
rfF^O,  c'est-à-dire  à  F  =:  constante.  En  d'autres  termes,  l'intégrale 
générale   de   cette  équation  différentielle    est    F(x,  ?/)  =  c;    et,   pour 
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robtenir,  il  suffit  do  calculer  F,  c'esl-à-dire  d'intégrer  la  difTérentiello 
totale  y\i\dx  -{-hdy).  Nous  avons  vu,  au  numéro  précédent,  que  ce 
calcul  se  fait  par  quadratures. 

III.  Poii7'  une  expression  à  trois  termes  \dx -hBdi/ -h  Cdz,  il  nxj  a 
pas,  en  général,  de  facteur' intégrant  M,  tel  que  M  (ArAr -h  Bt///  -\-Cdz) 
soit  une  différentielle  totale. 

On  déinontie  que  pour  qu'un  fadeur  intégrant  existe,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  que  le  vecteur  (A,  B,  C)  soit  perpendiculaire  à  son  tourbillon 
(U,  V,  W). 
Comme  on  a  ' 

?C      ?B  ."^.\      ?C  .      c"^B      c"*A 

Ty       Tz'  ?:       ?.r'  ':>x      ?y' 

la  condition  est  donc  que  l'on  ait,  identiquement, 
^     ^  \<M/      :>zj         \:^z      :>x  J         \.^a'      ?y/ 

390.  Exemples. 

Exemple    I.    —    Trouver,    pour    rexpression     {2x-{-y)dx  —  (ix  —  y)dy.    un   facteui 
intégrant  de  la  forme  zil^),  et  en  déduire  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 
{2x  -Jry)dx-  (ix  —  y)dy  =  0. 

y 

1°  Posons  -  =  u.  La  condition  que  doit  remplir  z,  est 

yy  [(2x  +  y)  ?  («)]  =  ^  [-  (*^  -  y)  ?  («)], 

ou 

?(u)4-(2x  +  y)?'(u)^  +  4-^(«)-(4a;-y)='(u)^,  =  0. 

ou.  en  réduisant, 

5?(u)+("--3u  +  2)-/(u)  =  0; 
ce  qui  s'écrit  encore 

De  là  on  tire  pour  i,  (en  négligeant  la  constante  d'intégration,  parce  qu'on  n'a 
besoin  que  d'une  solution  particulière), 

'~\u  — 2/        \y  —  2x] 
2"  Il  faut  maintenant  intégrer  la  différentielle  totale  : 

(j^^)\('^x  +  y)dx-{^x-y)dy]. 

On  abrégera  le  calcul  en  posant  : 

y  —  2a:=:a,         y  —  x='^,        d'où        x  =  3  —  a,         >' =  STi  —  a. 

U  vient 

{2j  -\-y)dx  —  (4x  —  v) dy  =  —  2fS  J  a  +  3a  d  p. 

Et  il  faut  intégrer 

&-5(3adri-2!îda) 
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qui  satisfait  bien  a  la  condition  d'intégrabilité  (vérification), 

.•^al    aS   J  — .^^L       a^       .1 

On  ne   peut  pas  prendre   pour  point  de  départ  du  chemin  d'intégration  l'origine, 

car  a  =  0  annule  les  dénominateurs. 

Nous    prenons   le    point    (a  =  l,    Jï  =  0)    par 
exemple:  et  nous  aurons  pour  l'intégrale. 


i^J) 


-  '  1  .  'Il      **  £*  .  'Il 


Donc 


,,_3    ^_1    /fi^,'-_l[  (y- J)3  12 
6  "al  "2 'lai/   ~  2*1  (y  —  2j-)2  |    ' 


M 


OC 


Pour  avoir  l'intégrale  générale  de  l'équation 
dillérentielle,  il  faut   égaler  cette   fonction   il 
à  une  constante,  ce  qui  équivaut  à  écrire 

(yl'Syz  =  G,        (j  -  xy  -  G  (y  -  2xf-  =  0. 


Exemple  2.  —  Vérifier  que 


■JJ. 


dx-\- 


y  — '^dj'4----^->'d.- 


est  une  différenlielle  totale;  et  intégrer  celte  expression. 
1°  On  peut  écrire  l'expression  donnée 


et  on  a  bien 


:ï- 5  =  ;j— ;),  car  cela  se  réduit  a ,=: ^ 

?Y\y      x- 1      ^x\z      y-)  V-  v- 

7>z\y      X'-)      ?a;\x      z-)                                 ''  x-  x- 

^y\x       z'-)—^z\z       y^y                   ?•!  ~       c^ 

2°  On  a  pour  l'intégrale  demandée,  en  partant  du  point  (I.  1,  1), 


y    '   r    '   a; 


ou,  plus  généralement, 


^^  +  ^I  +  i  +  c. 


391.  Application  à  la  thermodynamique. 

Admettons  que  l'état  dun  corps,  en  équilibre,  puisse  être  défini  par  son  volume  u 
et  sa  pression  p;  cet  état  pourra  être  représenté  par  un  point  M,  de  coor- 
données p,  V.  Toute  transformation  (jui  amènera  le  corps,  par  une  suite  d'états  d'équi- 
libre, d'un  état  initial  M,  à  un  état  final  .M.i,  sera  représentée  par  un  arc  de 
courbe  M,Mj  décrit  par  le  point  M.  Si  l'état  final  est  identique  à  l'état  initial,  la  courbe 
sera  fermée,  et  la  transformation  prendra  le  nom  de  cycle. 
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Dans  uiu'  telle  transformation,  fermée  ou  uon,  cha(|ue  état  correspond  à  un  instant  0. 
A  la  transformation  qui  amène  le  corps  de  létal  initial  M,  à  un  élut  quelt.on<|ue  M, 
et  «lui  est  représentée  par  l'arc  MiM  de  la  courije  llgurative,  correspondent  ; 

1"  Un  travail  6,  efTeclué  par  les  forces 
extérieures  agissant  sur  le  corps;  2°  Une 
quanlilé  de  chaleur  Q,  absorbée  ou  cédée 
par  le  corps  (positive  dans  le  premier  cas, 
négative  dans  le  second).  Ce  travail  C  et 
celte  quantité  de  chaleur  Q  sont  aussi  des 
fonctions  de  0,  qui  ne  sont  déterminées 
(jue  si  l'arc  de  courbe  Mi-M  est  connu,  c'est- 
à-dire  si  on  connait  p  et  i'  en  fonction  de  0. 
Mais  on  admet  (jue  leurs  diirérentielles  dh 
et  dQ,  prises  par  rapport  à  0,  ou  par  rap- 
port à  toute  autre  variable  indépendante 
à   laquelle  on  pourra  rapporter  l'état  du  I 

corps,  ne  dépendent  que  de  l'état  actuel  '^ 

(p,  v)  du  corps   et   de   la  variation  infini- 
ment petite  (dp.  dv),  de  cet  état;  et,  d'une  manière  plus  précise,  qu'elles  sont  de  la 
forme 

[Ij  dV>  =  G(p,v)dp  +  Yiip,v)dv, 

[2]  d()  =  r,(p,  v)dp  4-  >.(/>,  u)*/"- 

Le  travail  total  et  la  quantité  de  chaleur  qui  correspondent  à  une  transformation 
seront  mesurés  par  les  valeurs  des  intégrales  curvilignes 


Gdp-f  Kdv,        U 


i/ar.  M,M, 


r,  c/p  -j-  '/.dv. 


prises  le  long  de  l'arc  M,M.,  qui  représente  cette  transformation.  Ces  quantités 
dépendent  donc,  non  seulement  de  létal  initial  et  de  l'état  final,  mais  encore  de  toute 
/a  suite  des  états  intermédiaires,  par  lesquels  le  corps  a  passé,  bn  d'autres  termes, 
les  seconds  membres  des  formules  [l]  et  [2]  ne  sont  pas  des  différentielles  totales,  et  les 
notations  dh,  dQ  ne  désignent  des  différentielles  que  par  rapport  à  la  variable  indé- 
pendante à  laquelle  on  rapporte  l'état  du  corps,  dans  une  transformation  continue 
déterminée. 

En  particulier,  si  les  actions  extérieures  se  réduisent  à  une  pression  uniforme 
agissant  sur  la  surface  du  corps,  le  travail  élémentaire  est  : 

[3]  d'b^pdv 

et  le  travail,  b  =   /     — .  pdv,  correspondant  à  une  transformation,  est  l'aire  balayée 

J  an  M, M:  _^ ^ 

par  l'ordonnée  du  point  figuratif  M,  lorsqu'il  décrit  l'arc  M,Mj  qui  représente  cette 
transformation  :  au.\  déplacements  de  l'ordonnée  effectués  de  gauche  à  droite  corres- 
pondent des  aires  positives;  et  aux  déplacements  en  sens  contraire,  des  aires 
négatives.    Cela    résulte    de    l'interprétation   géométrique   des    intégrales   définies 

ydx.  Pour  un  cycle,  l'intégrale,  étant  prise  suivant  un  contour  fermé,  représente 


j: 


l'aire  limitée  par  le  cycle,  affectée  du  signe  — ,  ou  du  signe  -1-,  suivant  qu'il  a  été 
décrit  dans  le  sens  direct  ou  dans  le  sens  opposé.  Cela  résulte  de  ce  que  nous  avons 
vu  (n°  365)  pour  la  détermination  des  aires,  limitées  par  des  contours  fermés,  au  moyen 

de  l'intégrale  curvili^'ne  /  ydj:.  Dans  le  cas  de  la  ligure,  on  aurait  la  somme  algé- 
brique des  aires  ombrées,  avec  les  signes  indiqués. 
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Principe  de  rèquivalence.  —  Le  principe  de  IVviuivalence  du  travail  et  de  la  rlialeur 
consiste  en  ce  qu'il  existe  une  constante  A,  telle  une  l'expression  d^^  —  Ai/ G  soit  une 
dillérentielle  totale.  La  fonction  U  dont  la  dilTérentielle  totale  est 

[4]  (/U  =  rfQ  -  \d  C 

est  l'énergie  interne  du  corps.  Dans  le  système  C.  G.  S,  la  constante  A  est  égale  à  1. 

Équation  caractéristique.  —  Pour  chaque  corps,  il  existe  une  relation  fondamentale 
ou  équation  caractéristique,  entre  les  variables  p,  v  et  la  temp»Mature  t  du  corps. 
Nous  supposerons  qu'on  exprime  les  températures  en  températures  absolues  T, 
(T  =  /  degrés  centigrades  +  273).  On  a  alors,  par  exemple,  pour  les  gaz  parfaits,  la 
formule 

[5]  pu  =  RT,        (R  =  constante). 

Pour  des  cas  plus  généraux,  on  a  des  formules  telles  que  celle  de  Van  der  Waais 
(n"  161).  Pour  les  liquides  incompressibles,  la  relation  serait  de  la  forme  V=  f(ï). 

Principe  de  Carnet.  —  La  température  absolue  T  étant  ainsi,  pour  chaque  corps, 
une  fonction  déterminée  de  p  et  i',  le  principe  de  Garnot  consiste  en  ce  que  =;  est 
un  facteur  intégrant  de  dQ. 

En  d'autres  termes,  -,^  est  une  dilTérentielle  totale.  La  fonction  8  dont  la  dilTé- 
rentielle totale  est 

[G]  db  =  Y 

s'appelle  V  entropie  du  corps. 

Application  aux  gaz  parfaits.  —  En  tenant  compte  de  l'équation  caractéristique, 
on  peut  prendre  à  volonté,  comme  variables  indépendantes,  deux  quelconques  des 
trois  variables  p.  v,  T;  et  transformer  les  formules  [l]  et  [21  de  manière  qu'il  n'y 
figure  que  ces  deux  variables  et  leurs  dilTérentielles. 

Considérons  le  cas  des  gaz  parfaits,  et  prenons  comme  variables  T  et  v.  Nous 
aurons,  pour  dQ,  une  expression  de  la  forme 

[7]  dQ  =  cdT  +  Idv, 

où,  si  on  suppose  que  v  est  le  volume  rapporté  à  l'unité  de  masse,  c  est  la  chaleur 
spécifique  à  volume  constant. 
En  ayant  égard  à  la  formule  ^-3],  nous  pourrons  écrire  que 

dQ  — dG  =  cdT  +  (/— p)du,         ^  =  ^,dT+,|du 

RT 
sont  des  difTérentielles  totales.  En  tenant  compte  de  la  formule  ^5],  ou  p  =  — ,  il 


vient  ainsi 

.V       cM       ?p        :'l       R           1   c-^c       1    ."*/ 

De  là  on  tire 

?c     :>i         R         i 

On  en  conclut,  en  tenant  compte  de  [5], 

[8)                                                      '  =  5Î=P, 

?c      :)l      R    .  R       R       ^ 
et  s-=^ = =  0. 

?D  r  V  V  V 

Donc  C  est  fonction  de  T  seulement. 
Ainsi  Véquation  thermique  (7)  devient 
[0]  dQ  =  cdT  +  pdv, 

ou  G  ne  dépend  que  de  T. 


INTIXIMALKS    MILTIPLES 


221 


RT 


elle 


Si  on  y  inlroduil  p  cniniiie  vniialjle,  au  lieu  de  v,  uu  moyen  de  (5),  "  =  —  >  c 
équalion  thermique  devient  t(J  =  cdT+     (pdT  —  T '//<),  ce  r|ui  s'écrit,  à  cause  de  la 

valeur  de  i', 

[16]  dQ  =  (c4- H)dT  — i)(/p. 

Le  coefficient  de  UT  est  la  chaleur  spécificiue  sous  pression  constante  C  cjui  est  donc 

[11]  C  =  c4-R. 

et  qui,  par  suite,  ne  dépend  aussi  que  de  T.  L'expérience  a  montré  (Regnault)  (|u'elle 
ne  varie  pas  avec  T.  C'est  donc,  comme  H,  et  par  suite  aussi  c,  une  constante. 

Si  on  pose,  pour  le  rapport  -. 

[12]  ^  =  T, 

et  si  on  revient  aux  variables  /j  et  i',  l'équation  thermique  [9]  prendra,  en  y  faisant 

T  =  ^  ,  dT  =  B  (pdv  +  vdp),  la  forme  : 
n  r\ 

dQ  =  ~(pdv  +  vdp)  +  pdv  =  ^-^^pdv  +  ^vdp. 


Or,  on  tire  de  ;il]  et  [12], 


R  =  c(y  — 1),         c+R  =  cv; 


et  on  a,  en  définitive, 

:i3] 


dQ: 


—  1 


pdv  + 


-vdp. 


On  en  conclut  enfin,  pour  Vénergie  interne. 


d\:  =  dQ,  —  d'i^  =  dQ—  pdv  =  —^^  ipdv  +  vdp)  ; 


T  =  cT. 


d'où,  à  une  constante  additivc  prés, 
t»*]  L-=^. pu  =  .._,, 

Et,  de  même,  pour  Vcntropie, 

T^      T  —  M"P)  "  P 

d'où,  à  une  constante  additive  prés, 
[15]  S  =  logp''u<^ 

On  déduit  immédiatement  de  ce  dernier  résultat  l'équation  générale  des  courbes 
intégrales  de  l'équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre  dQ  =  0,  qui  correspondent  aux 
transformations  dans  lesquelles  il  n'y  a 
pas  d'échange  de  chaleur  entre  le  corps  et 
l'extérieur,  et  qu'on  appelle,  pour  cette  raison» 
courbes  adiabatiques. 

L'intégrale  générale  est,  en  effet,  d'après 
ce  que  nous  avons  vu  pour  le  facteur  intégrant 
au  numéro  89,  S  =  constante,  c'est-à-dire 


p-'u" 


constante. 


[16]  pu.  =  constante. 

La   constante    v  a  pour  valeur  numérique    

Y=  1,41. 
Les    adiabatiques    ont    donc,    comme    les 
isothermes  pu  ^  constante,  les  axes  de  coordonnées  pour  asymptotes;  mais  si  ou 
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compare  Tadiabatique  AA'  et  risotlitTiiu"  Il  (jui  sp  croisent  on  un  point  M,  (p,  v), 
la  pento  do  la  première  est  en  valeur  absolue  supérieure  à  celle  de  la  seconde:  car 
en  prenant  dans  les  deux  équations  les  dérivées  logarithmiques,  on  obtient  pour 
ces  pentes  : 


adiabatique  : 

isotherme  : 

et  Y  est  supérieur  à  l'unité. 


«'p. 


dv 


P 

i'T 

dp„ 

dv 

P 

V 

'Ip- 

dv 

<Lp- 

dv 


P. 


S?   ;i.  —  CENTRES   DE  GRAVITÉ 

392.  Centre  de  gravité  d'un  système  de  points  matériels.  —  1"  Le 

centre  de  trravité  dun  système  de 
deux  points  matériels  M,,  M^,  de 
masses  m,,  m.^,  est  le  point  G  de  la 
droite  M,M^  qui  est  défini  par  la 
condition  : 


-y 


GM., 


m. 


ou 


—V 


(1)     m^GMi 

Les  vecteurs  GMp  GM.,  étant  pro- 
portionnels à  leurs  projections  sur  Ox,  par  exemple,  on  déduit  de 
cette  égalité,  en  désignant  par  {x^,  ?/,,  ^j),  (j.,,  j/.^,  z.,),  {x,  y,  z)  les 
coordonnées  de  M^,  M^,  G. 

?7i,(a',  —  x) -h  m.2{x^  —  x)=^0, 
d'où 

(2) 
et.  de  même 

(3) 


in.yX, 


m. 


y 


"'iVi  +  WgVa 


Wo2., 


2°  Le  centre  de  gravité  d'un  système  de  plusieurs  points  matériels 
M,,  M,,  ...,  M„,  de  masses  m,,  w,,  ...,  m„  se  définit  de  proche  en 
proche  :  on  prendra  le  centre  de  gravité  G,  de  M,  et  M./,  et  on  lui 
attribuera  la  masse  (Wj-i-m,);  puis  le  centre  de  gravité  G^  de  G,  et 
de  Mji  et  on  lui  attribuera  la  masse  (m, -h //j^ -i- mj ;  et  ainsi  de  suite; 
le  point  final  G„  |.  ou  G,  ainsi  obtenu,  ne  dépend  pas  de  l'ordre  dans 
lequel  on  a  rangé  les  points  donnés,  pour  ces  opérations  successives, 
comme  le  montrent  les  formules  que  nous  allons  obtenir.  On  est 
ainsi  en  droit  de  l'appeler  le  centre  de  gravité  des  ?»  points. 
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Calculons,  en  efl'et,  par  exemple,  son  abscisse,  en  désignant  par  ;, 
celle  de  G,,  par  l^  celle  de  G,,  etc....  D'après  la  formule  (2),  nous 
aurons  successivement, 

m^x^  -+-  rUj.r,  =  (m,  -f-  m^■^,     {Tn^-i-m.^)^^-i-m.^x^=.(m^-■'-m.,-hm^)l,,  ...  ; 
et  enfin 

(w,  H-  7/1.^  4-  ...  4-  7n„_.,);„_î  -h  >/?„x„  =  (//Il  -f-  7/1,  -h  ...  -h  7n„);„_,. 

En  ajoutant  membre  à  membre,  on  en  déduit,  en  tenant  compte  de 
ce  que  les  termes  en  l^,  ;„  . . .,  ;„_»  se  détruisent  de  part  et  daulre, 

m^x^  -+-  m.,x.,  -H  m^x^  -f-  . . .  -f-  m^x^  =  ("',  4-  /"^  -i-  . .  .  -t-  m„);„_,. 

On  a  donc,  pour  les  coordonnées  cherchées,  les  formules 

r ■^n^x^  H-  m.,x.,  -h  ■  . .  -}-  m„x„  m^y^  -+-  m.^y..  H-  ...  4-  mny„ 

'  7n^-\-m.,-+-  .  .  .  -T-  7/t„       '  '  //i,  H-  //'.,  -f-  .  .  .  H-  7/i„ 

/  ^v  r  _  Tn.s,  -h  m.^;,  -+-...+  7n„s„ 

"  1lt^-\-m.,-T- . . . -\-m„ 

On  les  écrit  aussi  sous  forme  abrégée 

^ ^7nx  -'"?/  ,- ï!?//- 

'        i;  //i  '  '        il  /n  '         "  ^  X  7/1 


(3 


393.  Centre  de  gravité  d  un  corps  continu.  —  Pour  définir  le  centre 
de  gravilé  d'un  corps  continu,  occupant  un  volame  (V).  on  décompose 
ce  volume  en  volumes  partiels;  soient  ///,.  ?/(.„  ...,  ?/i„  leurs  masses. 
Dans  chacun  d'eux  on  choisit  arbitrairement  un  point  :  soient  M,,  M.,, 
...,  M„  les  points  choisis.  On  attribue  à  ces  points  les  masses  des 
volumes  correspondants;  ou,  comme  l'on  dit,  on  considère  les  masses 
des  volumes  partiels  comme  condensées  en  ces  points.  Soit  C  le  centre 
de  gravité  des  points  matériels  ainsi  obtenus.  Les  coordonnées  en  sont 
données  par  les  formules  (5).  Il  en  résulte  que  ce  point  tend  vers  une 
position  limite  G,  quand  on  augmente  indéfiniment  le  nombre  des 
volumes  partiels  de  manière  qu'ils  tendent  vers  zéro  dans  toutes  leurs 
dimensions.  Car  numérateurs  et  dénominateurs  des  formules  (5) 
tendent  vers  des  intégrales  triples. 

On    le    voit  en   raisonnant   comme   au    numéro  376  :  aux  masses 
m^,  m...  .. .,  7/i„.  on  peut  '',  pour  le  passage  à  la  limite,  substituer  les 

produits  des  volumes  correspondants  i\,  u^,  ...,  v„,  par  les  masses 
spécifiques  'j-{x^,  y^,  z^),  u.{x.^,  y.,,  ;,),  ...,  ij.{x„^  y„.  :„),  prises  aux 
points  .M,,  M.,,  ....  .M„  déjà  introduits.  On  obtient  donc,  à  la  limite,  par 

(1)  C'est  un  point  que  nous  admettons;  car  nous  ne  faisons  ici  qu'esquisser  le 
raisonnement.  Une  démonstration  rigoureuse  nécessiterait  des  développements  qui 
ne  i)euvcnt  trouver  place  dans  ce  cours. 
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exemple,  pour  l'abscisse  du  centre  de  gravité. 

D'une  manière  plus  abrégée,  on  écrira  les  trois  coordonnées 
(6)        .M;  =   /'  f  f^  aarfy,      Mr.  =    /'  f  /[  ay  (/c,      y\:  =   f  f  C  azdv, 

M  désignant  la  masse  du  corps.  M  =:  /    /    /    klcIv. 

Remarque  1 .  —  Pour  le  centre  de  gravité  d'une  plaque  plane  <"  d'épais- 
seur négligeable,  on  peut  assimiler  celte  plaque  à  une  aire  plane  (A), 
pour  laquelle  on  délinira  une  densité  superficielle^  limite  du  rapportde  la 
masse  d'un  élément  de  la  plaque  à  l'aire  de  cet  élément.  Si  on  désigne 
par  p  cette  densité  superticielle,  on  obtiendra,  au  lieu  des  formules  (6), 
les  formules  analogues  contenant  des  intégrales  doubles  : 

(7)  ^U  =  j*  f  çxdoi,  Mr,=    C  f  çydio,  M=  f  f  pt/to. 

Remarque  2.  —  De  même,  pour  le  centre  de  gravité  d'un  corps 
filiforme,  dont  on  considère  comme  négligeables  les  dimensions 
autres  que  la  longueur,  c'est-à-dire  qu'on  assimile  à  un  arc  de 
courbe  (C),  on  introduira  la  densité  linéaire  a,  limite  du  rapport  de  la 
masse  d'un  élément  linéaire  du  corps  à  la  longueur  de  cet  élément; 
et  le  centre  de  gravité  sera  d(''fini  par  les  formules,  analogues  aux 
précédentes,  mais  où  ne  figurent  plus  que  des  intégrales  simples, 
curvilignes, 

(8)  M  ;  =   r  ■/,  .r  ds,     M  y,  =  f  lyds,     Mi=  Çlzds,     M  =   T  X  ds. 

Exemple.  —  Centre  de  gravité  d'wne  demi-sphère 
homogène  de  rayon  R,  et  de  densité  p.. 

La  sphère  ayant  son  centre  en  0,  et  l'hémi- 
sphère donnée  étant  bornée  par  le  plan  des  xy, 
le  centre  de  gravité  est  sur  Oc,  par  raison  de 

symétrie,  et  il  suffira  de  calculer  sa  cote. 

2 
Soit  M  la  masse  totale,  M^tinîtR',  puisque 

la  sphère  est  homogène.  On  a  à  calculer  : 


m: 


=   /     /     /   \>-zdxdydz=  Il     f    j    f  :dxdyd:. 

Nous  intégrons  d'abord  suivant  un  parallèle, 
de    cote    z;    <■<■    i|ui    donne,    z    étant    constant, 


(l)^Four  une  pl.Kiui'  courbe,  on  opérerait  de  même,  et  on  arriverait  a  il» 
grales  de  surface  (n    379)  : 


in  lé- 


ME 


■tXdr. 


J'I^"-    »'==/./>--^'-   ""fl;"- 


I.NTKrWlALKS    Ml  LTII'LES 
,-  /    /  dxdy  =  •  X  aire  du  parnlli-le  =  .-  x  -(II-  —  z-}:  cl  il  reste  a  calculer 


Donc 


.M:  = 


27: IX  »  '  ,_  TîuR'' 


î  =  );h. 


394.  Simplificatiou  des  formules  donnant  le  centre  de  gravité,  dans,  le  cas 
des  corps  homogènes.  —  Si  ou  a  alTairc  à  un  solide  lioino/rène,  les  inlé<'ra!"s 
triples  (ti)  peuvent  être  remplacées  par  des  intégrales  de  surface.  Ou  a,  jtar  exemjile, 
<i'aprés  la  formule  de  Green,  (n"  .378;,  pour  le  calcul  de  ;, 

De  même,  si  on  a  aiïaire  à  une  plaque  homogène,  on  pourra  appliquer  la  formule 
de  Riemann.  (n°  382),  qui  donnera,  pour  les  formules  (7),  des  intégrales  de  contour  : 

Théorèmes  de  Guldin.  —  I.  Nous  avons  trouvé  (n"  370)  pour  le  volume  engendré  par 
une  courbe  plane  fermée  tournant  autour 
d'un  axe  0:,  de  son  plan  vO-,  (jui  ne  la 

traverse  pas,  la  formule  V='^    /    y-d:. 

Or,  d'après  les  formules  précédentes,  Vy 
<lu  centre  de  gravité  de  l'aire  est  donné, 
si  on  désigne  par  .V  l'aire  de  la  courbe, 
par 

2Ar,  =    /     y^d:, 

«    '■; 

4*ar,  l'aire  étant  homogène,  M  =  .\p. 
On  a  donc  : 

V=.\.2-r. 

Le  volume  engendré  est  égal  au  produit  de  Caire  par  la  longueur  de  la  circonférence  que 
décrii  son  centre  de  gravité. 

11.  L'aire  engendré  par  un  arc  d'une  courbe  plane  (C),  tournant  autour  d'un 
axe  O-  de  son  plan  vO-.  qui  ne  la  traverse  pas,  est  donnée  aussi  (n°  371)  par  une 
intégrale  curviligne,  étendue  à  lare, 


J 


^=-./: 


yc/.>-. 


Les  formules  (S),  donnent,  pour  l'y  du  centre 
de  gravité  de  l'arc  de  courbe,  supposé  liomo- 
ge:ie,  si  on  désigne  par  L  la  longueur  de  l'arc, 


/  ydu 


car  .M  =  L'/.  On  a  donc 

i:=  L.2-r.. 

L'aire  engendrJc  est  égale  au  produit  de  la  longueur  di  l'arc  de  courbe  par  la  longueur 
-de  la  circonférence  que  décrit  le  centre  de  gravité  de  cet  arc. 
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Exemple  t.  —  On  retrouve  ainsi  immédiatement,  dan* 
le  cas  du  tore,  les  formules 

V  =  7îR2.27Ta,         et        i:  =  2t:  H.27;a. 

o    qui  donnent  le  volume  et  la  surface  totale. 

Exemple  '2.  —  Centre  de  gravité  d'un  demi-cercle.  Si  on 
fait  tourner  le  demi-cercle  autour  de  son  diamètre,  on 

4 
a,  pour  le  volume  engendré,  V^TiitR'.  Donc,  puisque 


~tAV, 


d'où 


^7:R3  =  i7:R2.27:r,. 


4R 

371  ' 


Exemple  3.  —  Centre  de  gravité  d'une  demi-circonférence. 
On  applique,  de  même,  le  second  théorème  de  Guldin.  Ou  a  : 

i:  =  47TR2,         L  =  7:R. 
Donc  47:  R2  =  -  R  .27:r,.  d'où  : 

2R 


§  6.  —  MOMENTS   D'INERTIE 

395.  Moments  d'inertie  dun  système  de  points  matériels.  —  Le 
moment  dinerlie  d'un  système  de  points  matériels,  M^,  M,,  ....  M„, 
de  masses  ?«,,  ?»,,  . ..,  ?«„,  par  rapport  à  un  axe,  est,  par  définition, 
la  somme 

(1)  r»  =  Wj  o'-  -h  m,ol  -+-...-!-  m„  o;,  =  S! m Z'- 

des  produits  obtenus  en  multipliant  chaque  masse  par  le  carré  de  la 
distance  du  point  correspondant  à  l'axe. 
On  définit  de  même  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  point,  ou 

par  rapport  à  un  plan,  en  remplaçant 
les  distances  à  l'axe  par  les  distances 
H  au  point,  ou  au  plan,  considérés. 

Par  exemple,  le  carré  MH"  =  OP^  de 
la  distance  d'un  point  {x,  y,  z)  à  l'axe  0; 
est  0-  =  X-  H-  y^  ;  le  carré  de  sa  distance 
il  l'origine  0  est 


-S 


^p 


l-  =  x--^  If  -f-  :»  ; 

le  carré  de  sa  dislance  au  plan  des  xy  est 
rj^z-.  On  aura  donc  les  formules  sui- 
vantes : 
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1"  Moments  d'iuevlie  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées  : 
pourOx,  i:7/i(7*-hz2);     pour  0 y,  "il m {z^ -h x^);     pourOz,  I,m{x--hy-). 
2°  Moments  d'inertie  par  rapport  aux  plans  de  coordonnées  : 

pouryOz,  ^mx-\     pour  zOx,  -tu//-;     pour  xOy,   ^  mz^. 
3"  Moment  d'inertie  par  rapport  à  l'origine  :  ' 

Conséquence  I.  —  La  formule  évidenie  : 

^m{x^-\~y^)  =  ^mx'-j-  ^my"- 
indique  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  est  égal  à  la  somme 
des  moments  d'inertie  par  rapport  à  deux  plans  rectangulaires  passant 
par  l'axe. 

Conséquence  IL  —  Les  formules  évidentes  : 

2  m {x-  4-  î/^  -h  c^)  r=  v  mx-  +  S  mf  +  i:  mz^  =  i:  mz-  -h  H  m  {x^  H-  y^) 

1  (  ^ 

S m{x^ ^yi^z^-):=}^m [y-  ■+-  z-)  -h^m{z^-h  x^}  -h  2 m(x-  +  y-)  ( 

indiquent  que  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  point  est  égal  : 
1°  à  la  somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  trois  plans  rectangu- 
laires passant  par  ce  point;  2*^  à  la  somme  des  moments  d'inertie  par 
rapport  à  un  plan  et  à  un  axe,  perpendiculaire  à  ce  plan,  passant  par 
ce  point;  3"  à  la  demi-somme  des  moments  d'inertie  par  rapport  à  trois 
axes  rectangulaires  passant  par  ce  point. 

396.  Comparaison  des  moments  d  inertie  relatifs  à  divers  axes.  — 
Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  a  seul  une  signiticalion 
mécanique  effective;  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  un  point  ou 
un  plan  sont  des  auxiliaires  utiles  pour  le  calcul  des  premiers,  en 
vertu  des  remarques  précédentes. 

Au  point  de  vue  mécanique,  il  est  important  d'étudier  comment 
varie  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe,  quand  cet  axe  change, 
le  système  des  points  matériels  donnés  restant  invariable. 

1"  Axes  parallèles.  —  Supposons  qu'on  ait  pris  pour  origine  le 
centre  do  gravité  du  système,  de  sorte  que  l'on  aura  [;,  r,.  l  étant  nuls 
dans  les  formules  (5)  du  numéro  392], 

(2)  '^mx  =  0.         :L.my=0,         i:?n:  =  0. 

Et  calculons  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  0^:^,  d'équa- 
tions x=za,  y  =  b,  parallèle  à  0:.  (Voir  la  figure  à  la  page  suivante.) 

Le  carré  de  la  distance  d'un  point  M  à  cet  axe  est 

M-  =  PUi  =  {x  —  af  -h  (j/  —  bf. 


J^M.t) 
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Le  moment  d'iuorlio  clierclii'  est  donc  : 

(3)      î:m[(j  — a)'-4-(y  — A)»]  =  2:m(x»-4- 1/')   I- i:mU»'  t   //'); 

car  l«-'8  autres  termes  : 

—  2£mx«=  —  2'/.  Ini.r,         cl         — aïrn;//-»  =  —  2A.  ilm»/ 

disparaissent  à  cause  des  conditions  (2).  Si  on  désigne,  de  plu**,  piir 

,11>=il?»  lîi  massr'  totale,  le  dernier 
terme  de  |;i  formule  (3)  s'écrit 
(/i^H-  l}')^Zm  =.11.  («2  H-  6«);  cl  il 
reste  :  i;;/j(j^-i  ;/^)-f-.W.(a''-t-  //'). 
Comme  fi'-}-i'  =  UUÎ  est  le  carré 
de  la  distance  du  centre  de  gravite 
à  (>,:,,  on  a  le  résultat  suivant  : 

Ac  iniimi'n(  d  iiirrlie  par  rapport 
n  un  ase  e.il  r</nl  au  momcnl  d'xnrriii*. 
par  rapport  \iX  l'axe  parallèle  mniê 
par  le  centre  de  (jravilé,  auijvienlé 
du  mmneal  d'inerties  par  rapport  à  l'axe  donné,  dr  In  masse  tufnlr  ilu 
système,  .supposée  concentrée  au  centre  de  ;/ravité. 

On  voit  donc  que,  pour  des  axes  parallèles,  c'est  celui  <|iii  p.isse 
par  le  centre  de  gravité  qui  donne  le  moment  d'inertie  miniiimm,  et, 
pour  les  autres,  le  moment  d'inerlie  ne  dépend  que  de  leur  distance  ài 
cet  axe  de  moment  minimum, 

2'  Axes  concourants.  —  EUipsoidi'  d'inertie. 

Considérons  un  axe  On,  de  cosinus  directeurs  ot.  p.  •;,  pass.oii  vu  '•. 

I.e    carré   de   la   distance   d'un 
point  à  cet  axe  est 

m'  =  mW  —  iTH'  =  X*  ~h  1/»  I 

-4-i'  — (atj -h  fJ  7-4- •;:)». 

car  nlî  est  lu  projection 

de  ()M  sur  l'axe. 

Le    moment    d'inertie    d Un 
système  de   points  M  par  rap- 
port à  Ou  est  donc,  en  tenant  compte  de  a^ -h  p^  ~h '(*  =  l , 

.\  =  ï  m  ;  (  X»  -h  V»  -+-  :')  («»  -4-  fJ'  H-  y')  —  («r  -  f-  ?  y  -4-  y  :)'  {"; 
el  cette  formule  s*é<Tit,  en  l'ordonnant  en  a,  fl,  7, 

(4)  .1„  =  A «»  -}   Hfl^  H-  Cy»  —  2DpY  —  2Ey«  —  2F«p. 
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avec 

(5) 

A  =  ï  m(y^  H-  :-),       H  =  ï  iii{z-  -h  x-). 

(6) 

D  =:  il  '«y:,         K  =  1  mzd\         V 
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C=ïm(x^-l-j/«). 
:  ï  mxy . 

On  voit  que  A,  B,  C  sont  les  motnenls  d'iuerlie  par  rapport  aux 
trois  axes  de  coordonnées. 

Pour  se  rendre  compte  de  la  nianièro  dont  oo  inoinent  d  iiiortio  varie 
avec  Taxe  considéré  Ou,  on  porte  sur  cet  axe  une  longueur  C>F=:/*, 
telle  que 


op=4=. 

v'.\ 


l.a    ft^rmule   (4)   s'écrit   ainsi,    en   multipliant   les   deux    membres 

l 

par/-r=-. 

l  =  A(ra)«4-B(rp)«-^C(rY)«_2D(r^)(rv)_2E(rY)(r«)  — 2F(r«)(r^); 
ce  qui  devient 

^7)  AX^H-BY^^-CZ-— -JDYZ  — itZN.  — :>l  \Y=  l. 

si  on  désigne  par  \,  Y.  Z,  les  coordonnées  du  point  figurai  if  V,  qui 

sont,  en  etïet,  les  lr(.>is  projections  rx,  /-p.  ry  du  vecteur  (>F  sur  les 
trois  axes. 

Le  lieu  du  point  P  est  donc  une  surface  du  second  degré,  dont  le 
point  0  est  centre,  car  l'équation  ne  change  pas  si  on  change  X,  Y.  Z, 
coordonnées  d'un  point,  en  —  X,  —  Y,  —  Z.  coordonnées  du  symétrique 
de  ce  point  par  rapport  à  l'origine.  Le  rayon  vecteur  (IP  ne  peut 
devenir  nul.  car  0,.  est  tini,  et  il  ne  peut  devenir  inlini,  car  .">„  n'est 
pas  nul,  si  on  excepte  le  cas 
où  tous  les  points  matériels 
donnés  seraient  sur  une 
droite  passant  en  0. 

D'après  l'élude  des  sur- 
faces du  second  degré,  on 
en  conclut  que  celle-ci  est 
un  ellipsoïde,  qu'on  appelle 
ellipsoni^'  d'inertie. 

Ses  axes,  Oa,,  Oy,.  0:„ 
s'appellent  (wes  principaux 
ii' inertie  relatifs  au  point  0. 

Pour  un  axe  quelconque 
Ou,  le  moment  d'inertie  est 

donné  par  ^u=^  — :,>  P  étant  l'un  des  points,  symétriques  par  rapport 
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à    0,    OÙ    Taxe   perce  l'ellipsoïde.   Le   moment   d'inertie    minimum 
correspond  donc  au  grand  axe  de  l'ellipsoïde  d'inertie. 

Remm^quc  i .  —  Chaque  point  de  l'espace  est  ainsi  le  centre  d'un 
ellipsoïde  d'inertie.  Celui  qui  a  pour  centre  le  centre  de  gravité  du 
système  s'appelle  ellipsoïde  central  d'inertie. 

Remarque  .2.  —  Si  on  veut  comparer  seulement  les  moments  d'inertie 
pris  par  rapport  à  des  droites  d'un  même  plan,  passant  en  0,  on  pourra 
supposer  que  ce  plan  est,  dans  ce  (\u'\  précède,  le  plan  des  xij;  el  il 
suffira  de  faire  •;  =  (),  cest-à-dire  Z=0.  L'ellipsoïde  d'inertie  sera 
donc  remplacé  par  une  ellipse  d'inertie,  qui  est  la  section  de 
lellipsoïde  d'inertie  par  le  plan  considéré. 

397.  Moments  d'inertie  des  solides  continus.  —  Pour  définir  les 
moments  d'inertie  des  corps  continus,  il  n'y  a  qu'à  opérer  comme  on 
l'a  fait  au  numéro  393,  pour  les  centres  de  gravité,  en  décomposant  le 
corps  en  éléments  infinitésimaux,  dont  chacun  a  une  masse  équiva- 
lente (au  sens  de  la  théorie  des  infiniment  petits),  à  u.{x,  y,  z)dv;  dans 
cette  formule  a  est  la  densité,  où  masse  spécifique,  et  dv  l'élément  de 
volume.  Pour  la  distance  o,  on  peut  "  prendre  celle  qui  correspond 
à  un  point  quelconque  M  (a:,  j/,  z),  de  l'élément  de  volume  considéré. 

L'expression  du  moment  d'inertie  devient  ainsi,  en  écrivant  (n°  376, 
remarque  finale)  a(M)  au  lieu  de  jj.(x,  y,  z),  l'intégrale  triple 


D=r  f  f  f  u.{U)ZHv. 


La  figure  correspond  au  cas  du  moment 
d'inertie  par  rapport  à  un  axe  AA',  o  =  MH  repré- 
sentant dans  ce  cas,  la  distance  du  point  M  à  l'axe. 

Pour  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux 
axes  de  coordonnées,  on  aura  ainsi  les  formules 


x')u.dv, 


il)  Ici  encore,  nous  ne  faisons  qu'indiquer  la  méthode,  sans  essayer  de  rendre  e 
raisonnement  rigoureux.  Nous  admettons  donc  qu'il  est  lo.s.ble  de  condenser  la 
masse  de  chaque  fragment  du  corps  en  Tun  quelconque  des  po.nls  de  ce  frag"ient 
el  que  le  moment  dinerlie  du  système  des  points  matériels  ainsi  obtenus  tend  vers 
une  même  limite  quelle  que  soit  la  manière  particulière  dont  on  opère  la  fragmen- 
tation du  corps  et  la  condensation  de  ses  fragments,  lorsque  le  nombre  de  ce3 
fratrments  augmenté  indéfiniment,  de  manière  que  chacun  d  eux  tende  vers  zéro 
dans  tautes  ses  dimensions.  Cest  cette  limite  qui  est.  par  définition,  le  moment 
d'inertie  du  solide  continu  considéré. 
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Les  moments  dinerlie  par  rapport  aux  plans  de  coordonnées  seront, 
de  même, 

fJ'L^'^'''-'     ./'/,(;■''>■'"•     fflr^''''' 

et  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'origine  sera 

Comme  pour  les  centres  de  gravité,  ces  intégrales  triples  seront 
remplacées  par  des  intégrales  doubles,  ou  simples,  si  une,  ou  deux 
dimensions  du  corps  sont  négligeables. 


y 


Enfin,  dans  le  cas  des  corps  homogènes  (|x  =  constante),  on  transformera   faci- 
lement,    par     la     formule     de     Green,     ces 
intépralos   triples    en    intégrales   de   surface 
relatives    à  la   surface    qui    limite    le    corps 
considéré. 

De  même,  le  cas  du  moment  d'inertie  d'une 
plaque  homogène  plane,  par  rapport  à  Oj?, 
par  exemple,  conduira  au  calcul  d'une  inté- 
grale curviligne.  Car  ce  sera 


0. 


:    /    /    y^.i>..dxdy  = 
d'où,   d'après   la   formule   de   Iliemann, 


JS 


3x  =  - 


^   r  y^dx. 

^  J{C) 


398.  Exemples. 


Exemple  1 .  —  Moment  d'inertie  d'un  solide 
paralhHépipédique.  —  Cherchons  le  moment  d'iner- 
tie d'un  solide  homogène,  en  forme  de  parallé- 
lépipède rectangle,  par  rapport  à  la  droite  qui 
joint  les  milieux  de  deux  faces  opposées.  Nous 
prenons  celte  droite  pour  axe  des  z,  et  les  deux 
droites  analogues  pour  axe  des  j-,  et  des  y.  Soient 
a,  b,  c  les  longueurs  des  arêtes  respectivement 
parallèles  à  Ox,  Oy,  Oz  :  la  masse  du  barreau  sera 
M  =  aabc,  et  le  moment  d'inertie  cherché  est 

3=\^  j   J    j\xi-\-y^dxdydz, 

puisque  la  masse  spécifique  p,  étant  constante, 

sort  des  signes    /     /     /  •  Nous  intégrons  d'abord 

le  long  d'une  corde  verticale  WW  du  volume  : 
intégration    relative    à    r,    dont    les    limites    sont 


i':{2 
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—  2'  +2'  '-'''"'^c'""^'^^"  suivnute  correspond la  au  déplacement  du  pied  \\  de  la 
corde  sur  le  plan  des  xy,  qui  doit  se  faire,  par  exemple,  le  long  d'une  curde  V'V 
de  la  section  droite  du  parallélépipède  :  intépraiion  relative  à  y,  dont  les  liniilcs 
sont—-,  4-;,-  La  dernière  inléj'Tution  correspondra  cnlin  au  déplacement  du 
l>ied  P  de  la  corde  V'V  sur  l'axe  des  x,  qui  doit  se  faire  de  manière  que  V'V 
lialaie  toute  la  section  droite  :  intégration  relative  à  .r.  dont  les  limites  sont 
~~,'  +2'  ^"  délinilive.  on  doit  faire  trois  intégrations  entre  limites  constantes, 
(comparez  n"  377,  remarque  I);  et  on  peut  écrire,  en  tenant  compte  de  ce  que 
(x- -{- y-)  est  une  constante,  relativement  à  r, 


.-)  =  !J.    /        dx    /      '(T^--{.y'i)dy    I        d:. 

J     a  J     h  J     t 


La  première  intégration  (celle  de  droite)  donne 


H 


=  c.  La  deuxième  est  donc 


4-;;-  +;; 

J    \{x-^  +  y^~)dy  =  c  [x\Y  +  Çl     '  =  cJx-^6  +  ^j  . 


Enfin  la  dernière  intégration  donne 


y'^^"'c(a:26  +  ^)rfx=c|^6-|  +  ^a.j    | 


12 


Le  moment  dinertie  demandé  est  donc,  en  désignant  par  M  la  masse  totale  du  solide 

t            t     a-  4-  *>-       n.a-  +  b- 
,1  =  [i.nbc.  — T^.^ — =  M — r^ 

Hemarque.  —  Dans  certains  cas  simples,  on  peut  calculer  des 
monients  dinerlie  sans  avoir  à  effectuer  des  intégrations  triples.  On  se 
rendra  compte,  sur  les  quatre  exemples  suivants,  de  la  méthode  à 
appliquer  :  on  considère  le  moment  d'inertie  comme  une  fonction 
d'une  seule  variable,  dont  on  puisse  trouver  la  différentielle;  si  cela 
est  possible,  une  intégration  simple  conduit  au  but. 

Moment  d'inertie  d^uiw  plariue  circulaire  homoijène  par   rapport  à  son  axe.  —  Soit.  U 

le  rayon  de  la  plaijue,  ç.  sa  densité  superlicielle 
(p.  224),  M=:-ll-p  sa  masse.  Nous  cherchons  le 
moment  d'inertie  par  rapport  à  son  axe  (perpen- 
diculaire au  plan  de  la  plaque,  menée  par  son 
centre),  ce  qui  revient  au  moment  d'inertie  par 
rapport  à  son  centre.  C'est  une  fonction  /(H)  du 
iay(m  seul  :  cherchons  sa  dérivée. 

Pour  un  accroissement  c/lt  du  rayon,  A/  est  le 
moment  d'inertie  de  la  couroinx^  comprise  entre 
les  cercles  de  rayons  H  et  U  +  dit.  Ce  moment 
d'inertie  est  plus  grand  que  celui  qu'on  obtiendrait 
en   répartissant  la  masse  do- cette  couronne  sur  la 

circonférence  intérieure,  el  plus  petit  que  celui  (juon  ohtiendrait  en  rèparlis?anL 

cette  masse  sur  la  circonférence  extérieure. 
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l.a  in.T^si'  ili-  1.1  iDiiroMiio  cLint  p.A(zll->,  on  a  donc 

p  It^  A  (r  W'-)    '  A/<  p(R  +  (/R)îA (7:112). 

En  pnss.int  h    I,i   limite,   pnur  Al{=0,   les   membres  extrêmes   de  celle  dnubie 

inéiïnlilé  tendent  li>u>  deux  vers  û  Rî  — -,,~ ,  nui  est  donc  la  valeur  de   , ,,  ;  el  on  a  : 

•^  rfU        '     -  ait 

dfz=  o\{i.d{r.lV-}  =  2-:..R^dl{. 

D'où,  en  intégrant,  avec  la  condition  /=:0,  pour  R  =  0. 

/•"  ni  Rî 

l 'o  -  - 

lieiiKirque.  —  On  écrit  souvent  1.'  moment  d'inertie  d'un  corps  de 
masse  M  sous  la  forme  n^M-;-,  et  on  dit  alors  que  y  est  le  rayon  de 
g  ira  lion. 

Dans  l'exemple  du  solide  parallélépipédique,  le  rayon  de   giration 

sera  donc  y  =  j)  V' — ô — ;  dans  celui  de  la  plaque  circulaire,  le  rayor> 
de  t'iration  serait  -'=:-^. 

r.xemple  3.  —  Mo-nenl  d'inertie  d'une  plaque  circulaire  homogène  par  rapport  à  un  de 
5CS  diamètres. 

Cela  revient  nu  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  plan  passant  par  l'axe  du  cercle. 
Or  le  moment  par  rapport  à  l'axe  est  la  somme  des  moments  par  rapport  à  deux  de 
ces  plans  (rectangulaires),  et  comme  ces  derniers  sont  égaux,  par  raison  de  symétrie, 

R2 

le  moment  cherché  est  la  moitié  du  moment  par  rapport  à  l'axe,  c'est-à-dire  M  i  •  f  e 
rayon  de  giration  est  ici  -^^ 

Exemple  '/.  --  Moment  d'inertie  d'une  sphère  homogène  par  rapport  à  un  diamètre.  — 
I'ax  raisonnant  comme  pour  le  cercle,  nous  chercherons  d'ahord  le  moment  d'inertie 
pir  rapport  au  centre;'  et  comme  celui-ci  est  la  demi-somme  des  moments  par 
rapport  a  trois  diamètres,  lesquels  sont  tous  égaux,  le  moment  d'inertie  ,1  cherché 

sera  égal   à  ^J'.  J'  étant  le    moment  d'inertie    par  rapport   au   centre.    I  On   a,  en 

eiïet.  .r=i(.1-f  ,T  +  .1)  =  |^|. 

Pour  calculer  fi'.  nous  raisonnons  encore  comme  dans  le  cas  du  cercle,  en  le  con- 
sidérant comme  fonction  du  rayon  R. 

Donnons  à  R  un  accroissement  dR:  la  masse  de  la  sphère  s'accroît  d'une  quantité 

éi]uivalente   à    sa    ditlérenticlle,   d.M  =  (j..d(  :t  n  R^  j  =  4;:5iR-(iR;  le  moment  d'inertie 

s'accroît  d'une  quantité  é<iu.valente  au  moment  d'inertie  de  cet  accroissement  de 
masse,  placé  à  la  distance  R  (couche  répartie  sur  la  surface  de  la  sphère).  On  a 
donc 

dy  =  4iiaRî(m.R2  =  4::aR-<iR  : 
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À'. 


d'où 


,T=   I     47î(iRMR=gïi(iRs=: 

=  *.,R3.|R^  =  gMR^. 

Et  par  conséquent,  |tour  le  moment  d'inertie 
0  cherclié,  on  a  : 


3  =  h' 


M?l\2. 

0 


Le  rayon  de  giration  est  donc  Ri/ff- 


Remarque.  —  Pour  une  sphère  qui  oscillerait  autour  d'un  axe  horizontal  AA',  on 
aurait,  d'après  le  numéro  396,  pour  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  cet  axe,  0"i 
la  distance  du  centre  de  la  sphère  à  l'axe  étant  désignée  par  /,  la  formule 

,2, 


0"  =  M I R2  +  Mi2  =  M  (^i2  + 1  R2y 


Exemple  5.  —  Moments  d'inertie  d'un  solide  cylindrique  homogène. 

i"  Moment  d'inertie  par  rapport  à  Vaxe.  —  Soit  II  la  hauteur  du  cylindre  el  R  son 
rayon.  Si  on  considère  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe,  A, 
comme  fonction  de  R  seul,  et  si  on  fait  varier  R,  le  moment  d'inertie 
s'accroît  du  moment  d'inertie  d'une  couche  ji.A(-R-H),  placée  sur 
la  surface  du  cylindre,  à  une  distance  comprise  entre  R  et  R  +  t'R; 
et  la  partie  principale  de  ce  moment  d'inertie  additionnel  est  : 

rfA  =  [j..(i(uR2H).R2  =:27ru.H.R3dR; 


,0 


on  en  conclut,  par  intégration, 
R* 


(I) 


A^'^rall 


ÎTU.HR2 


2        '"2 


Cette   formule  ne   diffère  pas  de  celle  de    la  plaque  circulaire. 

Le  cas  de  la  plaque  circulaire  est,  du  reste,  un  cas  particulier  de 
celui  qui  vient  d'être  traité,  la  hauteur  H  étant  seulement  négli- 
geable vis-à-vis  du  rayon  R. 

2°  Moment  d'inertie  par  rapport  au  plan  (P)  de  section  droite,  équidis- 
tant  des  bases.  —  Soit  P  ce  moment,  que  nous  considérons  comme 
fonction  de  H  seul.  Si  nous  donnons  à  11  un  accroissement  </H,  nous 
devrons  supposer,  pour  que  le  plan  (P)  reste 
plan  de  symétrie,  que  chacune  des  bases  est 

déplacée    de  pdH;    et,   en   raisonnant   comme 

précédemment,  nous  aurons 


dP  =  jji.d(7iR2H>. /"y  =  TTixR-^.  ^"dll, 


d'où,  en  intégrant  : 

IP 

(II)      -^ 


112 


112 


P  =  7:aR2   -  =  7t|xR2H  —  =  M  _ 

3°  Moment  d'inertie  par  rapport  à  un  diamètre 
de   la   section    équidislanle   des  deux   bases. 

Soit  D  le  moment  d'inertie  cherché.  Le  moment  d'inertie  par  rapport  au  centre  0 
de  la  section  droite  est  égal  (d'après  le  n°  396),  à 
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CHT  les  moments  d  inerlit'  sont  les  marnes,  pnr  raison  tle  symétrie,  pour  tous  les  dia- 
mètres de  la  section  droite  coiisidi-rée. 
Ce  même  moment  d'inertie  par  rapport  au  centre  0  est  aussi  égal  à 

A+P, 

d'après  uu  autre  théorème  du  numéro  390.  On  à  donc 


donc  : 
d'il) 


i  (A +  20)  =  A  +  P,        ,T  =  P+'^ 


a=«(R=+«î). 


Exemple  G.   —  Moment   d'inertie   d'un  tore  homogène,  par  rapport  à  son  axe.  —  Nous 
avons  à  calculer  lintégrale  triple  : 

(JL    /    /    j    {x^-{-y^-)dxdydz. 
Z 


Nous   pourrons    inlégrer   d'aljord      /     /  (x- -\- y-)  dx  dy ,  en    prenant  pour  champ 


d'intégration  la  section  de  la  surface  par 
le  plan  horizontal  de  cote  z.  Cette  inté- 
grale douLle  est  le  moment  d'inertie  d'une 
plaque  circulaire  annulaire,  de  densité  I, 
par    rapport    à    son    centre;    c'est-à-dire 

-^  —  ^  j ,  en  désignant  par  Vj  et  y^  les  y 

des  deux  points  M,  et  M,  du  cercle  géné- 
rateur situes  à  la  cote  z. 

Car  le  moment  d'inertie  de  la  couronne 
est  la  différence  des  moments  d'inertie  des 
deux  cercles  de  rayons  v,  et  v,,  qui  sont 
1      1       .    I 


gfiy*,    et  ^-yj,    comme  on  l'a  vu  dans  l'exemple  2. 

Il  restera  ensuite  à  intégrer  par  rapport  à  z,  en  faisant  varier  ^  de  —  R  à  +  R, 
afin  que  la  section  annulaire  considérée  balaie  tout  le  volume  du  tore,  c'est-à-dire 
à  calculer 

■        r.%f      (v,-v})c/.  =  .|  yUz+    f      yldzL 
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On  voit  ([uo  /'i/i /.■';/ raJf  à  calculer  est,  en  dcftnilive,  Vinlégrale  curviligne 

êlendiie  au  contour  (K)  du  cerclr  gênt'ralcur  ''^^'. 

En  posant  OC  =  (i,  on  a.  comme  représentation  paramétrique  du  cercle  d'intégra- 
tion, }■  =  a  +  R  cosu.  c  =  Il  sin  u  :  et  il  faut  calculer 

j  =  ZiM.    /  "'(rt  +  R  cosiD'.dsinu. 

Toutes  les  puissances  paires  de  cosu,  dans  («  -|-  R  cosu)*,  peuvent  se  remplacer  en 

fonction  de  sinu.  pour  donner  une  intégrale  de  la  forme    /      F  (sin u).d  sinu,  où  F 

est  un  polynôme.  Cette  partie  de  l'intégrale  est  donc  nulle,  car  l'intégrale  indéfinie 
est  un  polynôme  en  sinu,  (|ui  prend  la  même  valeur  aux  deux  limites  de  l'inté- 
gration; et  il  reste  seulement  : 

.,_7r^    /  ""[4a3Rcos^u4-4aR3cos^u](/u. 

Or,  on  a 

i^-~       ,     ,  /'-"  1  +  cos2u  . 

I       cos  •  u  au  =:    /  -^        du=z-. 

et 

r-'       .     ,          /'-'^/ 1 +cos2u\2    ,        1    /'-"l,    ,  .,        -,     ,   l  +  cosiul  .        3 
./,      cos.«rfa  =  j^.   (-^4 ).d"-jj^      p^2cos2u+-^3^^-^ Jdu  =  jx. 

Il  vient  donc  enfin 

T       o   =.      n-    (    »    1    3n,\        /    ,>.  0           ,4a2  4-3R2        ^, 4fl^ -f- 3R2 
J=:2T:-a(iR-.  I  o^  -f  -  R-  |  =:  (-H-.2-a.a) -^ =  M j 

Nous  avons  désigné  par  M  la  masse  totale  du  tore,  dont  le  volume  est  (théorèmer 
de  Guldin),  ï:R"-.2îra. 

Le  rayon  de  giration  est  donc  v  =  ^  \  *"-  -f-  3H-. 


EXERCICES   SUH    I.E   CHAPITRE   V 

1.  —  Un  prisme  dr()ii  a  pour  base  le   triangle  dont  les  sommets- 

ont  pour    coordonnées    (0,  0.  0).    (1.  0,  0),    [O,  ^.  0  j.  Calculer  le- 

volume   du   solide  obtenu  en   tronquant   ce   prisme    par  la   surface 
2  =  a--i-  y-\-  1. 

2.  —  Calculer  le  volume  et  la  surface  du  solide  limité  par  la  surface 
a:"- -h  jy- =  a:  et  le  plan  :  =  a. 

3.  —  Calculer  linlé^rale  double    /    /  , ^,  étendue  au  champ 

défini  par  les  inégalités  x  >  1,  y  >  1,  a^-h  ?/  <  3. 

(I)   Il  est  visible  que  tout  ceci  s'appliquerait   au   volume  engendré  par  une  aire 
l)Inne  quelconque,  tournant  autour  d'un  axe  de  «on  plan,  qui  ne  la  traverse  pas. 
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A.  —  Calculer  rintégrale  triple  /   //(-^îH — ^  4- ^Wxrfj/rfz,  étendue 

<iu  volume  de  la  sphère  x- -\- y- -\- z'^  ^  i  ;  et  vérifier  le  résullal  vn  la 
transformant  en  une  intégrale  de  surface. 

5.  —  Calculer  l'intégrale  curviligne    /  i/dx-\-  zdy  -^xd.:,,  prise  sur  le 

cercle    .r^ -f- y- h- :- :=  II',    j.-f-;=lt.    La    transformer   en    intégrale 
double  par  la  formule  de  Stokes,  et  retrouver  ainsi  le  résultat. 

G.  —  Vérilier  (jue  (r  —  'iyjdx  -\-ydij  a  un  facteur  intégrant  de  la 
forme  <:^{y  —  x).  intégrer  la  différentielle  totale  ainsi  oijtenue. 

7.  —  Vérifier  que 

3  3  1 

y-e- {x'^ -j- y-)   *dx  —  xye''{x'^->ry^)    ^ dy -\- xe- {x'^ -h  y-)    -dz 
•est  une  différentielle  totale;  et  intégrer  cette  différentielle  totale. 

8.  —  Centre  de  gravité  d'un  secteur  circulaire. 

9.  —  Centre  de  gravité  du  solide  compris  entre  un  paruboloïde  de 
révolution  et  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  mené  par  le  foyer  de  la 
méridienne  principale. 

iO.  —  Moments  d'inertie  d'un  cône  de  révolution  par  rapport  à  son 
axe;  par  rapport  à  une  perpendiculaire  à  Taxe  menée  parle  sommet; 
[     et  par  rapport  à  un  diamètre  de  la  base. 

11.  —  Moments  d'inertie  d'un  parallélépipède  rectangle  par  rapport 
à  une  arête;  par  rapport  à  la  diagonale  d'une  face;  et  par  rapport  à 
<une  diagonale. 


CHAPITRE    VI 

INTÉGRALES    DÉFINIES    FONCTIONS    D'UN    PARAMÈTRE. 
ÉQUATIONS    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES. 
PROBABILITÉ    DES    ERREURS. 

§  1.  —  INTÉGRALES  DÉFLNIES  QUI  SONT  FONCTIONS  D'UN  PARAMÈTRE 

399.  Continuité.  —  Différentiation.  —  Intégration.  —  Soit  f{x,  y) 
une  fonction  de  deux  variables,  que  nous  supposerons  continue  dans 
un  cliamp  rectangulaire  limité  par  des  parallèles  aux  axes 

Ce  champ  (C)  sera  donc  défini  par  les  inégalités 
(C)  fl<a-<«',         ^<î/<è'. 


h' 

h 

(C) 

0 

c 

l                                                           c 

l'         X 

Pour  chaque  valeur  de  ?/,  appartenant  à  l'intervalle  {h,  b'),  on  peut 
considérer  l'intégrale 

/   fix,y)dx, 


.X 
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qui  est  ainsi  une  fonction 

(1)  'i'{y)=  l^f(x,y)dx 

du  paramètre  '/,  figurant  sous  le  signe    /  . 

On  a  là  un  mode  important  de  représentation  des  fonctions  d'une 
variable  y,  dont  nous  allons  indiquer,  sans  démonstration,  quelques 
propriétés  fondamentales. 

Continuili'.  —  Si  la  fonction  f{x,  y)  est  continue  dans  le  champ  (C), 
l'intégrale  (1)  est  une  fonction  continue  de  y,  dans  l'intervalle  {b,  b'). 

Dérivation.   —  Si   la  fonction   f{x,  y)  a,   dans   le  champ  (G),   une 

dérivée  '  '      '  ■'    continue,  l'intégrale  (1)  a,  dans  l'intervalle  {b,  b'),  une 

dérivée,  donnée  par  la  formule 

(2)  .i>'{y)==£yi£iy)dx. 

On  obtient  donc  cette  dérivée  en  différentiant  sous  le  signe   j  . 

Intégration.  —  Si  la  fonction  /"(a?,  y)  est  continue  dans  le  champ  (C), 
on  peut,  puisque  <!»((/)  est  continue  dans  l'intervalle  {b,  b'),  considérer 

l'intégrale  définie    /    <P{y)dy.  Cette  intégrale  peut  s'obtenir  en  intégrant 
sous  le  signe   /  .  En  d'autres  termes,  on  a  la  formule  d'intégration 

Remarque.  —  Cette  formule  (3)  est  une  conséquence  immédiate  de 
la  règle  de  calcul  des  intégrales  doubles.  On  peut  l'écrire,  en  effet, 

(4)  r%{y)dy=  f"'dx  rf{x,y)dy, 
OU,  en  remplaçant  ^{y)  par  sa  valeur  (1), 

(5)  f  dy   r  f{x,y)dx=  f  dx  f  f{x,y)dy. 

«'/>  l'a  l'a  1/ Il 

Or,  les  deux  membres  sont,  d'après  les  règles  de  calcul  des  intégrales 
doubles  (champ  rectangulaire),  les  deux  expressions  différentes  qu'on 

obtient  pour  l'intégrale  double    /    /  f{x,  y)dx,  dy,  suivant  que  l'on 

fait  les  intégrations  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Le  théorème  sur  l'intégration  sous  le  signe   j    équivaut  donc  à  Vinter- 
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versiuii  des  iuicgrations  dans  le  calcul  d'une  intégrale  double  relative  à 
«D  champ  rectangulaire,  de  côtés  parallèles  aux  axes. 

400.  Exemples.  —  On  verra,  dans  les  exemples  suivants,  comment 

la  ditTérenliation  sous  le  signe    /    peut  servir  à  trouver,  en  partant 

•des  expressions  connues  de  certaines  intégrales,  des  formules  donnant 
•d'autres  intégrales  plus  compliquées. 


Exemple  1.  —  Parlons  de  la  formule,  valable  pour  /i  >  0  in"  303), 

dx  \_ 

,/t  s'» 

nous  en  tirons,  en  diiïtTenliaiit  par  rapport  à  /*, 


m  /     -^=-lArc.,- 

,  'il    r-  +  /i       \  I 


r'       dx  I       .       .     a;     .     1  1  —X 

—    f     = rzArcl^-    _+    . =. 

Jo    {x'-  +  h}i  2/i^/i  \/i       \''    I    1   £:    2/i\7i 

/t 
■ou 

[2]  /     = ^Arclg  — ^ 

Ju    {x'-  +  h)'-       2hs,h  ^h      2h{x'^  +  h) 

/"        dx 
En  dj(Térenliant  de  nouveau,  on  oMiendrail    /     ; — r—, — ;— 7,  et  ainsi  de  suite. 

Ju    (J;- +  /')■' 

Si  on   ne  dévelopiie  pas  les  dérivations,  dans  le  seeond  nicmlire,  on  peut  prendre 

immédiatement  les  dérivées  n"""'^  des  deux  membres  de  [I],  ce  qui  donne 


d"  (~  Arc  tg  —\ 


</"(4Arctg^\ 

ro,  /  dx  _     {—  D»  \\n \hl 

'•  •■  /(,    (.1^ -h /.)"  +  '"  1.2.3... /(■  (/'!" 


Exemple  2.  —  En   opérant   de   même  sur  la  formule,  valalile  encore  pour  /i  >  0 
<n"  305), 


on  obt enl 


/"      dx      I      .    ^    j?  —  \  /i  I 

,'i)    X'  —  h       2\k     '     X  ■\- \Ti  \ 

d"    —_  log 2^     ) 

r^         dx  _  1  1  \sli  x^s''\' 

J„    (x^ —  hy-t^~2' \.2.'i...n'  dh" 

401.  Extension  aux  intégrales  multiples.  —  Les  considérations  et 
les  résultats  du  numéro  399  s'étendent  aux  intégrales  curvilignes  ot 
aux  intégrales  multiples. 

Considérons,  comme  exemple,  le  potentiel  de  masses  attirantes, 
réparties  d'une  manière  continue  dans  un  volume  (V).  Si  on  désigne 
par  (^/,  b,  c)  les  coordonnées  d'un  point  attirant  quelconque  M,  par  \t. 
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la    masse    s[iécili<juo    ou    ce    point,    (|ui    est    uni;    fonclion    a(^/,  fj,  r  , 
If  polenliel  on  un  point  quelconque  l\ 
(r,  ï/,  :),  de  l'espace  est  donné  par  l'inlé- 
grale  triple 

où  r  désigne  la  ilistance  MP, 


.0 


(7)       r  =  ^,{x  —  af-^{^J  —  bf-^{z  —  cf 

On  aura  donc,  par  la  rè^'le  de  dilTéreu- 
liation  sous  le  signe  /  j  /  ,  en  suppo- 
sant P  extérieur  aux  masses  attirantes  ",     ^ 

'^=  /'  /'  /'  ^^Jndbd.,         ^=    C  f  f  J4dadOdr, 


-y 


.•>-îJ 


.1 


\-]i      r  r  r    '  ?■ 

—-7  =   /    /    /    [j.     5  rfa  db  de  ; 

d"o(i,enajoutant,etintroduisanllanofation(n"381)AF:=' — 5-f-' — ;+^. 

^  '^  ?x^      :>?/''      ?::'' 

^-^^^^^j^\daibdc=jy£u..sl.dadbdc. 

On  conclut  de  là  que  U  satisfait  à  Véquation  de  Laplace  AU  =  0;  car 

sous  le  signe   j   f   /  ,  le  facteur  A-  est  identiquement  nul. 

Ou  tire,  en  elle!,  de  r- ^  {.c  —  a)'- -h  {tj  —  b)'^-]-{z  —  c)%  en  dilieren- 

1 

tiant  par  rappoit  a  r.  I  identité  r  -  =  x  —  a;  d  ou,  pour —  = n — , 

.        ?x  '  '  r        -(j,.  r-?x 


la  formule 


1 


—  =  —  u-  —  (1)—,^= — (x  —  a){  - 
:>x  ^  ■  v'  '\  r' 


(1)  On   déinonlre   que   l'ialégiale   (6)   a  encore   un   sens,   si   P   est   intérieur   au 

volume  (V),  quoique  l'élément  différentiel  ^  dadbdc  soit  alors  infini  lorsque  M  vient 

en  P.  Mais  la  règle  de  diffôrenliation  est  alors  en  défaut.   On  trouve  que,  dans  ce 
cas,  AV  =  —  47:  a  (x,  y,  z).  C'est  ce  (ju'on  appelle  la  formule  de  Poisson. 

MATH.    GKNÉII.VI.ES.    —    II.  10 
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En  dérivant  à  nouveau,  on  obtient 

?'          .  ^' 

r-T-,  = T  —  Six  —  a)—  •  — 

et,  en  tenant  compte  de  (8), 

(Q\  _I  —  _  1  _i_  3(a^  — a)  - 

On  trouverait  de  même 

(10)      ^;  =  -i3H-3(^^\         :4'=_V3lilZ^; 

et,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  identités  (9)  et  (10),  il  vient 
enfin 

^1_       3       ,^(x  —  af -+- {y  —  bf -i- [z  —  cy  _       3 


?' 


.^,j^ -/    -r-VV  «^^    -T-V-.—  W     ^_-^_3'     =0. 


402.  Cas  des  limites  infinies.  —  Revenons  au  cas  des  intégrales 
simples 

f{x,y)dx, 


£ 


en  supposant  que  les  limites  a  et  a'  puissent  être  infinies;  de  sorte 
que  le  champ  (C)  sera  illimité  au  moins  dans  un  sens.  Nous  allons 
énoncer  les  résultats  relatifs  à 

(11)  f^^f{x,y)dx; 

on  aurait  pour  les  autres  cas,   f    ,   f       ,  des  énoncés  analogues. 

Nous  dirons  qu'une  intégrale  de  la  forme  (11)  est  régulièrement 
converrjenle  dans  un  intervalle  {b,  b'),  s'il  existe  une  fonction  o{x),  qui 
satisfasse  aux  conditions  suivantes  :  1°  on  aura 

?(^)>l/"(^>î/)|         pour         /><y<i', 

et  cela  pour  toutes  les  valeurs  de  x  suffisamment  grandes,  c'est-à-dire 
supérieures  à  un  nombre  c,  qui  pourra  être  aussi  grand  que  l'on 
voudra,  mais  qui  devra  être  le  même  pour  toutes  les  valeurs  de  y  consi- 

dérées;  2"  l'intégrale   /.       9(a:)rfa^  sera  convergente. 

Avec  ce  mode  de  langage,  on  peut  énoncer  les  extensions  suivantes 
des  propriétés  du  numéro  399;  nous  les  admettons  encore  sans 
démonstration. 
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I.  L'iiiti}(jral(.'  (Il)  est  foiicllon  co)iliiiue  de  la  varinhln  ij  dans  tout 
intervalle  {b,  b')  où  elle  est  régulièrement  convergente;  cl  on  peut  lui 
appliquer,  relativement  à  Pinterralle  {b,  b'),  la  règle  d'intégration  sous 

le  signe   j  . 

II.  On  peut,  dans  linlervalle  {b^b'),  appliquer  à  Vinlégrale  (11)  la 

,  si  V intégrale  j  \  '      ^-^^ 

à  laquelle  elle  conduit,  est  régulièrement  convergente  dans  l'intervalle 
{b,b'). 

Il  est  sous-entendu  que,  pour  renoncé  I,  nous  supposons  f{x,y) 
continue  dans  le  champ  (C),  illimité  vers  la  droite,  détini  par  a^x, 
—  6  ^  y  ^  6'  ;  et  que  pour  Fénoncé  II,  nous  supposons  la  continuité  de 

'  dans  ce  même  champ. 

Exemple.   —   Si    nous  faisons  x  = -j-  oo    dans   la   formule  [1]  de  l'exemple   1  du 
numéro  100,  nous  obtenons  l'i-quation 


'+*     dx 


=  ^h- 


où  h  est  supposé  positif.  En  différenliaut  n  fuis,  sous  le  signe     /  ,  dans  le  premier 

1 
membre,  nous  obtenons,  à  un  facteur  nutnériiiue  prés,  la  fonction  : — ,■  .    ■  „  ,  .  .  qui 

'         '  '  (X-  -f-  /l)"+' 

est   positive,  et    au   plus   égale,  pour   x>c  et /i  >  0,  à  :?(x)  =  ^—5-— j.   L'intégrale 

^^^ ,  j  étant  convergente,  on  peut  donc  appliquer  la    régie  de    diiïérentiation 

sous  le  signe    /    pour  prendre  la  dérivée  a>àme  de  l'intégrale  [1];  et  cela,  pour  toute 

t.' 
valeur  positive  de  h. 
On  a  ainsi,  en  prenant  les  dérivées  n'''""»*  des  deux  membres  de  [1], 


(_l)'M.2.3...nX    (x^+V+'^l^~^^'4(i+0v(^  +  "~O^     '    "' 


d'où 

[2] 


jn       i^' 


dx         _T.     1.3.5  ...(2n—l) 


+ /i)''+i       2         2.4.6...2n         h"^h 

On  a,  en  particulier,  pour  /i=  I, 

r^  ""         dx         ^  1.3.5  ...  (2n  — 1)     7t 
/^        ^j;î_^l)n+i  2.4.6  ...  2n       '2' 

403.  Aire  de  la  courbs  en  cloohe.  Intégrales  de  Fresnel.  —  Aire  de 
la  courbe  en  cloche.  —  Le  procédé  le  plus  simple  p3ur  calculer 
l'intégrale 

(12)  A>=  f     e-'^dx. 
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c'est-à-dire.  (n°  350'"*),  l'aire  comprise  entre  l'axe  de  symétrie  0:  de 
la  courbe  en  cloche,  l'une  des  moitiés  de  celle  courbe,  el  son  asymp- 
tote Oa-,  consiste  à  éi;;aler  deux  expressions  du  volume  de  révolution 


engendré  par  celle  aire,  quand  on  la  fait  tourner  autour  de  Taxe  de 
symétrie  Oz  de  la  courbe. 

L'équation  de  la  méridienne  principale  de  la  surface  de  révolution 
qui  limite  ce  volume  est  z:=e~''\  L'équation  de  la  surface  est  donc 
(n"  237)  3  =  6"^'+"''.  Considérons  le  volume  tronqué  obtenu  en  coupant 
par  cette  surface  le  prisme  droit  qui  a  pour  base  le  carré  OACB  de 
côté  a.  C'est  (n°  372)  Tintégrale  double 

(13)  ■  S,=Jl^^^e-^-*>'d.dy, 

qui  peut  s'écrire,  d'après  la  remarque  faite  à  la  lin  du  numéro  399,  sur 
les  champs  d'inlégralion  rectangulaires, 

,-•(1  ,Ml  p,i  na 

Vj=:  /    dx  I    6-""+"'  dxdij  =  I    dx   /    e-'\e-y'dy; 

ou  encore,  en  faisant  sortir  le  facteur  e^^''  du  second  signe   /  ,  puisqu'il 
ne  dépend  pas  de  y, 

fa  /la 

e~^'dx  /    e-'J'dy. 

Si  nous  posons,  pour  un  moment, 

'l{z)=z  /    e^'^'dx, 
on  aura 


d'où 
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Ainsi  on  a  simplemenl 

Pour  ohtenir  Toxpression  du  volume  illimité  qu'il  s'a^^it  d'évaluer,  il 
suftil  lie  faire  cruilre  a  au  delà  de  toute  limite  dans  l'expression  précé- 
dente. Le  volume  V,  tend  alors  visiblement  vers  le  quart  du  volume 
de  révolution  cherché.  Comme  •h{n)  tend' alors  vers  l'intégrale  (1!2) 
que  nous  cherchons,  nous  avons  ainsi 

(14)  Vr= 'i  limV,  =  .i.l.^ 

Pour  ohtenir  une  seconde  expression  du  même  volume,  nous  consi- 
dérons le  volume  du  corps  de  révolution  considéré  qui  se  Irouve  au 


des'ius   du    plan   MH\  du  parallèle  de  rayon   y^r.    La    méridienne 
principale  étant  z  =  e  "'\  ce  volume  est,  (n°  370)  ' , 

\\=z-  /         y-dz, 
ou.  en  intégrant  par  parties. 


On  a  ainsi 


''■-=->b'']Z-.C-'-<'^'j'>\- 


c'est-à-dire 

(  L-i  V,  =  —  z  r'e-'-'  +  -  (  1  —  e-'^) . 

Il  ne  reste  plus,  pour  obtenir  V,  qu'à  taire  croître  r  indéfinimeni, 
•  ar  le  plan  du  parallèle  considéré  tend  alors  vers  le  plan  des  xy.  Nous 
avons  ainsi 

(16)  V  =  limV,  =  z. 

jl)  Il  est  égal  à  l'intégrale  curviligne  -   /  y^d:,  prise  le  long  de  l'arc  NS;  et  on  peut 
la  calculer  en  prenant  y  comme  variable  i;idépendante  :  y  varie  alors  de  v  =  ;•  à  v  =  u. 
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En  ('galant  les  valeurs  (14)  et  (IG)  de  Y,  on  a  enfin 

/kI"-  =  7:,         d'où        .»'  =  ^'^. 

C'est  la  valeur  de  X  que  nous  avions  annoncée  au  numéro  350. 

Remarque.  —  Pour  rendre  l'analyse  piécédenle  rigoureuse,  il  faut  prouver  que 
4Vi  et  Vo  tendent  bien  vers  la  niùme  limite,  dans  les  conditions  indiquées.  Nous 

allons  montrer  pour  cela  que  lim  Vj  =  lim-^*- 

Remarquons  d'abord  que  la  limite  du  volume  Va,  qui  est  représenté  en  SII.MN  sur 
la  seconde  Hgure,  ne  sera  jias  changée  si  on  ajoute  à  ce  volume  celui  du  (juart  de 
cylindre  de  révolution  dont  les  bases  sont  les  quarts  de  cercles  OUV,  HAIN  ;  car  le 

volume  de  ce  quart  de  ce  cylindre  est  -.Tir-. OU  =-7iir^e-^\  et  tend  par  conséquent 

vers  zéro,  pour  r  infini. 

Les  deux  volumes  variables  à  considérer  sont  ainsi  les  volumes  Vj  et  V3  qu'on 
obtient  en  tronciuonl  par  la  surface  de  révolution  le  prisme  droit  de  base  OACB, 
(!'*  figure),  et  le  quart  de  cylindre  de  base  OUV,  (2"  figure). 

Or,  si  on  suppose  a  =  :j,  le  premier  solide  est  contenu  à  l'intérieur  du  second  : 

on  a  donc,  dans  ce  cas,  Vi  <  V3:  d'où,  pour  a  =  c»  ,  lim  Vi  .^  lim  V3.  Si  au  contraire 
on  prend  a=:  r,  c'est  le  second  solide  qui  est  contenu  dans  le  premier;  d'où  Vj  <  Vi, 
et,  à  la  limite,  pour  a  =:  00,  limV3^1imV,.  La  première  inégalité,  lim  V^  ^  lim V3 
indique  que  limVi  n'est  pas  supérieure  à  limVs;  la  seconde  montre  que  limY^  n'est 
pas  supérieure  à  limVi.  Il  faut  donc  bien  conclure  à  l'égalité  des  deux  limites. 

Intégrales  de  Fresnel.  —  De  la  valeur  de  Tinlégrale  (12),  on  peut 
passer  à  celles  des  intégrales  de  Fresnel  (n"  350)  : 

(17)  ÎB  r=  /    Qosx^dx,        ^^^  i    sinar-rfx. 

Pour  cela,  nous  commençons  par  faire,  dans  la  formule  que  nous 
venons  de  démontrer, 


(18)  S^'~"'^'=^i^ 


le  changement  de  variable  z=/cx,  où  w  est  une  constante  positive 
arbitraire.  Il  vient 


2 
ou 


f 


—  v/it 


(19)  r  e^^^^'^'dx  —  ^- 

I/o 


La  théorie  des  fonctions  analytiques  d'une  variable  complexe  permet 
de  montrer  que  cette  formule,  établie  pour  ir  positif,  subsiste  pour  les 
valeurs  imaginaires  wz=u-hiv  pour  lesquelles  w  est  positif  et  au 
moins  égal  à  |  u  | .  On  pourra  donc  y  faire 

/r^e  •=  cos-4-ism-  =  -.^(l -h  i); 
4        .      .4      V2 
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d'où 

.r  J  _   ~  _  i 

/r-=:e'-=:cos- H-isin    =i,         —  =  e    *  =  cos"  —  isiD-  =  ^(l  —  i). 
2  ^2  tr  4  4      v2 

La  formule  (19)  donne  ainsi 

r%--rfar  =  -^(l  — i), 

c'esl-à-dire     * 

Jf**  /_  _ 

(cosa-- — isinx-)(/x=      -^(l  —  i), 
û  2  v2 

ou,  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 
(20)  £    cos.r-r/.r  =  -,  y  J,         jf     smx-d.i=  ^y '^' 

Ce  sont  les  valeurs  cherchées  pour  iB  et  (5. 

403''^  Étude  directe  des  intégrales  de  Fresnel. 

On  peut  étudier  les  intégrales  de  Fresnel  plus  complètement,  et  sans  faire  appel 
à  la  tliéoric  dos  fonctions  de  variables  complexes.  Nous  allons  démontrer,  à  cet 
elTet,  pour  v  :>.  0,  la  formule 

Le  symbole  imai^inaire  i  figure  dans  celte  équation;  mais  il  ne  sert  qu'à  condenser, 
sous  forme  abrégée,  les  deux  formules  que  Ton  obtient  en  égalant,  dans  cette  é(iua- 
tion  [I],  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires.  On  a,  pour  cela, 


-i-'(/'-() 


de  sorte  que  la  formule  [1]  équivaut  au  système  des  deux  suivantes  : 

_,-ip  t-  cos»-  —  sinu- 


■dt. 


Ces  formules  permettraient  d'étudier  les  fonctions  qui  figurent  dans  les  premiers 
membres  (comparez  n"  350'"%  111),  en  particulier  de  les  développer  en  séries  suivant 
les  puissances  de  -.  Nous  avons  dit  que  ces  fonctions  se  présentaient  dans  la  tbéorie 
de  la  diffraction,  d'oii  l'utilité  dune  telle  étude.  Nous  nous  bornerons  ici  à  établir 
ces  formules,  et  à  en  tirer  la  convergence  et  la  valeur  des  premiers  membres,  pour 
u  =  oc  . 

Calcul  préliminaire.  —  Nous  aurons,  incidemment,  besoin  de  la  valeur  des  intégrales 

j.       '^  +  >  ^         jn       '*  +  1 

On  pourrait,  pour  les  calculer,  intégrer  les  fractions  rationnelles  placées  sous  le 
signe  /  .  Le  calcul  a  été  fait,  pour  la  seconde,  au  numéro  308  (exemple  2).  Mais  on 
arrive  au  résultat  plus  simplement  comme  il  suit. 
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Si  l'on  poïsp  l  =  -  dans  P,  on  obtient 


ce  i|ui  prouve  que  P  :=  Q/  Il  sulllra  dom-  df  calculer 

P  +  Q  =  2P  =  2Q=^^^     J^^dt. 
Or,  si  on  introduit  la  variable  nouvelle  «  =  <  —    ,  ii  varie  de  —  ce  à  +  >:  ,  i|uand  t 

varie  de  0  à  +  t» .  s'  "J"  *  ''"  =  (  *  +  p)'"'  ""^='"  +  72  —  ^'  '^'"" 

du     _  /2  +  1 


u^  +  2  ~  <*  +  1 
On  a  donc  simplement 


dt. 


c'esL-à-dirc 


/     '  d  — 

2P  =  2Q=    I         =  —      /  1 =  --    Arctp   - 

j-x    ui  +  2       ^2     /  (^)    +1       N-L  N-'    =^ 


ou  enfin 

[5]      .  P  =  Q  =  -^. 

Dcmonslration  de.  la  formule  [1].  —  Les  intégrales 


[6]  /^^     e-'- ^^^^ d^     j^     e-'-'- ^-^-j d<. 


qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de  [2]  et  ['i]  sont  ré<julicieinenl  convcrgenUs 

r  /-  +  f 

(n"  402).  car  les  fonctions  sous  le  signe  /  sont  inférieures  en  module  à  ,^  '  .  ,  et 
l'intégrale  /       ,^   ;    ,dl  est  convergente,  la   fonction   sous  le  signe  /  étant  ici  éiiui- 

valente  k    ,  pour  l  =  x  (n"  350,  page  132).  Ces  intégrales  [G]  sont  donc  des  fonctions 

cantinues  de  c,  dans  tout  intervalle  (n"  4:i2,  1).  Pour  u  =  0,  elles  se  réduisent, 
respectivement,  aux  intégrales  Q  et  P;  et  prennent,  par  conséijuent,  la  valeur 
commune  — ^- 

On  peut,  de  plus,  pour  u  >  0.  leur  appliquer  la  règle  de  dilTérentialion  sous  le 

signe    /  .   Pour  le   montrer,  nous  allons  vérifier  que  les  intégrales  auxquelles  celte 

règle  conduit  sont  régulièrement  convergentes  fn°  403,  II). 

Le  c.iliul  de  difTéreiitialion  se  fait  le  plus  simplement  ;-ur  la  formule  [Ij.et  donne 
immédiatement 

I     —  21)6-»^'  ''-''df  =  —  2    /  '  i'e-''*'*(cosu2  +  i  sini'^)d<. 
On  obtiendrait  donc,  par  le  même  ca'cul,  d.nns  [2]  (  t '3]  respectivement, 
■7;  ~"2    /      ve"^  '  coav-.di,        —2    /      rt'-'*'' sim.-.di. 


trc  vers 
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Ces  iiilcprnles  [7J  sont  bien  rt'^ulièrcineiit  converj;-eiites  dans  loul  intervalle 
b<^v<Zb',  h  (Hanl  suppose  [xisilif;  car,   dans   cet   ititcrvalle,  les    ronclions  sous    le 

si^ne     /    smil    inferieurt^s    en    modules   à    b'e   i'''\    et    l'inlégrale     /      b'c   (-'''dt   est 

convergentri. 

i>a  vérillcalion  annoncée  elaut  faite,  nous  concluons  donc  (|ue,  pour  u  >  0,  les 
iiilégraios  [0]  ont  pour  dérivées  les  expressions  (7),  c'est-à-dire 

—  2cosy2    /      c'"  V(i'<),        — 2sinu-    /      e"  "^^d(vl). 

Mais,  i'  étant  positif,  r/  varie  de  0  à  -|- <^ .  ^"  même  temps  que  t,  et  ces  dérivées  se 
réduisent,  par  suite,    /      c    "'rf»  étant  é^al  à  \J^,  à 

—  \Ticosu-,        — \7isini'-. 

Si  donc  on  i)rend  les  dérivé(!s  des  deux  iiiemhres  de  [2],  on  trouve  de  part  et 
d'autre  le  même  résultat  cosd'-.  Ces  deux  membres  ne  peuvent  donc  didérer  (pour 
I' >  0)  que  par  une  conslanle  additive;  et  il  reste  seulement  à  prouver  que  cette 
constante  est  nulle,  lin  elTet,  lors(|ue  v  tend  vers  zéro,  le  second  membre  tend  vers 

-4/  .^ • — r  =  0,  de  sorte  que  les  deux   membres  tendent  l'un  et  l'au 

2V    ^       \7r    2\2 

zéro.  Leur  dillérencc,  i|ui  est  constante  d'après  ce  qui  précède,  pour  v  .;-  0,  est  donc 

nulle:  puis(|u'elle  doit  tendre  vers  zéro  lorsque  u  tend  vers    zéro.    La  formule    [2] 

est  donc  démontrée,  pour  v  >  0.  lille  est,  du  reste,  vraie  encore  pour  i'  =  0,  les  deux 

memlxes  étant  alors  nuls. 

La  formule  [3]  se  démontre  de  même;  et,  comme  on  l'a  vu,  la  formule  [I]  résulte 

de  [2]  et  [3]. 

Intégrales  de  Frcsiicl.  —  Faisons  maintenant  croître  v  indéllniment,  par  valeurs 
positives,  dans   les  formules  [2]  et  [3].   Les  intégrales  du  second   membre  tendent 

1  ^        . 
vers  zéro;  car  si  on  y  pose  u=  -,  et  si  on  donne,  par  déOnition,  la  valeur  zéro  aux 

fonctions  sous   le   signe     /  ,  pour   h^û,  le   raisonnement  fait   plus   haut   montre 

•lu'elles  sont  régulièrement  convergentes  dans  tout  intervalle  de  valeurs  de  u  :  ce 
sont  donc  des  fonctions  continues  de  u,  et  elles  tendent  vers  zéro,  lorsque  u  tend 
vers  zéro,  comme  nous  l'avions  annoncé. 

Donc,  pour  y  ^ -j- ^'  '^^  seconds  membres  des  formules  [2]  et  [3]  tendent  vers  la 

valeur  commune  r,\/r,-  H  en  est  donc  de  môme  pour  les  premiers  membres,  ce  qui 
prouve  que  les  intégrales  /  cosv-dv  et  /  smv'dv  sont  convergentes,  et  ont 
pour  valeur  commune  ^^  v^-  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


§   2.  —   EQUATIONS   AUX   DÉRIVÉES   PARTIELLES 

404.  Équations  aux  dérivées  partielles.  —  Généralités.  —  .""up;  o- 
sons  qu'une  foi^-clioii  inconnue  :  des  deux  variables  indépendant!  s 
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X  et  y  soil  assujettie  à  satisfaire  identiquement,  c'est-à-dire  pour  tout 
système  de  valeurs  de  ces  variables,  à  une  équation 

(1)  F(x,  y,  :,  p,  9)  =  0, 

où   figurent,  en  même  temps  que  j-,  y,  :,  les  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  /j  =  — ,  9  =  ^,  de  la  fonction  :.  Celte  équation  s  ap- 

pellera  une  équation  aux  dérivêrs  partielles  du  premier  ordre. 

Toute  fonction  qui  satisfait  à  une  telle  équation  est  dite  une  solution 
ou  une  intégrale;  la  surface  z^  f{x,  y)  qui  représente  une  solution 
s'appelle  une  surface  intégrale.  Trouver  toutes  les  solutions  d'une 
équation  aux  dérivées  partielles  donnée,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
toutes  les  surfaces  intégrales,  s'appelle  intégrer  cette  équation. 

Les  mêmes  dénominations  s'étendent  aux  cas  d'une  équation 

(2)  F(x,y,z,p,q,  r,s,t)  =  0, 

OÙ  figurent  en  outre  les  dérivées  partielles  du  second  ordre,  /•=:  '  -i- 

?"  2  "^^  - 

5  = ,  t  =  ^—^  de  la  fonction  inconnue  z  :  on  l'appelle  une  équation 

^x?y  ^y- 

aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  '*. 

On  appellerait,  de  même,  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n. 
une  équation  où  figureraient  x,  y,  z  et  les  dérivées  partielles  de  :, 
jusqu'à  l'ordre  n. 

On  peut  aussi  avoir  affaire  à  des  équations  aux  dérivées  partielles  où 
la  fonction  inconnue  dépend  de  plus  de  deux  variables.  Telle  est  Téqua- 

^-F      '«-F      '>-F 

tion  de  Laplace  AF  =  0,  ou  — sH 5-1-!— ^^0,  à  laquelle  satisfont 

?x^      ?y-       2'Z- 

les  potentiels  de  l'attraction  newtonienne  (n°  401). 

Intégrale  générale.  —  L'intégrale  générale  d'une  équation  aux  déri- 
vées partielles  est,  comme  l'intégrale  générale  d'une  équation  diffé- 
rentielle ordinaire  (ù  une  seule  variable  indépendante),  une  formule 
propre  à  représenter  toutes  les  solutions  de  cette  équation.  Mais 
tandis  que  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  ordinaire 
dépend  de  constantes  arbitraires,  l'intégrale  générale  d'une  équation 
aur  dérivées  partielles  dépend  de  fonctions  arbitraires. 

Intégration  de  Véquation  *^0.  —  Nous  allons  constater  ce  fait,  en 
intégrant    1  équation   5  =  0,    c  est-à-dire  =  0.    On   peut   l'écrire 

(1)  Ce  3ont  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  linéaires  par 
rapport  aux  dérivées  du  second  ordre,  qui  interviennent  en  physique,  dans  les 
théories  les  plus  importantes. 
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i^  =  0,  q  désignant  la  dérivée  '  ";  et,  sous  cette  forme,  elle  exprime 

que  q  est  une  constante  par  rapport  à  x,  c'est-à-dire,  puisqu'il  y  a 
deux  variables  indépendantes  x  et  //,  que  q  ne  dépend  ([ue  de  y.  Donc 
pour  toute  solution  de  lÏMjuation,  on  a 

q  =  G{y),         ou        |^  =  G(y), 

G(t/)  étant  une  certaine  fonction  de  la  seule  variable  y.  En  désignant 
par  M?y)  une  fonction  primitive  de  <j(?;),  ceci  peut  s'écrire 

^^=f(y),         ou         ^y,z-'Hu}]  =  0. 

Cette  équation  exprime  que  z  —  '|(j/)  est  une  constante  par  rapport 
à  y,  c'est-à-dire  une  fonction  cp(cr)  de  la  seule  variable  x.  Donc  on  a, 
pour  la  solution  z  considérée,  une  identité  de  la  forme  3  —  ■|/(j/)  =  cp(x), 
ou 

(3)  z  =  ^,{x)  +  'Hy)- 

Réciproquement,  si  on  prend  les  dérivées  d'une  fonction  :  de  cette 

forme,  il  vient  p  =  '~'  {x),  5  =  — :=0;  de  sorte  que  cette  fonction  (3) 

est  une  solution  de  l'équation  .9=:0,  quelles  que  soient  les  fonctions 
cp(a;)  el'hiy). 

Nous  concluons  donc  que  la  formule  (3),  où  figurent  deux  fonctions 
arbitraires  d'une  seule  variable  y  cf,(a")  et  '■['(y),  est  Vintêgrale  générale  de 

réquafion  s  =  0,  i  on  — — :^0|- 

Conditions  iiutialrs.  —  Comme  dans  le  cas  des  équations  différen- 
tielles ordinaires,  pour  dé/inir  une  solution  déterminée  d'une  équation 
aux  dérivées  partielles,  (parmi  toutes  celles  qui  sont  comprises  dans 
l'intégrale  générale),  il  faut  se  donner  certaines  conditions  initiales  ^^K 

La  nature  de  ces  conditions  initiales  varie  avec  Tordre  deléquation; 
et,  pour  les  équations  d'un  même  ordre,  elle  peut  varier  avec  le  type 
de  l'équation  considérée.  En  ce  qui  concerne  les  équations  aux  dérivées 
partielles  qui  interviennent  en  physique,  la  nature  de  ces  conditions 
initiales  est  indiquée,  dans  chaque  cas,  par  les  données  physiques  du 
problème.  Nous  en  verrons  plus  loin  des  exemples  précis. 

Pour  une  équationaux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  (1),  la 
condition  initiale  qui  définit  une  solution  particulière  peut  s'énoncer 

(1)  Nou3  employons  le  mot  initiales,  par  analogie  avec  le  cas  des  étiualions  diffé- 
rentielles ordinaires;  il  \audrait  mieux  employer  le  terme  plus  général,  de  condi- 
tions complémentaires  (voir  n"  406). 
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SOUS  forme  géométrique  de  la  manier.^  suivante  :  il  existe  une  surface 
intégrale  et  une  seule  passant  par  une  courbe  donnée,  que  l'on  peut 
choisir  arbitrairement  <". 


C'est  ce  (jue  nous  allons  constater  dans  un  cas  simple. 

405.  Équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  linéaires. 

Il  s'agit  des  équations  (1),  du  premier  degré   en  p  et  (/,  c'est-à-dire  de   la  forme 

(4)  \(x,y,z)p  +  B{x,  y,z)q-C(x,y,2)  =  0. 

Pour  arriver  à  la  méthode  d'intégration  de  cette  équation,  nous  l'interpréterons- 
géométriquement,  en  introduisant  le  champ  de  vecteurs,  ou  champ  de  forces,  (A,  B,  C). 

En  chaque  point  M,  (x.  y,  :),  de  l'espace,  nous  avons  donc  un  vecteur  V,  de  compo- 
santes X(.r,  V,  :),  B(a-,  y,  :),  C(x,  y,  :).  Si  le  point  M  appartient  à  une  surface  (S)r 

:=:z)(x,  y),  et  si  p  et  q  désignent  les  dérivées  y-,  ^,  l'équation  (4)  exprime  que  le 

vecteur  F,  qui  a  .M  pour  origine,  est  tangent  à  la  surface  (S);  car/),  g.  —  1  sont  les 
coeflicient*  de  direction  de  la  normale  à  (S)  en  M  (n"  273^  de  sorte  que  l'équation  (4) 

e.xprime  que  F  est  perpendiculaire  à  cette  normale. 

l)onc,  pour  qu'une  surface  (S)  soit  une  surface  intéiirale  de  (4),  il  faut  el  il  suffi 
qu'elle  soil  tawjenle,  en  chacun  de  ses  points,  au  vecteur  du  cliamp  qui  a  ce  point  pour 
origine. 

Par  analogie  avec  les  lignes  de  forces,  tangentes  au  vecteur  du  champ  en  chacun 
de  leurs  points,  on  peut  dire  que  les  surfaces  qui  satisfont  à  cette  condition  de 
contact  avec  le  vecteur  du  champ  sont  les  surfaces  de  forces  du  champ.  L'énoncé 
précédent  devient  ainsi  : 

Les  surfaces  intégrales  de  l'équation  (4)  sont  les  surfaces  de  forces  du  cliamp  (A,  B,  C). 
Tout  revient  donc  à  trouver  ces  surfaces  d^  forces  :  leur  construction  résulte  du 
théorème  suivant  : 

Théokkmk.    —   Les   surfaces   de  forces  sont  engendrées  par   les  lignes  de  forces  - . 

1"  Toute  surface  (S)  engendrée  par  des 
lignes  de  forces  est  une  surface  de  forces. 
'  En  elTet,  par  chaque  point  .M  de  la  surface 
(S)  passe,  par  hypothèse,  une  ligne  de  force 
U.MV  ;  celle  ligne  étant,  par  définition,  tan- 
gente en  M  au  vecteur  F,  ce  vecteur  F  est 
dans  le  plan  tangent  à  (S)  en  M  (définition 
du  plan  langent).  Donc  le  plan  langent  à 
(S),  en  chacun  de  ses  points,  contient  le 
vecteur  du  champ  correspondant  :  c'est  dire  que  (S)  est  surface  de  forces. 

2°  Réciproquement,  si  une  surface  (S)  est  surface  de  forces,  chacun  de  ses  points  M 
est  l'origine  d'un  vecleur  F  tangent  à  la  surface:  et  il  existe,  par  suite,  une  famille 


(1)  Dans  une  étude  rigoureuse  des  éciuations  aux  dérivées  |iarlielles,  il  y  aurait 
lieu  de  préciser  les  coiidit,ions  que  cet  énoncé  suppose  implicitement  remplies,  pour 
l'équation,  et  pour  la  courhe. 

(2)  Parmi  ces  surfaces  de  forces,  on  considère  souvent,  en  physique,  des  tubes  de 
forces,  engendrés  par  les  lignes  de  forces  qui  rencontrent  une  courhe  fermée. 


KylATIONS    AIX    IJi:iUVi;i£S    l'AiniKLLLS 


253 


IP) 


de  courbes  LMV,  tracées  sur  la  surface,  et  langeules  en  cliucua  de  leurs  points  au 

— V 
vecleur  F  correspondant  a  ce  point.  Ces  courbes  étant,  par  conséquent,  des  lignes 

de  forces,  la  surface  est  bien  engendrée 
par  des  lignes  de  forces,  ce  qu'il  fallail 
mon  Irer. 

Pour  niellre  hors  de  doute  l'existence 
de  ces  courbes  L'.MV,  tangentes  aux  vec- 
teurs F  considérés,  on  peut  pr.ijeter  ces 
vecteurs    sur    un    plan     \V)    (|U('lcou((ue  ; 

leurs  proji'clions  /"  constituent,  dans  ce 
plan,  un  ctiauip  de  vecteurs,  et  les  lignes 
de  forces  mw  de  ce  champ  |ieuvent  être 
considérées  comme  les  projections  de 
certaines  courbes  UM\',  tracées  sur  la 
surface  (S,).  Je  dis  que  ces  courbes  sont 
précisément     des    lignes     de    forces     du 

champ  des  vecteurs  F. 

Soit,  en   effet,   M  un  point  d'une  de  ces  courbes,   m  sa  projection,  et  F  et  /  les 

— > 
vecteurs  associés  respectivement  à  ces  points  M  et  m.  Le  vecteur  F  étant  dans  le 

plan  langent  à  (S)  en  M,  et  ayant  pour  projection  /,  est  sur  l'intersection  du  [>lan 
tangent  et  du  plan  projetant  Mm/.  Mais  puisque  la  courbe  UMV  a  pour  projection 

— > 
«mt',  et  que  la  tangente  en  m  à  celle-ci  est  la  droite  qui  porte  /,  la  tangente  en  .M 

à  l'.MV  se  trouve  dans  le  plan  Mm/;  car  la  tangente  à  UMV  doit  avoir  pour  projec- 
tion la  tangente  à  umv.  La  tangente  à  UMV  étant  aussi  dans  le  plan  tangent  à  (S) 
en  M,  est  donc  la  droite  d'intersection  de  ce  plan  langent  et  du  plan  Mm/.  Or  nous 

—V 

avons  vu  que  cette  droite  porte  le  vecteur  F  :  celui-ci  est  donc  bien  tangent  à  la 
courbe  UMV;  c'est  ce  qu'il  fallait  mettre  en  évidence. 

Conséquence.  —  Si  on  se  donne  une  courbe  AB,  (voir  la  première  figure i,  on 
obtiendra  une  surface  de  forces  passant  par  celte  courbe  en  menant,  par  chaque 
point  U  de  .VB,  la  ligne  de  forces  qui  passe  en  ce  point.  Les  lignes  de  foi'ces  UMV 
ainsi  définies  engendreront  la  surface  (S)  demandée. 

Il  est  visible  que,  réciproquement,  toute  surface  de  forces  (S')  passant  par  celle 
courbe  .\B  se  confond  avec  la  surface  (S)  que  nous  venons  de  construire,  puisque 
par  chaque  point  U  de  .\B  doit  passer  une  des  lignes  de  forces  engendrant  (S'),  et 
qu'il  n'y  a  qu'une  ligne  de  forces  passant  par  un  point  donné  de  l'espace. 

Nous  avons  montré  ainsi  que,  pour  Véquatlon  (4),  il  existe  une  surface  intégrale  et 
une  s;ule  passant  par  une  courbe,  arbitrairement  donnée. 


405    .  Méthode  d'intégration. 

On  sait  (n°  335)  que  les  lignes  de   forces   du   champ  (A,  B,  C)  sont  les  courbes 
intégrales  du  système 

dx dy         __         dz 

A [X,  y,  c)  ~"  b(x,  y,  r)  ~  C(x.  y.  z)  ' 

Les  équations  générales  de  ces  courbes  intégrales,  que  Ion  appelle  les  courbes 
carnctéristi'fues  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  Ap -{- Bq  —  C  =  0,  dépendent  de 
deux  constantes  arbitraires  Cj,  c^.  Nous  supposerons  (jue  ces  équations 
y  =  3(j;;  c,,  Cji,         r  =  •i/(j-|  ;  c,,  c^), 
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aieul  été  résolues  par  rapport  à  ces  constantes,  c'esl-à-dire   que  nous  prendrons  (es 
éi{uations  (jénéralcs  des  lignes  de  forces  (ou  caractéristiques)  sous  la  forme 

(6)  u(x,  y,  r)=c,,         y(x,  y,  ::)  =  Cj, 

où  figurent  deux  intégrales  premières  u  et  u  (n"  337)  du  système  (5).  Dans  ces  condi- 
tions, Véquation  générale  des  surfaces  de  forces  (ou  surfaces  intégrales)  est 

(7)  v{x,  y,  z)  =  <f{u{x,  y,  r)), 
ç(u)  étant  une  fonction  arbitraire  de  u. 

Voici  la  démonstration  de  ce  théorème. 

1°  Toute  surface  (S)  dont  l'équation  est  de  la  forme  (7)  est  engendrée  par  des 
lignes  de  forces.  Soit,  en  effet,  {xq,  Jq,  zq)  un  point  de  celte  surface  (S)  ;  posons 
Cl  =  u(xo,  Vq,  -q),  et  considérons  la  ligne  de  forces 

(8)  u{x,  y,  z)  =  ci,        v(x,  y,  z)  =  i(ci). 

Elle  passe  par  le  point  (xq,  yo,  Zo)i  car  on  a,  d'après  la  valeur  de  q,  u(x0,  y^,  r„)  =  c,  ; 
et,  d'autre  part,  en  vertu  de  l'équation  (7),  vérifiée  par  le  point  (xg,  y^,  Zq)  on  a 
"{•To,  J'o.  -o)  =  ?("(>ï^o.  Jo'  ^o))  =  ?(ci);  de  sorte  que  les  équations  (8)  sont  vérifiées 
par  j-  =  xo,  ^-  =  ^0,  2  =  ^0- 

De  plus,  toute  la  courbe  (8)  est  sur  la  surface  (S);  car  l'équation  (7)  est  une 
conséquence  des  équations  (8)  (obtenue  en  portant  dans  la  seconde  la  valeur  de  c, 
tirée  de  la  première);  de  sorte  que  si  les  coordonnées  d'un  point  vérifient  les 
équations  (8),  pour  une  valeur  quelconque  de  c,,  elles  vérifient  l'équation  (7). 

Donc,  par  tout  point  de  (S)  passe  une  ligne  de  forces,  située  tout  entière  sur  (S)  : 
c'est  dire  que  (S)  est  bien  engendrée  par  des  lignes  de  forces. 

2°  Toute  surface  engendrée  par  des  lignes  de  forces  a  une  équation  de  la 
forme  (7).  Soit,  en  eiïet,  (ïi)  une  telle  surface  :  c'est  le  lieu  des  courbes  (G),  qui 
passent  par  les  divers  points  x=f(t),  y=:g{t),  2^h(t)  d'une  courbe  directrice.  Or, 
la  condition  pour  que  la  courbe  (G)  passe  par  le  point  x=f(t),  y=^g(t),  :z=h(t), 
est  que  c,  et  c^  aient  les  valeurs 

q  =  "{/«),  9it),  h{t)),       c,  =  u(/(0,  g(t),  h{t)), 
qui    sont   des   fonctions   déterminées,   Ci  =  yi('),    C9  =  '{9(t),    du    paramètre    t.    La 
surface  (H)  est  donc  le  lieu  des  courbes, 

(9)  "  {X,  y,  z)  =  Y,  (l),        V  (X,  y,  z)  =  y.  (t). 

En  raisonnant  comme  on  l'a  fait*au  numéro  235  (t.  I,  p.  360),  on  verrait  que 
l'équation  de  ce  lieu  s'obtient  en  éliminant  le  paramètre  t  entre  les  équations 
générales  (9)  des  génératrices.  Si,  pour  cela,  on  tire  t  de  la  première  pour  le  porter 
dans  la  seconde,  on  aura  pour  la  valeur  de  t  une  expression  de  la  forme  t^  b(u), 
et  on  obtiendra  le  résultat  de  l'élimination  de  t  sous  la  forme  u=yj(0(u)),  c'est-à- 
dire  sous  la  forme  v  =  -£{u).  L'équation  de  la  surface  (i^)  considérée  est  donc  bien 
de  la  forme  v  =  ç  (u). 

Exemple  1.  ap-\-  bq  —  c  =  0,  (a,  b,  c  étant  des  constantes).  Le  système  différentiel 
des  lignes  de  forces  est 

-—  =  -T-  ^  — ,         ou         ady  —  bdx  =  0,         adz  —  cdx  =  0  ; 

abc  ''  ' 

l'intégrale  générale  est  donc  (lignes  de  forces) 

['  ]  ay  —  6a;  =  Cj,         az  —  ccc  =  Cj, 

et  l'équation  générale  des  surfaces  intégrales  est 

[2]  az  —  ex  =  ^(ay  —  6x). 

Les  caractériùliques  [1]  sont  les  droites  parallèles  à  la  direction  ï  =  ^= -;  l'équa- 
tion [2],  étant  l'équation  générale  des  surfaces  engendrées  par  de  telles  droites,  est 
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l'équation  générale  des  cylindres  parallèles  à  la  direction  {a,  h,  c).  Gotntnu  champ  de 
forces,  le  champ  est  un  champ  constniit  iiuelc(»nquc. 

Exemple  2.    px  -]-  ny  --  c  =:  0. 

Le  système  dilTérentiel  des  courbes  caractéristiques  est 

dx dy rf£ , 

et  l'intégration  donne 

iog  I  y  I  =  log  I  X  1+  log  I  c,  I  ,        log  1  z  ;  =  log  I  X  I  +  log  I  Cî  i , 
ou 

m  l=c„     i  =  c. 

Les  surfaces  intégrales  ont  pour  équation  générale 

Les  caractéristiques  [IJ  étant  les  droites  qui  passent  à  l'origine,  les  surfaces  [2], 
engendrées  par  de  telles  droites,  sont  les  cônes  qui  ont  leur  sommet  à  l'origine  des 
coordonnées. 

Exemple  3.      py  —  (/x  =  0. 

Le  système  dilTérentiel  des  caractéristiques  est 

^  =  —^  =  -7?,        ou        xdx  -{-  ydy  ^=0,        dz  =  0; 

dont  l'intégrale  générale  est 
[1]  x2  +  y2  =  ci,        z  =  c,. 

Les  surfaces  intégrales  sont  donc 

[2]  -  =  ,(a;2  +  j,-2). 

Les  caractéristiques  fl]  étant  les  cercles  qui  ont  pour  axe  commun  l'axe  des  z,  les 
surfaces  [2],  engendrées  par  ces  cercles,  sont  les  surfaces  de  révolution  autour  de  Vaxe 
des  r. 

406.  Équation  des  cordes  vibrantes.  —  Une  corde  élastique  tendue 
entre  deux  points  tixes  0  et  A,  étant  écartée  de  cette  position  recti- 
ligne  OA,  et  abandonnée  à  elle-même  ",  se  met  à  vibrer.  Elle  atTecte, 
à  chaque  instant  t,  la  forme  d'une  courbe  (C).  Admettons  que  la 
vibration  ait  lieu  dans  un  plan  :0j^,  passant  par  OA;  et  prenons  OA 
pour  axe  des  x.  Pour  chaque  valeur  de  /,  la  courbe  (G)  a  une  équation 
de  la  forme  ;  =  F(a:.');  et  la  famille  des  courbes  (C),  qui  correspondent 
aux  diverses  valeurs  de  t,  a  une  équation  de  la  forme  z=:f{x,  t).  En 
d'autres  termes,  le  :  d'un  point  courant  de  la  courbe  est  une  fonc- 
tion z  =  f{x,  t)  des  deux  variables  x  et  /.  On  démontre  qu'elle  satisfait 
à  l'équation  aux  dérivées  partielles  (*',  dite  des  cordes  vibrantes, 

(i)  Ses  divers  points  peuvent  avoir  regu  des  vitesses  initiales,  comme  cela  se 
produit  pour  une  corde  Je  violon,  sous  l'action  d'un  archet. 

(2)  Dans  le  cas  plus  général  où  la  courbe  (C)  est  gauche,  l'équation  (10)  a  lieu 
pour  la  projection  de  cette  courbe  sur  un  plan  quelconque  passant  par  Ox.  Dans 
tous  les  cas,  on  suppose  l'action  de  la  pesanteur  négligeable,  par  rapport  à  l'effet 
de  la  tension  de  la  corde. 
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(10)  ';,  =  a2^:, 

où  a  est  une  constanle  qui  dépend  île  hi  i-urde. 

Pour  que  le  mouvcmeul  soil  bien  détiiii,  il  faut  se  donner  les  condi- 

lions  initiales  de  ce  mouvement,  qui  sont  :  1°  la  forme  (Cq)  de  la  corde, 

à  l'instant  t  =  0;  c'est-à-dire  la  fonction  F{x)  à  laquelle  se  réduit  la 

l\)iiclion  z  =  f'{.r.l)  cherchée,  pour  <  =  ();  2°  la  vitesse  initiale  "  des 

divers  points  M  de  la  courbe  (C),  sur  leurs  ordonnées  respectives, 

c'est-à-dire  la  fonction  V(.r)  à  laquelle  se  réduil,  pour  /  =  0,  la  dérivée 

^f(x  t) 
'  ^  '      de  la  fonclion  z  =  f{x,  f)  cherchée. 

Il  faudra  tenir  compte,  de  plus,  des  conditions  aux  liinilcs,  qui  con- 
sistent en  ce  que  les  extiémités  de  la  corde  sont  fixes.  Si  donc  on  pose 
OA  =  l,  on  devra  avoir  :  :=  0,  quel  que  soit  t,  pour  .r  =  0  et  pour  x=  I. 

En  7'ésiané,  nous  aoons  à  trouver  une  fonclion  z  de  x  et  de  t  qui  soit 
solution  de  l'équation  {iO),  cl  satisfasse  aux  conditions  complémentaires 
suivantes  : 

(11)  conditions  initiales  : 

z  =  V{x),         ^^^  =  \ix),         pour     /=0; 

les  fonctions  F(j')  et  \{x)  étant  des  fondions  données. 

(12)  conditions  aux  limites  : 

;  =  0,     pour    .2-  =  0     et  pour    x  =  l,     quel  que  soit  <; 
Intégration  de  V équation  (10).   —  On   ramène  l'équalion  (10)  à    la 
forme  5  =  0,  du  numéro  404,  en  faisant  le  changement  de  variables 
indépendantes 

(13)  u  =  a;4-flf,         v=^x  —  al. 
On  tire,  en  effet,  de  ces  équations  (13) 

u-\-v  u  —  v 


Toute  fonction  c  =  /(.r,  /)  devient,  par  ce  changement  de  variables, 
une  fonction  de  u,  v\ 

qui  reprendrait  inversement  son  expression  première  en  x  et  <,  si  on 
y  remplaçait  u  et  u  par  leurs  expressions  (13).  On  a  donc,  pour  cette 
fonction,    par    application    du    théorème   des    fonctions   composées, 

(1)  Il  s'agit  ici  de  mouvement  de  points  gcomotriques  et  non  des  points 
matériels  de  la  corde:  à  moins  ({u'ou  admetti-,  comme  on  le  fait  généralement,  que 
ces  derniers  vibrent  tous  sur  dos  perpendiculaires  à  OA. 
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(n°    17()),  et   en   écrivant   simpleincnt   '■*,  '",   ...    uour  les   dcrivcos 
partielles  de  z=:g{u,  v), 

.>: ?z   ?u       ?z    ?v .^:       .>: 

:<z :<z   ?u      ?z   :'v >  :         .->  : /  ?  :      :>  :\ 

Ces    formules   sont  vraies  pour   toute    fonction  :;   elles   expriment 
l'équivalence  des  opérateurs  di/férenliels  qui  y  interviennent, 


i"^  ,>  ;^  ;^  /  ;n  .■>  \ 


?  z 
Nous  aurons  donc,  en  appliquant  la  première  à  -^,  et  la  seconde 

>  ;  •  ' 

^    '  :^x^     ?x\?x)      :^u\:^xj      :^v\?x) 

?u\?u      ?vj       ?v\?u       ?v/ 


2>U^         "^U^V         ?  V'  ' 


«.,^=-5^;-- 


En  portant  ces  valeurs  (14)  et  (15)  dans  l'équation  (10),  les  termes 

€n  —,  et  '-^,  se  détruisent,  et  il  reste 

^-z  ?^z  „  f-z 

_  2^2  j_:l  —  2a2 -^-^  ,         ou        —U-^^^  =  0. 

L'équation  à  intégrer  est  donc  devenue 


.V- 


=  0, 


dont  l'intégrale  générale  est  (n°  404),  avec  deux  fonctions  arbitraires, 

:  =  o(u)-i-'i/(u). 

En  revenant  aux  variables  x  et  /,  au  moyen  des  formules  (13)  du 
changement  de  variables,  on  obtient  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (10), 

(16)  z  =  -^{x-i-at)-h'l{x  —  at). 

M.VTH.    GtNÉBALES.    —    II.  •   ' 
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Détermination  des  fonctions  aj'bitraires  o  et  l.  —  En  verlu  des  condi- 
tions initiales  (11),  la  fonction  ,16),  et  sa  dérivée 

>  - 

'  "  =  a-^'(x  ~\-al)  —  a-l'{x  —  at), 

doivent  se  réduire  respectivement  à   F(t)  et  V(j),  pour  t^O.  Cela 
donne,  pour  déterminer  o  et  •},  les  équations 

(17)  o(x)-h.i(a-)  =  F(x), 
ao'{x)  —  a'y{x)z=\{x). 

La  seconde  s'écrit,  en  désignant  par  G{x)  une  primitive  quelconque 

de-  V(,r), 
a         ^ 

o'{x)  —  'l'{x)  =  G'{x). 
d'oii,  en  intégrant, 

(18)  o{x) — l{x)  =  G{x)-\-c,        (c  =  constante). 
On  tire  alors  de  (17)  et  (18) 

(19)  o{x)  =  ^[F{x)-i-G{x)-i-c].        ,j^{x)  =  ~[F{x)-G{x)-c  -, 
d'où,  pour  :.  la  formule 

(20)  :  =  |[F(x -i-  flO  H-  G(a-  -+-  at)]  -h^[¥{x  —  at)  —  G{x  —  al]]. 

Il  sera  plus  commode,  pour  la  suite,  de  garder  les  formules  (16)  et 
(19);  comme,  de  plus,  la  constante  arbitraire  c  a  disparu  du 
résultat  (20),  on  peut  faire  c  =  0  dans  les  formules  (19);  et  il  reste,  en 
résumé, 

(16)  z  =  ^{x-^at)-^-i{x  —  at), 

(-21)        o(a:)  =  J[F(x)-|-G(o:)],         'l  (  x)  ^^[V  {x)  -  G  (x)]. 


avec 


G(x)=  f\{T)dx. 


C'iilisalion  des  conditions  aux  limites.  —  Les  fonctions  F(x)  et  V(x). 
se  rapportant  à  l'étal  initial  de  la  corde,  ne  sont  définies  que  dans 
l'intervalle  (0,  /)  :  il  en  est  donc  de  même  pour  les  fonctions  z,{x)  el 
•l(x)  données  par  les  formules  (21).  Or,  dans  la  formule  (16),  t  doit 
pouvoir  prendre  toutes  les  valeurs  positives;  de  sorte  que  o(m)  doit 
être  défini  pour  toutes  les  valeurs  u  =  x-\-at  supérieures  à  zéro,  et 
'l{v)  pour  toutes  les  valeurs  u  =  x  —  at  inférieures  à  /.  Nous  pouvons 
même  nous  placer  à  un  point  de  vue  un  peu  plus  général,  en  admettant 
que  la  vibration  de  la  corde  a  pu  commencer  à  un  instant  antérieur  à 
l'instant  initial  t  =  0.  pour  lequel  nous  supposons  connue  l'état  de  la 
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corde;  c'esl-à-dire  en  considérant  le  inouvemenl  comme  pouvant  avoir 
lieu  de  /  = —  se  ù  l=:-\-  oc;  et  cherchant,  t'n  conséquence,  à  délinir 
les  fonctions  ç.  et  'l  pour  toutes  les  valeurs  de  leur  argument,  en  les 
supposant  connues  seulement  dans  l'intervalle  (0,  /). 

Cela  est  possihie.  en  vertu  des  conditions  aux  limites  (12),  qui 
donnent,  quand  on  y  remplace  :  par  son  expression  (10), 

Si  nous  posons  at=z/r  dans  la  première,  et  at  =:  l -^  w  dans  la 
seconde,  elles  s'écrivent 

(23)         =,(?<;)-+-•]/(— //•)  =  0.         -^{'^l-hw]-i--l{—ir)  =  0. 

et  on  en  conclut  z>iw-\-2l)^  z,(w}:  de  sorte  que  o  est  une  fonction 
périodique,  de  période  2/. 

La  fonction  -;.(?/•)  sera  donc  connue,  en  vertu  de  celte  périodicité, 
pour  toute  valeur  de  w,  si  elle  est  connue  dans  un  intervalle  d'ampli- 
tude 2/.  Or  elle  est  déjà  définie  pour  0^«'^/,  par  la  première 
formule  (21);  et  la  première  équation  (^3i.  ^(^r)  = — 1/  — ir)  donnera 
les  valeurs  de  ^  pour  — ^^2/^^0,  car  le  second  membre  est 
connu,  par  la  seconde  formule  (21),  pour  0^ — "'^/,  c'est-à-dire 
—  /^"'^O.  Ainsi  -^(x)  est  entièrement  définie  par  les  formules  : 

l-^(x)  =  ^,lF{x)-hG{x)]  pour  0<x<^ 

(-■^'     ''.o{x)  =  ~[G{-x)  —  Fi-x)]         pour         _/<a'<0, 

(  o(x  +  2/)  =  o(.T). 

La  première  formule  (23)  suffit  alors  à  définir  ■i>{ir)=z — 'i( — ?r), 
pour  toute  valeur  de  w;  c'est  aussi  une  fonction  périodique,  de 
période  2/,  puisqu'on  tire  de  là.  en  tenant  compte  de  la  périodicité  de  -y, 

■l{w  +  2/)  =  —  o  (—  ic  —  2/)  =  —  -j{—  iv)  =  -l  (,r). 

On  peut  dire,  par  suite,  que  -lix)  est  définie  par  les  formules 

-l{x)  =  ^/F{x)  —  Gix)]  pour  0<a-</, 

^"^^     '  ■i(x)  =  —  ^y(—x)^G{—x)]         pour         — /<x<0, 

■l{x-i-2l)  =  'l(x). 


Notons  encore  que  z  =  -jix -{- at)  ^ -lix — at),  est,  à  cause  de  la 
riodicité  de  o  et  de  -l,  une  fonction  périodi 
quand  ou  y  considère  x  comme  une  constante. 


périodicité  de  o  et  de  -l,  une  fonction  périodique  de  /.  de  période  — 
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407.  Représentation  trigonométrique  de  la  solution.  —  On  peut 
inlerprt'lor  los  lornuiles  [-I'd  île  la  manière  suivante.  Convenons  que 
F(a').  qui  est  donnée  dans  l'intervalle  (0,  /)  sera  détinie  dans  liuter- 
valle  ( — /.  0).  par  la  condition  d'être  une  fonction  impaire, 

V{—x)  =  —  l-{x]; 

et  que  Cï{x).  donnée  également  dans  l'intervalle  (0,  /),  sera  définie  dans 
l'intervalle  ( — 1,0)  par  la  condition  d'être  une  fonction  paire.  .\lor» 
les  formules 

(21)     o(x)=:,^i:F(x)-hG(a:)l,       'l{x)  =  l[F(x}  —  G(x)l       —l^x^l, 

jointes  à  la  condition  de  périodicité,  o{x-h'il}=iz,(x),-l>{x-\--2l)  =  'l>{x), 
équivaudront  aux  formules  (24)  et  (25). 

On  mettra  la  périodicité  en  évidence  en  représentant  F  {x)  et  G  [x) 
par  des  séries  de  Fourier  (n"  3oi)  ".  La  fonction  impaire  F{x)  sera 
représentée  par  une  série  de  sinus,  donnée. 

(26)  F(j^)  =  v"A„sin/i^. 

D'autre  part,  G{x),  étant  une  fonction  paire  et  de  période  2/,  sa 

A 

dérivée  G'(x)^-\{x),   qui  est  donnée,  est  une  fonction  impaire,  et 

de  période  2/;  car  de 

G{—x)  =  G{x),  G{x-i-2l)  =  G{x), 

on  tire 

—  G'{—x)  =  G'{x),        G'ix-h'il)  =  G'(x). 

Donc  V(a)  sera  aussi  représentée  par  une  série  de  sinus,  donnée, 

(27)  \{x}  =  ^^  B„s\nn'-^; 

\(x) 
et  G(x)  étant  Tune  quelconque  des  fonctions  primitives  de  — — .  on 

pourra  prendre,  en  intégrant  terme  à  terme  le  second  membre, 

(28)  G(x)  =  — V'^-^cos»^, 

ou 

(29)  G(a:^)  =  — ^*C„cosn^, 

en  posant 

(30)  C"  =  S^B.. 

(1)  On  suppose  (jue  ces  fdnclions  satisfont  aux  conditions  énoncées  pape  14-3. 
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En  portant  ces  développements  dans  l'expression  de  :, 

z  =  o{x-hat)-h'l{x  —  rit)  =  ^[F(ar  -h  at)  H-  F(x  —  at)] 

-^'^^[G{x-hat)  —  G(x  —  at)l 

on  a,  pour  les  termes  généraux  des  deux  crochets  : 

1  .    r  •    />i-x       nT.al\    .      .    fnr.x       UTiat^i 
^^A,.|s.n(^-^  +  -^j+sm(^^^ r)\ 

.      .    nr.x        n-at 
=  A„  sin—^     ces  — j-, 

1^   r       /nr.x       )n:al\             { mtx      nr.atW 
-2C,.[cos(^  — +  -^j-cos^-^^ —)\ 

.    nr.x   .    mzat 
=  C„  sin— y—  sin — -. — 

El  il  vient,  pour  :,  la  formule  cherchée 
(31,  -  =  2i   sm  — V- I  A„  cos   -7 h  C„  sm — -. —  y 

où  C„  a  la  valeur  (30). 

I/nrmonitjues.  —  Ce  développement  conduit  à  considérer  la  vibration 
de  la  corde  comme  la  résultante  des  vibrations  simples  qui  corres- 
pondent aux  divers  termes  du  développement,  c'est-à-dire  de  la 
vibration  fondamentale 

(32)  :.,^sin^(  AjCOS^^-hC^  sin-p  I . 

et  de  ses  harmoniques  successives 

,oov                            •    nr.xf ,          n-nt       „      .    n~at 
{66)  :„  =  sin— ^    A„  cos — -, h  C„  sin 


Dans  la  vibration  (32).  la  corde  a  constamment  la  forme  d'un  arc 

de  sinusoïde,  :,  ^  M,(/).  sin^  ,  qui  ne 

coupe  (>A  qu'aux  points  0  et  A,  dont  les 

abscisses   sont    les   seules   racines    de     —^ '"^        '  ^ 

TT  X 

sin^  =  0.  dans  l'intervalle  (0,  /).  Chacun  des  points  de  cet  arc  vibre, 

le   long   de  son    ordonnée,    d'un    mouvement    vibratoire    simple,    de 

...    2/ 
période  — . 

Dans  le  premier  harmonique  [équation  (33),  /j=2j,  la  forme  delà 
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corde  est  celle  d'un  arc  de  sinusoïde  2^  =  M^(/)  sin^^.  qui  coupe  OA 

en    0   et  A  et  au   milieu    do    OA;   car 

-)-x 
les  racines  de  sin^^— =  0  sont  a:-  =  0. 

.r  =  ^j,  x^l.  Chaque  point  de  cet  arc 

vibre,  le  long  de  son  ordonnée,  d'un  mouvemcnl  vibratoire  simple,  de 

période  ^  =  -. 

Dans  le  (n  —  i)'è<iio  harmonique,  on  aura  de  même  »  -h  1  )ia'nds  de 

vibration  (points  fixes  sur  OA),  et  un  mouvemcnl  vibratoire  simple. 

,  .  2/ 

de  période  ■^.  Les  périodes,  pour  la   vibration  fondamentale  et  ses 
)ia  *  ^ 

harmoniques   successives,  sont  donc   proportionnelles  aux    nombres 

7,  TT,  - De  là  le  nom  donné  à  la  série  harmonique. 

1    2    3  ?i  ' 

Quant  à  l'amplitude  de  la  vibration,  aux  ventres,  points  pour  lesquels 

HTtX  

sin— ^  =  1,  elle  est  égale  à  2\Af, -f-C^  ".  Or  on  démontre  que  les 

coefficients  a,„  6„  d'une  série  de    Fourier  {n°  354)   sont   inférieurs 

K 

en  module  à   — .  K  étant  un  nombre  positif  fixe  -.  Donc  l'amplitude 
n  '^ 

p 
du  n"'"''  harmonique  est  inférieure  à t,  P  étant  un  nombre  positif 

^  n  H-  1 

fixe;  et  son  influence  sur  la  vibration  résultante  s'atténue  de  plus  en 
plus,  lorsque  n  augmente. 

408.  Méthode  de  Bernoulli.  —  La  formule  (31)  a  été  obtenue 
d'abord,  par  Bernoulli.  en  partant  de  la  considération  des  harmoniques, 
fournie  par  l'étude  physique  du  phénomène.  On  vérifie  immédiatement 
que  toute  fonction  qui  a  l'une  des  deux  formes 

.    n-x    .    )}~nt  .    nr.x        nr.at 

z  =1  sin     ,     sin  — - — ,         z  =  sin — -. —  cos  — .-    , 

est  une  ii^tégrale  particulière  de  l'équation  (10),  s'annulant  aux  doux 
extrémités  de  la  corde. 

(1)  Pour  retrouver  ce  résultat,  on  peut  poser  A,.  =  Rn  costi)».  Ci  =  R»  sin  t.)»;  on 
a  R^  =  A,î  -f  C,;,  et  r„  =  R,,  sin— p-  eosi  — -. oj»  1;  elil  est  visible  que  le  maximum 

de  i  Zn  I  est  R,i. 

(2)  Ceci  s'applique  aux  fonctions  usuelles,  qui  satisfont  aux  conditions  énoncées 
page  143. 
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La  forme  linéaire  de  celle  équation  (10  permet  de  montrer,  d  autre 
part,  comme  nous  l'avons  fait  pour  l'équation  linéaire  homogène  ordi- 
naire du  second  ordre  ^n'  3i9(.  qu'on  obtient  des  intégrales  nouvelles, 
soit  en  multipliant  par  des  constantes  arbitraires  des  intégrales 
connues,  soit  en  ajoutant  des  intégrales  connues.  On  en  conclut 
dabord  lexistence  des  inîégrales  de  la  forme  (32i  et  (33).  qui  corres- 
pondent à  la  vibration  fondamentale  et  à  ses  harmoniques;  et  si  on 
admet  que  toute  vibration  résulte  de  la  superposition  dune  vibration 
fondamentale  et  d'harmoniques  successifs,  dont  l'intensité  s'allénue  de 
plus  en  plus,  on  est  conduit  à  penser  qu'une  série  de  la  forme  (3i) 
pourra  représenter  le  phénomène,  dans  le  cas  le  plus  général. 

On  le  vérifie  en  constatant  que,  pour  /  =  0,  la  formule  (31)  donne, 
•  en  admettant  qu'un  puisse  la  différentier  terme  à  terme). 

z  =  Z   A,sin-^— ,         -  =  v__c,sin— p. 

On  peut  choisir,  en  effet,  les  coefficients  de  ces  deux  séries,  d'après 
la  théorie  des  séries  de  Fourier.  de  manière  qu'elles  représentent 
respectivement  les  fonctions  données  F  ^x)  et  V(x),  dans  linlervalle 
(0.  Il,  et  les  fonctions  —  F — x),  — V(  —  x),  dans  l'intervalle  ( — /,  0). 
11  resterait  encore  à  prouver  qu'il  n'y  a  pas  de  mouvement  vibratoire, 
correspondant  aux  conditions  initiales  données,  autre  que  celui  qui  se 
trouve  ainsi  défini  ' . 

■409.  Propagation  de  la  chaleur  dans  un  milieu  homogèue- 

Soil  YiJ.  r.  -;  t\  la  température  au  point  (jt,  v.  c)  d'un  milieu  horaocène.  à 
Tinstant  t.  Nous  supposons  qu'elle  ne  varie  que  du  fait  de  la  conductibilité  du  milieu, 
dont  certaines  parties  peuvent,  de  plus,  être  portées  à'des  températures  déterminées, 
variables  ou  non.  On  démontre  que.  dans  toute  parlie  du  milieu  où  il  n"y  a  pas  de 
source  de  chaleur,  cette   fonction  V  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  ^ 

:»Y  ."^^v     ^âv     >*v 

<S4)  ^=.:AV,         où         A\'=;^  +  3^  +  V7ï- 

Nous  nous  bornerons  au  cas  où  les  surfaces  isothermes,  (lieux  des  points  de  même 
température,  à  un  même  instant',  sont  constamment  des  plans  par.'iUèles  à  un 
même  plan  fixe.  En  supposant  que  cette  direction  de  plans  est  celle  du  plan  des 
j.  r.  ia  fonction  V  sera  une  fonction  de  ;  et  de  /  seulemeut.  et  l'équation  à  intégrer 
sera 

<1  TvUi  ceci  e>l  une  mt-Uicuif  liinveniiou.  liont  ies  conclusions  devateiu  oire 
contrôlées  par  une  méthode  plus  rigoureuse.  On  y  voit  un  exemple  de  la  manière 
dont  les  séries  de  Fourier  se  sont  iuUoduiles  en  analyse. 

(■-  Cette  équation  se  présente  dans  la  théorie  de  la  condaetihilité  élfctriqxif,  comme 
dans  celle  de  la  conductibnn^  rfl/;.ri^.^uc.  dont  il  s'agit  ici. 
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Nous  supposons  le  milieu  illimite  dans  tous  les  sens,  et  abandonne  a  la  seule 
action  de  la  conductibilité,  après  avoir  été  porté  à  une  température  déterminée, 
variable  d'un  niveau  .-  =  constante  h  un  autre.  En  d'autres  termes,  l'intégrale 
V(.-.  t),  qu'il  s'afrit  de  trouver,  doit  se  réduire,  pour  (  =  0,  à  une  fonction  F(.-) 
donnée.  Il  est,  du  reste,  évident,  par  raison  de  symétrie,  que,  le  milieu  étant  sous- 
trait à  toute  action  extérieure,  les  surfaces  isothermes  resteront  elTeclivement  les 
plans  .-  =  constante,  si  ce  sont  ces  plans  à  l'instant  1=^0. 

Inlrijralion  par  une  série.  —  En  dilTerentianl  par  rapport  à  /  l'équation  (:}5),  on 
obtient 


(30) 


^11 V  vi+i  V  ^î  ,  >-i  V 

=  a  ^  —  ■• 


Si  on  fait  /  =  0,  on  a,  par  hypothèse,  V=  F(c),  et  l'éiiualion  ('-io)  donne 

La  première  des  équations  (36)  donne  alors  (^-3-^  =  0 — ^',.,    ";  d'où,  en  tenant 

compte  de  la  valeur  trouvée  pour  (  ^7  )  < 

0  '  ,'0 


(•|iïl=-'^^^--^"<->- 


La  seconde  é([uatioa  (36)  donnera  ensuite,  par  un  calcul  analogue, 

et  ainsi  de  suite.  On  aura,  en  général,  (  r-r^r  j  =  a"F -"(;). 

Si  donc  on  admet  que  la  série  de  .Mac  Laurin  soit  applicable  à  la  fonction  V,  con- 
sidérée comme  fonction  de  t.  il  viendra,  pour  celte  fonction  V  cherchée, 

(37)         V  =  F  (r )  +  ^  F"  ^z)  +  f  ^  F-  (--)  +  .••  +  ^  f  f  „  F  -"  (^-)  +  •  •  •  • 

Solution  par  une  intégrale  définie  à  limiies  infinies.  —  Poisson  a  donné,  pour  repré- 
senter la  solution  du  problème  considéré,  la  formule 


(38j  V  =  -^    ^        F[:-\-2u\at}e-"'du. 


Nous  allons  vérifier  qu'elle  satisfait,  en  effet,  au.x  conditions  du  problème,  si  on 
suppose  que  F(^),  F'(;),  F"(;)  soient  bornées  en  module,  de  — oc  à  +  =c-  Cette  condi- 
tion étant  remplie,  l'intégrale  V  est  régulièrement  convergente. 

['■  Pour  1  =  0,  la  fonction  (38)  se  réduit  ù  F{:}.  —  Car,  en  y  faisant  /=0,  elle 
devient 

J=    r'Fi:)e-u^du  =  m    r%-'--du  =  'i^.,^.  =  Fi.). 

\  Tî  i/-x  \-    J-x  \~ 
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Kn  l'tlet,  riiili'prale  délliiio    /        e   "'du  est  Taire  toUile  de  In  courbe  en  cloche, 

c'est-à-dire  le  double  de  l'intégrale     /      e-"'(/u,  r[ui  est  égale  à  \^  ■ 

2°  La  fonction  (38)  satisfait  à  Céquation  aux  dérivées  partielles  (35).  Les  dérivées  de 

celte  fonction  s'ublieiincnt  en  dilTcrcnliant  sous  le  signe     /    ;  car  cette  dilTérentiation 

donne    encore    des    intégrales    régulièrement    convergentes.    Calculons    donc    le^ 
dérivées  correspondantes  de  F(r  +  2uy'a<),  en  posant,  pour  abréger  l'écriture, 

:  -\-2u\at  =^  ui. 
Il  vient 

.iFCw)                   u\a  y^YJM)       p,„,    . 

=  r  (w). — ^,         ^=  r    (w). 

:>t                     \t  ?:^- 
D'où 

:•?(<,>)         tV2F{»û)      \a.  „,,    ^         —  „„.    ,, 

— !— i  —  a- —'■  :=^[uF'|t.))  —  \atF"{ui)]. 

On  aura  donc,  pour  la  fonction  (38), 

V  =  ^    /        e~»'F(M)du, 

'IY_a'^  =  -^    r^*e-'"[HF'(a))  — V"tF"(u)]c/(i. 

>  V  ."^i  V  j 

L'équalion  à  vérifier  étant   ^  "'^TP  ~^'  ^^"^  revient  a  prouver  que  cette  der- 
nière intégrale  est  nulle.  Or  la  fonction  sous  le  signe     1   est  ici,  au  facteur  (—  2)  près, 
^[e-'<=F'(w)]  =  —  2ue-'<=F'(<o)  -f  e-"'.2y,âi¥"{o)), 

de  sorte  que  cette  intégrale  est 

e-"'F'((o)  ,         avec        w  =  c-l-2u\at; 

JU-—X 

et  ce  résultat  est  bien  nul,  puisque   nous  supposons  F'((i))  borné  en  module  pour 
toutes  les  valeurs  de  w.  La  vérification  est  donc  achevée. 

§  3.  —  NOTIONS  SUR  I.A   IMIOB.VBILITÉ  DES  ERREURS 

410.  La  méthode  des  moindres  carrés.  —  H  arrive  fréquemment, 
dans  la  pratique  des  sciences  expérimentales,  que,  pour  déterminer 
des  inconnues,  on  recommence  un  certain  nombre  de  fois  la  série  de 
mesures  qui  doit  en  fournir  la  valeur.  Chaque  série  de  mesures 
donne  alors,  directement  ou  non,  un  système  de  valeurs  des 
inconnues,  et  il  s'agit  d'en  conclure  le  système  de  valeurs  le  2^^ws 
probable  pour  ces  inconnues. 

Il  est  sous-entendu  que  chacune  des  séries  de  mesures  a  été  faite 
avec  toute  la  précision  que  comporte  la  méthode  employée,  et  que 
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celle  mélhode  exclut  toute  erreur  systématique.  L'exactitude  plus  ou 
moins  grande  des  résultats  des  diverses  séries  de  mesures  apparaît 
ai«irs  comme  un  elVel  du  hasard,  ou,  comme  Ton  dit,  ces  résultats  ne 
sont  entachés  que  d'erreurs  accidentelles;  de  telle  sorte  que  rien  né 
permet  a  priori  de  préférer  les  uns  aux  autres. 

On  est  ainsi  conduit  à  demander  au  calcul  des  probabilités  une  rèijle 
pratique  pour  combiner  entre  eux  les  résultats  des  diverses  séries  de 
mesure  en  question. 

La  règle  pratique  généralement  acceptée  consiste  à  choisir  les  valeurs 
des  inconnues,  de  manière  que  la  somnœ  des  caiTés  des  erreurs  soit 
minima.  Les  erreurs  sont  ici  les  différences  entre  les  valeurs  qui  seront 
adoptées  pour  les  inconnues,  ou  pour  les  grandeurs  qu'elles  servent  à 
calculer,  et  les  résultats  correspondants  donnés  par  les  diverses  séries  de 
mesures. 

C'est  ce  qu'on  appelle  appliquer  la  méthode  des  moindres  carrés. 

Les  exemples  suivants  permettront  de  se  rendre  compte  de  la 
signiiication  précise  de  la  règle  précédente. 

Exemple  I .  —  H  y  a  une  seule  inconnue  x  :  on  l'a  mesurée  n  fois  et 
on  a  trouvé,  pour  cette  inconnue,  les  valeurs  Op  a^,  . . . ,  a„.  On  choisira 
donc  X  par  la  condition  que  la  somme 

?>={x  —  rt,)2 -\-(x  —  a,)- -h  ...  -h {x  —  a,,)- 

soit  minima.  Égalons,  à  cet  effet,  la  dérivée  de  cette  somme  à  zéro. 
Cela  donne,  pour  x,  l'équation  unique 

2(a;  —  a,)  -H  2(x  —  o,)  +  . . .  -+-  2(x  —  a„)  =  0, 

d'où  " 

a,  -hfl., -h  .  . .  -h^„ 

x=^— — ■ — = ■• 

n 

,  La  règle  conduit  donc  ici  à  prendre  la  moyenne  arithmétique  des 
résultats  des  mesures;  ce  qui  est  d'usage  courant. 

Exemple  2 .  —  On  a,  par  des  mesures  géodésiques,  mesuré  n  fois  les  trois  angles 
d'un  Irian/jle.  Quelles  valeurs  adoptera-t-on  pour  ces  angles'.' 

Soient  x,  v,  z  les  valeurs  inconnues  des  trois  angles;  et  a,,  b^,  c,;  a.,,  b^,  o^;  ...  ; 
rtii,  6)1,  cn  les  divers  systèmes  de  valeurs  mesurées.  Nous  admettons  que  les  trois 
angles  soient  mesurés  avec  le  même  degré  de  précision;  et  nous  écrirons  que  la 
somme 

(1)  S  =  v"(x  -  a,f-  +  v"(y  _  b,,r-  + 1"(-  -r,r- 

K     1  /.-l  /.  -I 

(1)  Il  resterait  à  vérifier  que  celte  valeur  donne  bien  un  minimum.  Nous  suppri- 
mons, pour  abréger,  cette  vérification;  et  de  même  dans  les  exemples  suivants. 
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■est  iiiininia.  Mais  il  faut  It'iiir  l'oniple  i<i  du  ce  (|U('  l'on  doit  avoir,  i-nlre  les  angles 
X,  y,  :  d'un  triangle,  la  rclalion 

(2)  X-  +  J +  .-  =  ,:, 

tandis  ([ue,  pour  les  mesures  elTecluées,  on  n'a  pas,  en  général,  a^  + ''/,  "h '"/.^^ '^• 
Vu  devra  donc  cliercher  les  valeurs  x,  y,  .-  (pii  satisfont  à  (2),  et  rendent  la  somme  S 
jninima. 

Ou  pourrait  tirer  ;  de  (2)  et  porter  dans  S,  qui  ne  dépendrait  plus  (|ue  des 
variables  x  el  y;  et  on  égalerait  à  zéro  la  dilTérenlielle  totale  de  S.  Le  résultat 
devrait  être  nul,  quels  que  soient  dx  el  dy  (n"  270).  Nous  ferons  le  calcul,  sans  elTectuer 
explicitement  la  sulislilulion  à  j  de  sa  valeur  t:  —  (x -f  y)  :  il  nous  su  fil  ra  d'égaler 
à  zéro  la  diiïérenlielle  totale  de  S,  et  d'y  remplacer  d:  par  sa  valeur,  olilenue  en 
dilTérentiant  les  deux  membres  de  (2).  Il  vient  ainsi 

ï  (.7-  —  (iiUix  +  ï;  (y  —  b,)dy  +  '!£.{:  —  c^)d:  =  0, 
avec 

de  +  (/y  4- de  =  0. 

On  devra  donc  avoir,  ideiili(iuemenl  en  dx,  dy, 

i;  (.c  -a^)dx  +  ^(y-  6,  )  c/y  -  v  . ;  -  cj  {dx  +  dy)  =  0, 

ce  qui  donne 

V  (X  -  uj^)  -  V  (  -  _  Cl)  =  0,         S  (y  -  b^)  -  i:  (c  -  Cl)  =  0, 
ou 

(3)  V  (j,  _  fl^)  ^  V  (^  _  l^y^  V  (  -  _  £.p. 

Ces  deux  équations,  jointes  à  (2],  vont  fournir  x,  y,  c.  Elles  s'écrivent 
nx  —  ^  ttj^  ^=ny  —  -  bf.  =  HZ  —  i]  c^ , 
ou 

.T 2.  a,  =v Lo,  = 

On  a  donc,  à  cause  de  (2), 


-  vc,  =  3(x  +  y  +  c)  -  3-ï(a,  +  à,  +  c,). 


•^  =  r,-«'.  +  l-:ï;i-(«A  +  ^> +  ''/.)• 

*-=7<-<^A+l-.4-K  +  ^  +  c,). 

Exemple  3.  —  LT'tude  expérimenlale  dune  fonction  y  =  f{x)  a 
donné,  pour  des  valeurs  x^,  x^,  . . . ,  j:*,,  de  ar,  les  valeurs  correspon- 
dantes (approchées)  y^.  y.,,  ...,  y,^  de  y.  Le  graphique  correspondant 
indique  que  les  points  x,,  i/i),  {x^_,  y„),  . . .,  (a?„,  y„)  sont,  sensiblement, 
disposés  en  ligne  droite:  et  l'on  admet,  par  suite,  que  la  loi  du 
phénomène  est  une  loi  linéaire  y  =^  ax-h  h.  Quelles  valeurs  faut-il 
choisir  pour  les  constantes  a  et  ^'? 

Pour  un  système  de  valeurs  de  o,  h.  les  valeurs  de  y  correspondant 
aux  valeurs  a-,,  x,,  . . . ,  x,,  seraient 

■r^^=ax^-J^  b,  'ri.,=  ax,-h  0,       r,,,  =  007,, -h  6. 
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On  choisira  donc  «,  b  de  manière  que  la  somme  des  carrés  des 
différences  entre  ces  valeurs  ralculces,  el  les  valeurs  correspondantes 
viesurées, 

S  =  (,'/,  —  r.^)'  -h  ((/.  —  rj-  -f-  .  .  .  -f-  (.V„  —  ri„)\ 

soit  minima.  Celte  somme  s'écrit,  du  reste, 

[1]     ^  =  (ij^  —  nx^—b)--h{y.,  —  ax,_  —  /j)--{-  ...  -h  {y„  —  ax„  — ô)\ 

On  devra  égaler  à  zéro  ses  deux  dérivées  partielles,  prises  par 
rapport  à  a,  et  par  rapport  à  //  ;  ce  qui  donne,  pour  calculer  a  et  0,  les 
deux  équations  linéaires 


[2] 


k=l 


bn         =Z"?/A. 


Rt'inai-que.  —  Le  problème,   inlerprélé  géométriquement,  revient  à  clienlicr  une 

droite  qui  s'éloigne  le  moins  possible  des  divers  points  du  graphique  considéré.  La 

g 
somme  des  carrés  des  distances  de  ces  points  à  la  droite  y  —  ax  —  6  =  0  est  ^    ,   ^^  • 

Il  serait  naturel,  à  ce  point  de  vue,  de  chercher  à  rendre  minima  cette  expression; 
mai<  on  obtiendrait  ainsi  des  éciuations  diiïérenles  des  équations  [2'  et  non  linéaires, 
à  savoir 


[3] 


('+''')-2ya-°^  = 


2^6  =  0- 


Ceci  montre  que  l'application  de  la  méthode  des  moindres  carrés  peut  se  faire, 
souvent,  de  diverses  marjières,  qui  conduisent  à  des  valeurs  différentes  pour  les 
inconnues.  On  observera  cependant  dans  le  cas  actuel,  (|ue  si,  comme  on  doit  le 
supposer,  les  écarts  (y^ — aXj,  —  b)  sont  faibles,  leurs  carrés  pourront  être 
considérés  comme  négligeables,  par  rapport  aux  écarts  eux-mêmes,  et  le  terme  en 
S  pourra  être  négligé  dans  les  équations  [3],  (jui  se  réduiront  pratiquement  ainsi 
aux  équations  [2]. 

Exemple  4.  —  L'exemple  précédent  est  un  cas  particulier  du 
suivant.  On  a  choisi  pour  représenter  la  loi  d'un  phénomène  physique, 
cest-à-dire  pour  détinir  une  certaine  fonction  y  d'une  variable  indé- 
pendante X,  une  formule  ?/  =  /'(ar,  o,  b),  de  forme  déterminée  (linéaire, 
quadratique,  exponentielle,  etc.),  mais  dans  l'expression  de  laquelle 
figurent  des  constantes  arbitraires  o,  A,  ...,  deux,  par  exemple.  On 
demande  de  choisir  les  valeurs  de  ces  coinlantes  physiques  a,  b,  de 
manière  que  la  formule  rende  compte,  le  mieux  possible,  d'un  ensemble 
d'expériences. 

Dans  ces  expériences,  on  a  trouvé,  pour  des  valeurs  a;,,  x.^,  .  . . .  x„ 
de  T.  des  valeurs  correspondantes  ?/,,  y.-,.  . .  .,  //„  pour  y.  Si  a  et  b  sont 
choisis,  les  valeurs  calculées  correspondantes  seront 

[l]     r,^  =  f(x^.  a,  b),         r.^rzz  f{x.^,n,  b),  .  . .,         ■r^„  =  f{x„,  a,  b). 
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€l  il  fauclra,  si  on  adopte  la  règle  des  moindres. carrés,  choisir  (7,  h  de 
manière  que  la  somme  S  =  ^"(J/a  —  o.)',  ou 

[2]     S  =  [iy,  —  /'(.i-,,  rt,  /^)]--+-[.v,  — /U-,,  a,  />)>'-+-  .  .  .  -■    M„  —  f{-r.,.  a,  b)]^ 

soit  minima. 

."*  s  ."^  S 

Ce  soûl  donc  les  équations       =0.     ,  =0,  qui  fourniront  la  solution. 

Mais  si  a,  b  ne  figurent  pas  linéairement  dans  la  fonction  /(.r,  «,  />), 
ces  équations  seront  compliquées,  et  difficiles  à  résoudre.  On  ramène 
pratiquement  la  question  au  cas  où  la  fonction  /(r,  a,  b)  est  linéaire 
en  a.  h  de  la  manière  suivante.  On  détermine  d'abord,  par  des  tâton- 
nements, un  système  a„,  b^  de  valeurs  de  a,  b.  tel  que  les  différences 

soient  de  l'ordre  de  grandeur  de  l'approximation  sur  laquelle  on  peut 
compter  dans  les  mesures  qui  ont  fourni  j/j.  y,,  ....  y,^.  On  peut  alors 
admettre  que  les  valeurs  à  choisir  pour  a,  h  sont  peu  différentes 
de  Qq.  b^;  et  si  on  pose  a  =  a^-\-  z,  b  =  bf,-^(;i,  a  et  ^  seront  petits,  et 
on  considérera  leurs  carrés  comme  négligeables.  Les  quantités  [1] 
r,i,  :=  f{xi^,  a^-h  a,  b^-h  Jï),  développées  par  la  formule  de  Taylor,  où  on 
ne  gardera  que  les  termes  du  premier  degré  en  a,  ^,  deviendront  : 

:    —fi-,.''     n      h\    I     Jf'^^>'^  ^0'  ^o)    I    r.^f^^''^  "«^  ^o) 

O.  —  /  l-i    ,    «0'    »o)  -•-  * =^7; ^  t- ^  A ' 

'  "o  '  "o 

c'est-à-dire  que  ce  seront  des  expressions  linéaires  en  a,  p 

y;,.  —  C -i-aA;,4-ftB/,. 
C'est  avec  elles  que  Ton  formera  la  somme 

A--1  A=l 

dont  on  égalera  h  zéro  les  dérivées  — .  ^s^-  On  obtiendra  ainsi  les  équa- 
tions linéaires, 

a  S  Af  -h  p  2  A/.B,,  =  X  A  (  »/;.  —  C/.), 

a  V  A/.B, -f- fi  i:  b;:  =  S  Ba  (?/A  —  co, 

d'où  on  tirera  a  et  ,3;  et.  par  suite,  on  aura  ainsi  les  valeurs  cherchées 

a  =  a^-i-x,         b  =  b,~p. 

411.  Notion  de  probabilité  des  erreurs. 

Imaginoas  ijue  1  on  appliiiuc  une  méthode  déterminée  de  mesure  d'une  grandeur 
physique.  Toute  cause  d'erreur  systématique  étant  supposée  exclue,  le  résultat 
d'une  des  mesures  en  question  pourra  cependant  être  faussé,  plus  ou  moins,  par 
des  erreurs  accidentelles,  que  l'on  est  porté  à  considérer  comme  relevant  du  hasard, 
parce  qu'elles  tiennent  à  un  grand  nombre  de  causes  diiïérenles,  qui  écliappent  à 
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l'unalysp.  cl  (lui  teiidenl  à  fausser  lo  rosullat,  sdit  ilniis  un  sens,  soil  dans  l'autre, 
sans  (]u"on  puisse  savoir  dans  (]uel  sens  elles  a;;isscnt  elTectivonient  dans  chaque 
expérience. 

On  est  ainsi  cctnduit  à  admettre  (|ue,  de  ce  fait,  des  erreurs  sont  possibles,  ijuel 
que  soil  le  soin  apporté  dans  rapi)licalion  de  la  méthode  expérimentale  en  question; 
mais  qu'il  y  a,  dans  ces  erreurs,  des  degrés  de  probabililé.  l'ne  erreur  sera  d'autant 
moins  probable  ([u'elle  sera  plus  grande;  et  une  erreur  très  grande  sera  très  impro- 
bable, il  s'agit  de  déllnir  et  d'évaluer  numériquement  la  |)r()babilité  pour  (|uc  l'erreur, 
dans  une  telle  expérience,  ne  dépasse  pas  une  borne  donnée.  On  ne  pourra  le  faire 
qu'en  vertu  de  certaines  hypothèses,  que  nous  allons  préciser.  Les  conséquences 
mathématiques  que  nous  en  déduirons  ne  seront  applicables,  dans  chaque  cas 
concret  donné,  (juautant  (jue  la  légitimité  de  ces  hypothèses  y  pourra  être  admise. 

Analyse  de  la  notion  de  probabililé.  —  Soit  c  la  valeur  exacte  de  la  grandeur  à 
mesurer  G.  Nous  allons  supposer  que  Ton  fasse,  pour  mesurer  G,  (par  la  méthode 
donnée),  un  grand  nombre  a  d'expériences;  soient  a^,  (u,  ...,  an  les  mesures  ainsi 
obtenues  dans  chacune  de  ces  expériences. 

1°  Soit  u  un  nombre,  positif  ou  négatif,  arbitrairement  choisi.  Parmi  les 
valeurs  aj,  a^,  ...,  a»,  il  y  en  aura  un  certain  nombre  p,  positif  ou  nul,  qui  appar- 
tiendront à  l'intervalle  (z,  r -|- u).   Si  on   admet  que  la  loi  des  ijrands  nombres  ^<  est 

applicable  en  l'espèce,  le  rapport  -  gardera  sensiblement  la  même  valeur,  lorsqu'on 

recommencera,  un  nombre  quelconque  de  fois,  cette  série  de  n  expériences,  pourvu 
que  n  soit  assez  grand;  et  il  finira  par  demeurer  même  à  peu  près  invariable, 
lorsque  n  augmentera  indéfiniment. 

On   donne    à   celte   hypothèse   une   forme   plus   absolue,   de   manière  à   pouvoir 

introduire  dans  la  question  l'analyse  mathématique,  en  admettant  que  le  rapport  - 

tendrait,  si  on  augmentait  indéfiniment  le  nombre  n  des  mesures,  vers  une  limite 

ne  dépendant  que  de  u.  Cette  limite  de  -,  qui  est  donc  une  certaine  fonction  4>(ii), 
-  /i     • 

sera,    par    définition,  la  probabilité  pour  qu'une  mesure   de  G  tombe  dans  Vintervalle 

(z.  z -\- u).  Il  résulte  de  cette  définition  que,  dans  un  grand  nombre  n  de  mesures 

de  G,  le  nombre  de  celles  des  valeurs  obtenues  qui  appartiendront  à  l'intervalle 

(z.  c  -]-  u)  sera  égal  à  «[^(u)  +  e]»  £  devant  tendre  vers  zéro  avec  -• 

Toutes  les  probabilités  que  nous  aurons  à  considérer  se  définiraient  d'une  manière 
analogue. 

2°   Soit  ■/,   le  nombre,   positif  ou  nul,  de  celles  des  valeurs  «j,  a^,   ...,  a»  qui  se 

trouveront  être  égales  à  ;-}-«.  Nous  admettrons  que  le  rapport  -  tend  vers  zéro; 

c'est-à-dire  que   la  probabilité  pour  qu'une  mesure  ait  une  valeur  donnée  à  Cavance  est 
nulle.  Ceci  s'applique,  en  particulier,  pour  u  =  0,  c'est-à-dire  ijue  la  probabilité  pour 
qu'une  mesure  donne  la  valeur  exacte  de  G  est  nulle. 
T  Soit  toujours  p  le  nombre  des  mesures  appartenant  à  l'intervalle  (z,  z  -}-  »). 


(1)  La  loi  des  grands  nombres  consiste  en  ce  que,  pciur  deux  espèces  d'événements  de 
la  même  nature,  le  rapport  de  leurs  nombres  est  sensiblement  constant,  dès  que  ces 
nombres  sont  assez  grands.  Ainsi,  si  l'on  admet  que,  pendant  une  heure  d'nverse, 
le  rapport  du  nombre  des  gouttes  <iui  tombent  sur  deux  dalles  voisines  d'un  pavage 
horizontal  est  sensiblement  constant  pour  toutes  les  averses,  (et  égal  au  rapjiort  des 
surfaces  des  dalles),  on  admet  <[ue  la  loi  des  grands  nombres  s'ap|)lique  à  la  chute 
des  gouttes  de  pluie  sur  un  terrain  de  petite  superficie. 


I 
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X  celui  des  mesures  égales  à  r  +  ".  et  '    celui  des  mesures  égales  ù  r.  Le  nombre 
des  mesures  comprises  enlre  c  et  ;  +  h  est  p  —  >.  —  "/' ;  et  l.i  limite  de 

P  —  'i  —  >'  _  P  _  >■  _  L 
n  /(       Il       n 

est  la  même  que  celle  de  -,  c'est-à-dire  'I>(u). 

Donc  <IM")  «*''  uussi  la  probabilité  pour  qu'une  mesure  tombe  entre  :  et  r  -f-  u;  et  on 
verrait  de  même  (|ue  c'est  encore  la  probabilité  pour  qu'une  mesure  appurlienne  ù  l'inter- 
valle (.',  c  -j-  u),  la  borne  :  -{-  u  exclue. 

4°  Soit  0  <[  u  <  "';  et  continuons  à  considérer  nos  n  expériences.  Soit  p  le  nombre 
des  mesures  appartenant  à  l'intervalle  (:,  r  -(- u),  la  borne  :  -\- u  exclue;  et  soit  // 
le  nombre  des  mesures  appartenant  a.  1  intervalle  (z,  j  -\-  u').  Le  nombre  des  mesures 

appartenant  à   l'intervalle  (.  +  u,  ~4-u')  est  alors  p' — p,  et  -  -    -=:^  —  -  tend, 

pour  n  infini,  vers  <l>{u')  —  •l>(u). 

Donc  la  probabilité  pour  qu'une  mesure  tombe  dans  l'intervalle  {:  -\-  u,  z  -\-  u)  est 
*(u')  — «tlu). 

Noua  admettrons  qu'elle  tend  vers  zéro,  quand  l'amplitude  de  l'intervalle 
considéré,  u'  —  u,  tend  vers  zéro;  c'est-à-dire  que  nous  admettons  la  continuité 
de  <i>(u).  pour  u  >0. 

En  parliiulier,  la  probabilité  pour  qu'une  mesure  tombe  dans  l'intervalle  (z,  :  -{-  u) 
doit  tendre  vers  zéro  avec  u;  c'est-à-dire  que  4»(u)  tend  vers  zéro  avec  u.  On  posera, 
par  déllnitioD,  *  (0)  =  0,  et  la  fonction  «I>  (u)  sera  ainsi  continue  également  pour  u  =  0. 

Remarque.  —  Dans  ce  qui  précède,  la  différence  'l'(u')  —  'Piu),  limite  d'une 
quantité  qui  n'est  pas  négative,  est  positive  ou  nulle.  Nous  admettrons  qu'elle  est 
positive,  c'est-àilire  que  la  fonction  <I>(u)  est  croissante,  pour  u  >  0. 

5"  Nous  admettons  que  les  erreurs  par  excès  et  les  erreurs  par  défaut  ont,  à  valeur 
absolue  égale,  la  même  probabilité.  Cela  revient  à  admettre  que  «t»! —  u)  ^  't'(u)>  c'est- 
à-dire  que  "ttii)  est  une  fonction  paire. 

6"  En  raisonnant  comme  nous  avons  fait  ci-dessus,  on  montrera  que  la  probabilité 
pour  qu'une  mesure  tombe  dans  un  intervalle  (z  —  u',  r  -|-  u),  u  et  u'  étant  positifs, 
est  <I>(u)  +  'ï'( — "  )•  La  fonction  <I>  étant  paire,  ceci  est  égal  à  'ï' (u) -I- 'I'(u'). 

En  particulier,  la  probabilité  pour  qu'une  mesure  appartienne  à  l'intervalle 
(c  —  u,  r  -j-  u),  c'est-à-dire  la  probabilité  pour  que  l'erreur  d'une  mesure  ne  dépasse  pas 
u  en  valeur  absolue,  est  2'i>(u). 

412.  Probabilité  élémentaire. 

Nous    admettrons    que    la    fonction    ^(u)     a    une   dérivée,    et    nous    poserons, 
'I>'(u)  1=  i.(u).  On   aura  donc,   pour  u  >  0,  3(u)  =  <ï>'(u),  car  'I>(u)  est  alors  crois- 
sante, et.  par  conséquent,  l'(u)  positif.  On  en  conclut,  puisque  <f>  Oi  est  nul, 

(I)  <î>(u)=    /      :;,(a)du.         (u>0). 


C'est  la  fonction  =(u)  que  nous  allons  chercher  à  déterminer. 

Sa  signillcation  est  la  suivante.  La  probabilité  pour  qu'une  mesure  appartienne  à 
l'intervalle  (-4-".  : -\- u -[- du)  est,  d'après  ce  qui  précède  '',  >P(u-]-du)  —  >P{u)  : 
si  on  considère  c/u  comme  un  infiniment  petit  positif,  cette  probabilité  est  infiniment 
petite,  et  a  pour  partie  principale  z.{u)du. 

(I)  Nous  n'avons  considéré  que  le  cas  de  u>0;  mais  le  cas  de  u  <  0  se  traiterait 
de  même,  les  dillérences  considérées  devant  être  seulement  renversées. 
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Coite  partie  principale  s'appelle  la  probabilité  élémentaire  des  erreurs:  la  fonc- 
tion :(»)  délinit  la  loi  de  fréquence  des  erreurs. 

Iteninrquons.  en  elTel,  que  le  résultat  même  d'une  mesure  n'est  jamais  un  nombre 
rigoureusement  délini;  il  est  calculé  à  moins  de  un  dixième,  ou  un  centième,  etc.; 
si  a  est  la  valeur  adoptée,  et  h  lappro-ximation  ii  kuiuellc  on  se  limite,  on  peut  seu- 
lement dire  que  le  résultat  de  la  mesure  est  compris  entre  a  —  h  et  a  -f  h.  L'erreur, 
pour  celle  valeur  a,  sera  u  =  a  —  r,  si  on  convient  de  la  considérer  comme  positive 
pour  les  valeurs  approchées  par  excès  '  .  El  dire  que  l'erreur  d'une  mesure  est  u 
signifiera  seulement  que  la  valeur  fournie  par  celle  mesure  est  comprise  entre 
u  —  A  et  u  4- ''■  La  probabilité  pour  ([uil  en  soit  ainsi  est  la  valeur  absolue  de  la 
ditTérence 

«^  (u  +  /i)  —  «J*  ('(  —  /<)  =  L'i'  ("  +  /')  —  *  (")  1  —  ['1'  ("  —  /t)  —  *^  (")]. 

dont  la  partie  principale,  relativement  à  h,  est 

h  <ï>'  (u)  —  (—  h)  '!>'  (u)  =  2/i  «t'iu). 

Comme  /i  est  toujours  petit,  relativement  aux  nombres  que  l'on  calcule,  la  proba- 
bilité en  ([ueslion  sera  pratiquement  égale  à  la  valeur  absolue  de  cette  partie  prin- 
cipale: c'est-à-dire  à  2/i3(u). 

Ainsi,  la  probabililé  pour  qu'une  mesure,  calculée  à  h  près,  soit  affectée  d'une  erreur  u. 
est  2/i  =  (u)2. 

Observons  maintenant,  que,  dans  une  même  série  de  mesures,  h  aura  toujours  la 
même  valeur,  de  sorte  que  la  probabilité  d'une  erreur  égale  à  u  sera  proportion- 
nelle à  5(u):  et  nous  serons  en  droit  de  conclure  que,  pratiquement,  la  fonction  z(u) 
mesure  la  probabilité  d'une  erreur  égale  à  u.  Par  conséquent,  elle  mesure  aussi  la 
fréquence  d'une  telle  erreur,  dans  une  série  de  mesures;  puisque,  d'après  la  défini- 
tion de  la  probabilité,  le  nombre  des  mesures  afTectées  de  l'erreur  u  sera  sensible- 
ment égal  à  n.2hz{u),  (n  étant  le  nombre  total  des  mesures);  et  que,  par  conséquent, 
on  peut  le  considérer  comme  proportionnel  à  =(«). 

413.  Probabilité  composée. 

Reprenons  les  notations  du  numéro  411.  Donnons-nous  deux  valeurs  de  u,  soit  w, 
et  Uj,  et  supposons,  par  exemple,  u,  <  u^.  Soit  h  un  nombre  positif  assez  petit  pour 
que  les  intervalles  (u,  —  h,  u,  +  h),  (u,  —  A,  u*  —  h)  n'empiètent  pas  l'un  sur  l'autre. 
U  en  sera  de  même  des  intervalles  (c  -(-  u,  —  /i,  z  -)-  u,  -j-  h),  {:  -\-  u^  —  h,  z  -{-  u,-\-  li); 
et  nous  allons  chercher  la  probabilité  pour  que  deux  mesures  consécutives  donnent 
des  résultats  appartenant  respectivement  à  ces  deux  intervalles,  à  l'ordre  près  •* . 

Imaginons,  à  cet  elîet,  n  séries  de  deux  mesures  consécutives;  et  comptons  d'abord 
combien  il  y  en  a  pour  les(iuelles  la  première  mesure  donnera  un  nombre  du 
premier  des  intervalles  considérés,  en  même  temps  que  la  seconde  mesure  donnera 
un  nombre  du  second  intervalle.  Comme  il  y  a  n  premières  mesures,  le  nombre  de 
celles  qui  tombent  dans  le  premier  intervalle  sera  (n"  411,  1"  et  4°) 

n' =  n  }  I  «!>  (u, -f /.)  -  *  (u,  - /.)  l-f  £  {, 
si  on  désigne  par  e  un  nombre  qui  tendra  vers  zéro  avec  -. 


(1)  C'est  la  convention  opposée  à  celle  que  nous  avons  faite  au  numéro  193. 

(2)  On  néglige,  dans  cet  énoncé,  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  /t. 

(3).  C'est  ce  qu'on  appelle  un  problème  de  probabilités  cotnposées,  parce  qu'on  y 
étudie  la  probabilité  de  l'apparition  simultanée  de  deux  ou  de  plusieurs  événements, 
indépendants  les  uns  des  autres. 
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Dans  les  «'  séries  correspondantes,  nous  comptons  maintenant  celles  pour 
lesquelles  la  seconde  mesure  donne  un  résultat  compris  dans  le  deuxième  intervalle. 
Ce  sera,  en  appli(|uant  encore  les  notions  du  numéro  411,  ce  qui  esl  légitime  parce 
que  toutes  les  mesures  sont  indépendantes  les  unes  des  autres, 

p=:n'  ;|*(uj  +  /»)— «l'IUj  — /i):4-£'  {. 

si  on  désigne  par  e'  un  noinlire  qui  doit  tendre  vers  zéro  avec     ,,  et,  par  conséquent, 

» 
avec  - • 
II 

Le  nombre  ainsi  obtenu 

(1)  p  =  n  ;  «Ku, +  /,)  — -K«i-/.)  -f-î!  !  <^(u,,  +  /.)-'I•(u, -/')'  + c'( 

est  celui  (jue  nous  cherchions. 

Il  faut,  pour  avoir  le  nombre  de  toutes  les  séries  de  deux  mesures  répondant  a  la 
question,  lui  ajouter  le  nombre  des  séries  pour  lesquelles  c'est  la  deuxième  mesure 
qui  tombe  dans  le  premier  intervalle,  en  même  temps  que  In  première  mesure  donne 
une  valeur  du  second  intervalle.  Comme  toutes  les  mesures  sont  indépendantes,  ce 

nombre   sera    encore  p:   et   la    probabilité    cherciiée   sera    lim  — ,   ou,    d'après   la 

71        X      " 

formule  (I), 

(2)  2    <l>(ui  +  /<)  — ^(Ui  — /»)|.  Xo.+  Zi)  — <l'(u.,  — /t)i. 

Kn  raisonnant  de  même,  on  ver^a  que  la  probabilité  pour  que  m  mesures  consécutives 

donnent,  à  Cordrc  près,  des  résultats  qui  appartiennent  respectivement  aux  m  intervalles 
donnés 

(r  +  u,-/..  r  +  u,  +  /0,  (z  +  u.-h,  z  +  u.-]-h),     ...,     (:  ^  u,n- U,  :  +  a,u  + h), 

(supposés  sans  partie  commune),  est  égale  au  produit 

1.2.3...  m.   1>((ii  +  /i)  — <I>(u,  — /i)  .|<ï>(o,4-/i)  — 'Ku,  — A);...  «Kum  +  Zi)  — *(«»<  — /i)!. 

Si  nous  considérons  maintenant  h  comme  un  infiniment  petit,  et  si  nous 
remplaçons  chac|ue  facteur  par  sa  partie  principale,  le  produit  obtenu 

(3)  •  i. 2.3  ...  m. 2'". A'n^fuilsCu.)  ...  î;(um) 

représente  (à  un  infiniment  petit  près  d'ordre  supérieur),  la  probabilité  pour  que,  dans 
une  série  de  m  mesures,  calculées  à  li  près,  les  erreurs  soient  respectivement,  et  à  Vordre 
près,  égales  à  Uj,  Uj,   ...,  Um. 

On  peut  encore  dire  que,  dans  un  type  donné  de  mesures  d'une  grandeur,  la  probabi- 
lité pour  que  m  mesures  soient  affectées,  respectivement,  et  à  l'ordre  près,  des  erreurs 
u,,  Uj,  ...,  u,n,  est  proportionnelle  au  produit. 

(4)  5(Ul)  =  (U,)  ...  =(u,J, 

qui  peut  ainsi  être  considéré  comme  mesurant  cette  probabilité. 

444.  La  valeur  la  plus  probable  et  le  principe  de  la  moyenne. 

Nous  sommes  maintenant  eu  mesure  de  répondre  à  la  question  posée  au  début  du 
n°410. 

Supposons  qu'on  ail  fait  m  mesures  d'une  grandeur  G,  et  qu'on  ait  trouvé  ainsi 

les  nombres  a^,  a^ a,,,.  Quelle  sera  la  valeur  la  plus  probable  de  cette  grandeur, 

pour  une  loi  de  probabilité  des  erreurs  donnée'.' 

Si  la  mesure  vraie  de  cette  grandeur  était  .-,  les  erreurs  dont  seraient  affectées  nos 
mesures  seraient 

(5)  «l  =  Z  —  Oj.  Uo  ==  r  — Oj,    ...,  u,„  =  z  —  flm; 
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et,   a  priori,   la  probabilité    pour  que   les  m  expériences  faites  dussent    fournir  les 
valeurs  trouvées,  «,,  a^,  ...,a,„,  aurait  été  mesuroo  par  le  produit  (4»,  c'est-à-dire 

?(.--«,): (.--a.)  ...  z{:-a,n). 

Elle  se  trouverait  donc  plus  ou  moins  grande,  suivant  la  valeur  de  r.  On  est  ainsi 
conduit  à  déllnir  comme  étant  la  valeur  c  la  plus  probable  (a  posteriori),  ceWe  pour 
laquelle  les  valeurs  mesurées  présentaient  (a  priori)  le  maximum  de  probabilité. 

Donc,  pour  les  l'alcurs  mesurées  a^,  a^ a,„.  la  valeur  :  la  plus  probable  de  la  yrtin- 

deur  mesurée  est,  par  définition,  celle  qui  rend  maximum  le  produit 

(6)  P  =  3{--  — ai)?(;  — a,)  ...  ç(:  — a,„). 

Cela  posé,  la  loi  de  probabilité  généralement  adoptée  est  celle  pour  laquelle  la  valeur 
la  plus  probable  z  est  la  moyenne  arithméti'jue  des  valeurs  mesurées, 

^  '  ■      .  "  m 

Gela  revient  à  dire  que  la  fonction  z,  devra  satisfaire  à  la  condition  que  le  produit  P 
soit  maximum  quand  :  est  égal  à  la  moyenne  arithmétique  des  valeurs  (arbitraires) 
Oj,  a»,  . . .,  Om,  supposées  données, 

415.  Loi  de  Gauss. 

Nous  allons  voir  que  cette  condition  suffit  à  définir  la  fonction  ?(u).  Elle  contient, 
en  effet,  d'abord  la  suivante  :  ki  dérivée  du  produit  (0)  s'annule  pour  la  valeur  (7> 
de  r,  quels  que  soient  a^,  a^.  . . .,  a~,.  11  en  sera  de  même  de  sa  dérivée  logarithmique, 
qui  est  la  somme  des  dérivées  logarithmiques  des  facteurs.  Si  donc  nous  posons 

'   (*)  ■H")  =  ^'- 

l'équation 

(9)  -M'  -  «i)  +  -H-  -  a^)  +  •  •  •  +  -M'-  -0.-0  =  0 

doit   admettre  la   racine   (7).  Si  on  réintroduit  les  quantités  (5),   l'équation  (7)   se 
réduit  à 

(10)  Ui-f  uj-f  ...  -\-u„.  =0, 

et  on  voit  que  l'équation 

(11)  •l(u^)+'l,(u.)+...+■l^u„.)=0 

doit  être  une  conséquence  de  cette  équation  (10),  quels  que  soient  «,,  Uj u,„.  ■ 

Pour  m  =  2,  l'équation  (  10)  est  Ui  +  u^  —  0,  et  on  doit  avoir  l'identité  'l>  («,)  +  -l  (u^)  =  0 . 
pour  U:,  =  —  u,.  Donc  on  a,  quel  que  soit  u,.  •!/(",)  =  — H—  "0 ;  c'est-à-dire  que  la 
fonction  -l  doit  être  impaire.  Mais  cela  résultait  déjà,  d'après  la  formule  de  défini- 
tion i8),  de  la  parité  de  p(u)  ■'. 

Faisons  alors  m  =  3;  léquation  (10)  étant  a, +  Uj-fu3  =  0,  on  devra  avoir 
l'identité  en  Ui  et  u^ 

■l{u{)-ir'l(u.)  +  -l{—ui  —  u.)  =  0, 

ou,  u  cause  de  l'imparité  de  •!/, 

i(ui  +  u,)  =  -i:ui)  +  'i>(Ui). 


(1)  De  '!'(— U)  =  "Ku),  on  déduit  'l>' (—  u)  =  —  <^' (u) ;  d'où  i  '!''(— u)  ,  =  |  <ï>'(u)j,  ou 
o(—u)  =  f  (u).  De  là  ensuite  ?'  (—  u)  =  —  ?'  (u)  ;  d'où  •!/  (—  u)  =  —  '\>  (u). 
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Admettons  que  lu)  ait  une  dérivée,  et  prenons  les  dérivées  des  deux  membres  de 
ci'tt^  idt>ntité.  par  rapport  à  Uy.  Cela  donne 

et,  comme  u^  et  u, -|- Uj  sont  deux  valeurs  de  u  arbitraires,  cette  identité  signifle 
tjue  Viu)  est  une  constante.  On  a  donc,  successivement.  A-  et  k  étant  deux  con- 
stantes. 

•V(ui  =  2fc.        •l(u)  =  '2ku-{-k'. 

.Mais  -llu)  étant  une  fonction  impaire,  k'  doit  être  nul,  d'où 

•l{u)  = -Iku. 

Cette  forme  de  la  fonction  -l'ui  est  la  seule  qui  puisse  satisfaire  à  la  condition 
que  (11)  soit  une  conséquence  de  (10).  Et  on  vérifie  immédiatement  qu'elle  y 
satisfait;  puisque,  pour  ■lie)  =  2A-u.  l'équation  (11)  se  réduit  à 

2k[Ui  +  u.+  ...+u„.)  =  0. 

11  reste  à  remonter  de  l'expression  de  -lia)  à  celle  de  3(u). 
L'équation  (8)  donne,  à  cet  eiïet. 

^^  =  2ku,        d'où         |og^^  =  A-u-\         et         :(u)  =  Ce*"". 

La  fonction  5(u)  est  positive:  et  elle  est  décroissante  pour  u  >  0,  car  la  probabilité 
pour  une  erreur  égale  à  u  doit  décroître  quand  u  augmente.  Donc  la  constante  C 
doit  être  positive,  et  la  constante  k  doit  être  négative.  .Vous  poserons  A- =  —  À-;  et 
nous  aurons  ainsi,  >  étant  une  constante  positive, 

(12)  ziu)  =  Ce-'-'"'. 

On  détermine  enfin  la  constante  G  en  remarquant  que  la  probabilité  pour  qu'une 
erreur  soit  comprise  entre  — »  et  +  »  est  en  réalité  une  certitude.  La  certitude 
consiste,  en  ce  que,  dans  n  essais,  l'événement  attendu  se  produira  n  fois  :  le  rapport 

dont  il  faut  chercher  la  limite  pour  avoir  la  probabilité  correspondante  est  donc  -  =  1. 

La  certitude  correspond  donc  à  une  probabilité  égale  à  1. 

Or  la  probabilité  pour  une  erreur  comprise  entre  —  h  et  +  "  est  2o(u),  (n°  411,  6"^. 
On  doit  donc  avoir  2;;(— 3c)  =  I,  c'est-à-dire,  d'après  la  formule  (11.  et  en  tenant 
compte  de  1 12), 

>'  t' 

(13)  2    /      ;(u>du  =  l,         ou        2C    /      e-"'^'"'du=  I. 

t'o  i/o 

Pour  calculer  cette  dernière  intégrale,  nous  posons  ',u^v:  elle  devient  (n^  402) 


La  condition  (13)  est  donc 


2C.  1-^  =  1.         ou         C  =  4:- 
■/      2  \- 

Portons  cette  valeur  de  C  dans  la  formule  (  12i.  et  nous  aurons  la  loi  cherchée  pour 
la  probabilité  des  erreurs  : 


(•,)  =  —-    I     e-'="=( 


(li:  =(o)  = -4e- "''«'.         *(-j)  =  — i:    /     e-''"'du. 

C'est  ce  qu'on  «opelle  la  loi  de  ^"'«s. 
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Coefficient  dr  précision.  —  Il  reste  à  inlerproler  le  coefllcient  ) . 
Il  sufllt  pour  cela  d'écrire,  eu  posant  >  u  =  v  dans  riiitt'pralc, 

(15)  «!>(«)  =  -'-    r  e-^'dv, 

\7Tc'o 

ce  qui  nioulrc  (juc  la  probabilité  2>lMr)  pour  que  l'erreur  soit  inférieure  à  .  ,  en 

valeur  absolue,  est  la  même  pour  toutes  les  méthodes  (auxiiuelles  peut  s'app.liquer 
la  théorie  précédente);  car  on  a 

(IG)  2<I)(-W4  f  e-"dv. 

Or  pour  /  =  2,  le  second  membre  est  égal  à  1,  à  r^lO"*  près.  Donc  il  y  a  quasi-cer- 
titude que,  dans  l'application  de  la  inélhode  à  laquelle  correspond  le  facteur  ).  qu'on  aura 

2 

adopté,  il  ne  se  produira  pas  d'erreur  supérieure  à  .-• 

Ou  doit  considérer  une  méthode  conimo  d'autant  plus  précise  que  les  erreurs  dont 
elle  exclut  la  possibilité  sont  plus  faibles.  De  là  le  nom  de  coefficient  de  précision 
donné  à  >. 

Pratiquement,    si    on   sait    que    la    méthode    ne    doit   pas,    quand    elle   est   bien 

appliquée,    donner    d'erreur    supérieure   à    s,  mais    quelle    en    peut    donner   qui 

approcheraient  de  cette  valeur,  on  pourra,  d'après  la  délinition  précédente,  prendre 

2 
À  ^"  comme  coeffiicenl  de  précision  de  la  méthode. 

Remarque.  —  Le  second  membre  de  la  forniuli'  (16)  est  égal   à  -  environ,  pour 

1  i        1       1    *> 

1=7,-  On  a  alors  ~  =  — -  =  r.r,  ce  qui  est  le  quart  de  Terreur  maxima,  d'après  ce 

qui  précède.  Donc  la  probabilité  est  ,y,  ou,  comme  l'on  dit,  il  y  a  une  chance  sur  deux, 
pour  que  l'erreur  ne  dépasse  pas  le  quart  de  sa  limite  maxima. 

416.  Applications.  —  1.  Les  erreurs  et  la  courbe  en  cloche. 

Supposons  que  Ion  ait  fait  un  grand  nombre  d'expériences  pour  avoir  la  mesure 
d'une  grandeur  G.  Soient  a,,  o^,  ...,  a»  les  valeurs  successivement  obtenues.  Si  on 
connaissait  la  mesure  exacte  :  de  G,  on  pourrait  classer  les  valeurs  obtenues  d'après 
leur  degré  d'exactitude,  en  comptant  combien  il  y  en  a  dans  chacun  des  intervalles 
de  la  progression  arithmétique 

(17)    ...  r  —  3/t,         r  —  2/i,         :  —  h,        .-.         r  +  h,         -  +  2/i,         r  +  3/i,     .... 

dont  la  raison  h  sera  prise  aussi  petite  que  l'on  voudra,  et  ijue  l'on  prolongera,  des 
deux  cotés,  aussi  loin  qu'il  faudra.  Soit,  en  désignant  par  le  un  entier  positif,  N/^  le 
nombre  de  celles  des  valeurs  obtenues  qui  sont  dans  l'intervalle  [z-{-(k —  l)/i,  :-\-kh], 
N-A  le  nombre  de  celles  qui  appartiennent  à  l'intervalle  [r  —  kh,  z  —  (k — 1)/»]. 

Nous  allons  imaginer  que  ces  résultats  soient  représentés  par  un  graphique, 
formé,  comme  l'indique  la  figure,  de  rectangles  ayant  pour  mesures  de  leurs 
hauteurs  les  nombres  N\  et  N_^  :  le  rectangle  de  hauteur  N/,  sera  limité  par  les 
ordonnées  x-=(k — i)/i,  x  =  kh;  le  rectangle  de  hauteur  N-a  sera  limite  par  les 
ordonnées  x  ^  —  (k  —  l)/i,  x^  —  kh. 

Si  la  répartition  des  erreurs  satisfait  à  la  loi  de  fréquence  définie  par  la 
fonction  ç(u),  on  aura,  pour  N^,  en  considérant  h  comme  infiniment  petit, 
(voir  n°4l2),  la  valeur  approximative 

.\  =  /l.:p((/c—  l)/l)./l, 
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puisqu'il     y    a    n    expi'rieiiees    faites,    et    que    ç((fc —  l)/i)./i    est    la    prot>abiiiti> 
(élémentaire)  pour  les  erreurs  comprises  entre  [;  +  (/c—  l)/i]  et  [:  +  (/c—  l)/i-|-/i;. 


Oh        2h      5h       4h 


Donc  les  sommets  de  gauche  des  rectangles  (bases  supérieures),  qui  ont  des 
coordonnées  de  la  forme  x^  A/i,  y  =  N^+i,  seront  sur  la  courbe  y  =  n/i.ç(a-)  :  elle 
se  déduit  de  la  courbe  Y  =  3(x),  par  la  transformation  j  =  n/i.Y,  qui  correspond 
seulement  à  un  changement  d'unité  pour  les  ordonnées.  On  peut  donc  dire  que  la 
courbe  obtenue  serait,  si  la  loi  de  fréquence  des  erreurs  est  la  loi  de  Gauss,  la  courbe 

en  cloclie  qui    représente   la  fonction  y  =  -^.e-'-'-'',  ou  même  simplement  la  fonc- 

N- 
lion  y  =  e-J'-,  quand  on  prend  des  unités  graphiques  convenables  pour  les  abscisses 
et  les  ordonnées. 

Remarquons  encore  que,  si  on  fait  un  changement  d'origine  tel  que  UjU  =  c, 
l'abscisse  nouvelle  du  point  x  =  A/i.  deviendra  Xi=:-{-kh;  et  les  aires  des 
rectangles  seront  proportionnelles  aux  nombres  de  celles  des  valeurs  mesurées  qui 
tombent  dans  les  intervalles  qui  servent,  respectivement,  de  bases  à  ces  rectangles. 

On  pourra,  par  suite,  sans  connaître  la  mesure  ;,  construire,  en  partant  unique- 
ment des  résultats  des  expériences,  une  figure  qui  devra  reproduire  l'aspect  de  la 
courbe  en  cloche,  si  les  erreurs  obéissent  à  la  loi  de  Gauss. 

\  cet  elTel,  on  choisira  arbitrairement  un  nombre  x^.  qu'il  sera  commode  de  prendre 
au  plus  égal  aux  mesures  Uy,  a^,  ...  Un  données  par  les  expériences.  Et  on  placera. 


a:,      Jr„-^A  J:^*2h  x^-^sh 

sur  un  axe  x'x,  le  point  d'abscisse  a„,  ainsi  que  ceux  ([ui  ont  pour  abscisses  les  termes 
de  la  progression  arithmétique  de  raison  h, 

XQ,XQ-\-h,        Xo+2/i,         x„  +  3/1 

Il  sera  inutile  de  figurer  l'origine  des  abscisses;  on  placera  arbitrairement  le  point 
x  =  Xo,  et  les  autres  points,  x  =  x„  +  li,  a:  =  Xo  +  2/i,  x  =  j-o  +  3/>,  ...  s'en  dédui- 
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roQt  on  portant  à  partir  du  premier  une  suile  de  longueurs  égales  à  la  longueur 
arbitraire  i|ue  l'on  aura  adoptée  pour  représenter  le  nombre  h.  Les  points  x  =  a,, 

X  =  ti., .r=:(i,i,  qui  représenteraient  les  diverses  mesures  de  G,  se  répartiraient 

dans  leâ  intervalles  ainsi  obtenus  sur  x'x.  il  suffira  de  construire,  sur  cbaijue  inter- 
valle comme  base,  un  rectangle  dont  la  hauteur  soit  proportionnelle  au  nombre  de 
ceux  de  ces  points  .r^aj.  x  ^  a^,  ...,x=an  qui  tomberaient  dans  cet  intervalle, 
pour  avoir  une  figure,  telle  que  la  figure  ci-dessus,  dont  le  contour  devra  avoir 
l'allure  générale  de  la  courbe  en  cloche;  car,  à  la  iiosition  près,  elle  devra  diiïérer 
peu  de  celle  qui  résulterait  de  notre  première  construction. 

II.  La  méthode  des  moindres  carrés. 

Soit  X|,  X.,,  ...,  .T^  un  certain  nombre  d'inconnues;  on  suppose  que.  pour  les 
déterminer,  on  ait  mesuré  certaines  grandeurs  G,,  Go,  ...,  G»,  fonctions  de  ces 
inconnues.  Les  mesures  exactes  r,,  z^,  ...  zn  de  ces  grandeurs  seraient  données  par 
des  équations,  de  forme  connue, 

(•8)  :i=fi{xi.x., x,,\,     ...,     zn=f,>{xi,x..  ...,x,>), 

en  nombre  n  supérieur  à  p.  On  a  trouvé,  par  l'expérience,  des  valeurs  approchées 
a,,  ...,«„  des  grandeurs  Gp  ...  Gh.  Les  erreurs  ainsi  commises  sont 

"i  =  -1  —  Cl  =./'i(-ri.  x^,  .. .,  Xp)  —  a^,  . ..,  Un  =  z„  —  a»  =/,, (x,,  Xj.  . . .,  x,,)  —  a„. 

En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  au  numéro  413,  on  verra  que  la  probabilité 
(composée!  pour  que  ces  erreurs  se  produisent  simultanément  est  proportionnelle 
au  produit  P  =  5(Uj)q)(Uj)  ...  z>{ui,}.  On  trouvera  donc  les  valeurs  les  plus  probables 
des  inconnues  x,,  x^,  ...,  Xp,  en  écrivant  que  ce  produit  est  maximum. 

Mais  si  on  adopte  la  loi  de  Gauss,  ç(u)  est  proportionnel  à  e— ""';  et  on  pourra 
remplacer  P  par 

c-'"'f.e-''"2  . . .' e-''''-"'n  =  e-'n"î+«H-+"»). 

On  voit  alors  que  pour  rendre  maxima  cette  exponentielle,  dont  l'exposant  est 
négatif,  il  faudra  rendre  cet  exposant  minimum. 

On  obtiendra  donc  les  valeurs  les  plus  probables  des  inconnues  en  cherchanl  celles  qui 
rendent  minitna  la  somme  u^  +  "2  +  •  ■  •  ~f~  "n?  c'est-à-dire  la  somme  des  carrés  des 
erreurs. 

On  est  ainsi  conduit  au  principe  de  la  méthode  des  moindres  carrés,  énoncé  au 
lïuméro  4i0. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  que  les  mesures  de  G,,  . . . ,  G71  étaient  susceptibles 
du  même  degré  de  précision.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  et  si  les  constantes  de  précision 
étaient  respectivement,  dans  les  mesures  de  ces  diverses  grandeurs,  /,,  À^,  ...,  ).n, 
c'est  la  somme  '/'ju'j -\- 't'iu'i -{-  ...  +'■«"«  1^ ''  faudrait  rendre  minima. 
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i.  —  Montrer  que  Tintégrale  Y  lf{a,h).\ogr.dadb,  étendue  à  un 

champ  plan  ;  et  dans  laquelle  r  =  \j{x  —  a)'^  -+-  {y  —  6)%  e.st  une  fonction 
de  X  et  y  qui  satisfait  à  Féquation  aux  dérivées  partielles 

— T  H i  =  0, 

:*x-     ?y 
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si    Ton    suppose    que    le    point    i-v,  y)  n'appartient  pas    au   champ 
d'intégration. 

/>» 
i2.  —  Déduire,  de  la  valeur  de  l'intégrale   f     c""dx,  celle  de  l'inté- 
grale    /    e  "d.v,   où    V   est   un    paramètre   positif;   puis   déduire   de 

«Ml 

l'expression  obtenue,  par  difl'érontialion  sous  le  signe    /  ,  les  valeurs 
des  intégrales 

f   e''".x-"dx,        et  f   e-".x-"dx. 

',i.  —  En  raisonnant  comme  au  numéro  403'"'.  démontrer  al  formule 

/    e-'dv  =  ^ —  /     e-"-'. 

c/n  2         Vit  «^<'  /-  -h  1 

4.  —  Montrer  que  l'intégrale  générale  de  l'équation 

>■*  ::    :'u      iz    ?  Il .. 

.\r  *  ?i/      ?y  '  ?x        ' 

où  u  est  une  fonction  donnée  de  x  et  y,  est  z  =  '^{u),  ï-(u)  étant  une 
fonction  arbitraire  de  u.  (Application  du  numéro  403.) 

5.  —  La  puissance  P  d'une  machine  à  vapeur  (évaluée  en  chevaux- 
vapeur)  est  liée  h  sa  consommation  en  charbon  par  lieure,  C  (évaluée 
en  kilogrammes),  par  une  formule  linéaire  C  =  aP  —  b.  Calculer  les 
constantes  a  et  6  de  cette  formule,  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
en  utilisant  les  données  suivantes,  où  les  nombres  correspondants  sont 
écrits  les  uns  au-dessous  des  autres  : 


pour 


P  =  190 
C  =  332 


U'2 

248 


108 
176 


63 
99. 


6.  —  Calculer  les  constantes  a  et  6  de  la  formule  y^ae''^  par  la 
méthode  des  moindres  carrés,  sachant  que  l'on  a  trouvé  les  valeurs 
respectives 

y,  =  1,8,         ^,  =  6,         .73=14,         j/,  =  42, 
pour 

X,  =  0.  X,  =  1,  ^"3  =  2,  X^:=\. 
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VECTEURS   ET   SYSTÈMES   DE   VECTEURS 


1.  Vecteurs.  Vecteurs  égaux;  opposés:  directement  opposés.  —  Oq 
appelle  ceiteur  W)  un  serment  de 
droite,  limilé  par  les  points  A 
et  B.  sur  lequel  on  a  choisi  un  sens 
de  parcours  qui  va  du  point  A. 
appelé  oriijme,  au  point  B.  appelé  ,---"'  ^ 

extrémité. 

Un  vecteur  est  caractérisé  par  quatre  éléments  :  1"  son  origine  A; 
2°  sa  direction,  qui  est  celle  de  la  droite  qui  le  porte;  3°  son  sens,  qui 
est  celui  d'un  mobile  allant,  sur  la  droite,  de  A  en  B;  4°  sa  grandeur^ 
qui  est  la  distance  AB. 

Nous  désignerons  un  vecteur  par  la  notation  V  ou  AB.  La  grandeur 

sera  souvent  représentée  par  V  ou  par  AB.  La  notation  ^V  où  A-  est  un 
nombre  positif  ou  négatif,  désignera  un  vecteur  de  même  direction 

— > 
que  le  vecteur  V  et  de  grandeur    /«•  V.  Si  /.•  est  positif,  le  sens  sera 

celui  de  V  et  la  grandeur  égale  à  kW.  Si  k  est  négatif,  le  sens  sera 
opposé  à  celui  de  V  et  la  grandeur  égale  à  —  /.V.  Par  exemple,  le  vec- 
teur symétrijue  de  AB  par  rapport  au  point  .\  sera  désigné  par  — V. 
Deux  vecteurs  sont  dits  égaux  ou  équipollents  quand  ils  ne  diffèrent 
que  par  leurs  origines  :  on  peut  passer  de  l'un  à  l'autre  par  une 

translation. 

— >-      —y 
Deux  vecteurs.  V  et  V  sont  dits  opposés  quand  ils  ne  ditlèrent  que 
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par  l'origine  et  le  sens.  Dans  ce  cas  \"  est  égal  à  —  V  et  V  est  égal 

— > 
à  —  V. 


Vecteurs  égaux. 


1/ 


Vecteurs  opposés. 


Vecteurs  directement  opposés. 


Deux. vecteurs  sont  dits  directement  o/)/Jo*é*  lorsqu'ils  sont  opposés 
et  portés  par  la  même  droite. 


2.  Représentation  analytique  d'un  vecteur.  —  Composantes.  —  Soient 
Oxyz  trois  axes  de  coordonnées.  Appelons  X,  Y,  Z,  les  nombres  qui 

mesurent  sur  Or,  Oy,  0-  les  projections 

—V 

du  vecteur  V.  La  projection  sur  Ox,  par 
exemple,  sera  faite  parallèlement  au 
plan  yOz.  Ces  nombres  sont  les  mêmes 

pour    tous   les   vecteurs   égaux   h  V. 

Menons  par  l'origine  0  un  vecteur  OM 


égal  à  V.  Construisons  le  parallélépi- 
pède dont  les  arêtes  sont  parallèles 

aux  axes  et  dont  OM  est  une  diago- 
nale. On  a  : 

ÔP  =  X,         OQ  =  Y,         m  =  Z. 

Les  nombres  X,  Y,  Z  sont  les  coordonnées  du  point  M.  Si,  comme  il 
sera  toujours  supposé  dans  la  suite,  sauf  indication  contraire,  les  axes 
sont  rectangulaires,  le  parallélépipède  est  un  parallélépipède  droit  à 
base  rectangle  et 

ÛM-  =  \'  =  \'  -+-  Y2  -h  Z-. 

—V 

Le  vecteur  .\B  est  entièrement  déterminé  quand  on  connaît  son 
origine  A  et  ses  projections  ou  composantes  X,  Y,  Z.  Le  point  A  peut 
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t'ire  d(!'l('rmiiié  par  ses  coordcmnées  x,  //,  :  cl  le  vecteur  AB  est  alors 
déleriniué  par  les  six  noinijres  : 

X,  y,  z;  \,  Y,  Z. 


3.  Somme  géométrique.  —  Différence.  —  Soient  plusieurs  vecteurs 
^p  ^V  ^3»  ^\'  P^"*  ""  point  quelconque  0  de  l'espace,  menons  le 
vecteur  UA,  égal  à  V,,  puis  le  vecteur  ^^^,  égal  à  \,.  le  vecteur  .AjAj 

—V  -V 

égal  à  Vj,  le  vecteur  AjA^  égal 

à  \^.  Le  vecteur  OA,  est  appelé 
la  soDime  géométrique  des  vec- 
teurs V„  Vj,  Vj,  V^.  11  en  est  de 

— V 

même  de  tout  vecteur  V  égal  à 

-'■>- 
OA^.  On  écrit  : 

Si  l'on  fait  la  mêiue  construction  en  un  autre  point  0',  on  obtiendra 
—V  — > 

un  vecteur  \"  égal  à  V,  car  la  seconde  figure  se  déduit  de  la  première 
par  la  translation  00'. 

Désignons  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  V.  par  X,,  Yj,  Z,.  celles  de 
V,,  etc.;  en  projetant  sur  les  axes  le  contour  O.XiA^AjA.  et  le  côté  de 
fermeture  OA^,  on  aura  : 

X  =  X.  +  X.  +  X3  +  X,  =  ^X, 

z  =  z,  +  z,  +  Z3  -h  z,  =  s  Zi. 

Le  sens  attribué  au  symbole  SX,  est  expliqué  par  l'égalité  corres- 
pondante. 

Théorème  I.  —  La  somme  gêomélrique  ne  change  pas  quand  on  inter- 
vertit l'ordre  des  vecteurs. 

En  efïet,  cela  revient  à  intervertir  Tordre  des  termes  dans  les 
sommes  qui  donnent  X,   Y,   Z.   Ces  sommes  ne  changeant  pas  de 

valeur,  V  demeure  le  même. 

Théorème  H.  —  La  somme  géométrique  ne  change  pas  quand  on 
remplace  plusieurs  vecteurs  par  leur  somme  géométrique. 

En  ertet,  remplacer,  par  exemple,  les  vecteurs  Y^  et  V.  par  leur 
somme  géométrique  dont  les  composantes  sont  (X^H-XJ,  (Y, -i-Y,), 
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(Z., -f-Z.),  revient  à  remplacer,  dans  les  sommes  qui  donnent  \,  Y,  Z, 
deux  termes  par  leur  somme  etFectuée.  Les  sommes  ne  changeant  pas 

—V 

de  valeur,  V  demeure  le  même. 

En  résumé,  les  sommes  géométriques  possèdent  les  mêmes  propriétés 
que  les  sommes  arithmétiques  ou  algébriques. 

Remarque  I.  —  En  se  reportant  à  la  figure  du  paragraphe  2.  on  voit 
que  la  somme  géométrique  des  vecteurs  OP,  OQ,  OH  est  la  diago- 
nale ÔM  du  parallélépipède.  On  peut  donc  écrire  : 

c7m  =  ÔP -+- ÔQ -f- 0  R 
ou  encore  : 

— -V 

Réciproquement,  étant  donné  un  vecteur  OM,  la  construction  du 
parallélépipède  permet  de  le  décomposer  en  une  somme  de  trois 
vecteurs  dirigés  suivant  trois  directions  données  Ox,  0»/,  0:. 

Remarque  II.  —  Le  vecteur  OB  étant  la  somme  géométrique  de  OA 

et  de  AB,  on  voit  que  les  coordonnées  B  de  l'extrémité  du  vecteur  AB 

sont  : 

x-\-\.        ?/-+-V,         :-|-Z. 

Étant  donnés  deux  vecteurs  V,  et  V.,,  on  appelle  différence  de  ces 

vecteurs,   le   vecteur   V   qui,   ajouté  an  second,   donne   une   somme 
géométrique  égale  au  premier.  On  doit  avoir  : 

.  _V  —V  —V 

et  on  écrit  : 

La  figure  montre  que  ce  vecteur  s'obtient  en  prenant  comme  extré- 

— > 
mité,   celle   du  premier  vecteur  V,,  et 

comme  origine,  l'extrémité  du  second 

— > 
vecteur  V^. 

Soit  un  vecteur  d'origine  A(vC,  j/,  z) 

et  d'extrémité  B(j?',  rj\  z').   Le  vecteur 

AB  est  la  diiïérence  des  vecteurs  OB 

et  OA.  O  étant  l'origine  des  coordonnées;  donc  ses  composantes  sont  : 
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4.  Produit  vectoriel.  —  Soienl  deux  vecteurs  V,  et  V^:  le  ])rodiiii 

vi'cto)-irl  lie  \\  )iar  \ ,  est  un  vecteur  V  dclirii  comme  il  suit.  Menons 

par  un  point  (luclconque  0'  le  vecteur  O'A,  égal  à  V,  et  le  vecteur  O'A^ 

égal  à  V...  La  grandeur  du  produit  OA  est  mesurée  par  le  même  nombre 
que  Taire  du  parallélogramme  construit  sur  les  côtés  O'A,  et  O'A.^;  la 
direction  de  ce  vecteur  est  perpendiculaire  au  plan  A,0'A^;  son  sens 

est  tel  que  la  rotation  qui  amène  O'A,  sur  O'A.^,  en  balayant  le  parallé- 
logramme, se  fait  par  rapport  à  un  ol)servaleur  dont  la  tête  est  en  \  et 
dont  les  [)iods  sont  en  0',  dans  le  même  sens  que  la  rotation  diin  angle 
inférieur  à  180"  qui  amène  Ox  sur  Oy  pour  le  même  observateur  placé 
sur'  Oa^,  les  pieds  en  0  et  la  tête  en  2. 

Nous  appellerons  ce  sens  de  rotation,  le  sens  de  rotation  du  Irièdre. 
Ce  sens  demeure  le  même  pour  l'observateur  si  on  remplace,  dans  sa 
définition,  x  par  y.  y  par  z,  z  par  x  ou  bien  x  par  z,  y  par  x,  z  par  y. 
Nous  dirons  que  le  trièdre  0'A,A.^A  a  le  même  sens  de  rotation  ou 
encore,  la  même  orientation,  que  le  trièdre  Oxt/z. 

Quand  le  trièdre  de  coordonnées  est  orienté  comme  dans  toutes  les 
tigui-es  de  cet  ouvrage,  on  dit  que  c'est  un  trièdre  dont  le  sens  de 
rotation  est  direct,  ou,  plus  brièvement,  un  trièdre  direct.  Pour  l'obser- 
vateur placé  le  long  de  0;,  la  rotation  précédente  s'effectue  de  la 
droite  vers  la  gauche  en  passant  devant  lui.  Beaucoup  de  mouvements 


0 
/ 
./ 


J/ 


V 
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C,L 


Cr 


"^'A. 


de  rotation  que  l'on  rencontre  en  Astronomie  ou  en  Mécanique  appli- 
quée, ont  le  sens  direct. 

Tout  vecteur  V  égal  à  0'.\  est  égal  au  produit  vectoriel  de  V,  par  V , 
et  l'on  écrit  :  _v     _v     — v 

V  =  V,xV, 
en  mettant  toujours  le  signe  x.  _, 

La  définition  montre  que  le  produit  vectoriel  de  V^  par  V,  est  un 
vecteur  OA'  opposé  à  V.  On  a  donc  : 


V,XV2  =  -(V,XV,). 
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La  grandeur  V  du  produit  est  égale  à  V,V^,sinO,  0  désignant  l'angle 

—V  —V 

de  V,  et  de  V,  inférieur  à  180°.  Pour  que  le  produit  soit  nul,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'un  des  vecteurs  soit  nul  ou  que  leur  angle  soit  égal  à  0  ou 
à  ISO".  Ainsi  :  le  produit  vectoriel  de  deux  vecteurs  parallèles  est  nul. 
Remarquons  d'ailleurs  que  la  direction  du  vecteur  produit  n'est 
déterminée  que  si  les  vecteurs  ne  sont  pas  parallèles. 

/iemarque  I.  —  On  ne  change  pas  le  produit  vectoriel  de  deu.x. 
vecteurs  en  remplaçant  l'un  deux  par  sa  composante  perpendiculaire  à 
l'autre. 

En  effet,  le  vecteur  O'A,  est  la  somme  géométrique  du  vecteur  O'C, 

dirigé  suivant  O'A^  et  du  vecteur  O'B,  perpendiculaire  à  V^.  Je  dis  que 

\xvt=(yB,x\\. 

La  grandeur  du  vecteur  produit  est  la  même  dans  les  deux  cas. 
puisque  la  surface  du  parallélogramme  construit  sur  \\  et  V.,  est  équi- 

—V  —V 

valenle  à  celle  du  rectangle  construit  sur  O'B,  et  V^.  La  direction  et  le 
sens  du  vecteur  produit  sont  aussi  les  mêmes.  Donc  le  produit  est  le 
même. 

—V 

Remarque  II.  —  Soit  un  vecteur  X  porté  par  O.r  et  mesuré  par  X,  un 

vecteur  Y'  porté  par  Oy  et  mesuré  par  Y'  :  le  produit  X' x  Y'  qui  est 
porté  par  0:  est  mesuré  sur  cet  axe  par  le  nombre  XY'.  En  effet, 
la  grandeur  du  produit  est  bien  égale  à  la  valeur  absolue  de  XY'. 
Si  ces  nombres  sont  de  même  signe,  le  vecteur  produit  a  le  sens  0-,  sa 
mesure  est  positive,  donc  égale  àXY';  si  ces  nombres  sont  de  signes 
contraires,  le  vecteur  produit  a  le  sens  :0,  sa  mesure  est  négative, 
donc  égalé  à  XY'. 

On  a,  de  même.  Z  et  Z'  désignant  les  mesures,  sur  0:,  de  vecteurs 
->— V 
Z,  Z',  portés  par  cet  axe, 

Y  X  X'  ^  —  X'  X  Y  mesuré  sur  0:  par  —  YX' 
— >     — ^ 
Y'XZ'  —  0i:par-t-YZ' 

~ZxY'  —  —  T><Z  —  Oxpar— ZY' 

ZxX'  —  Oy  par  +  ZX' 

jtx?— —  Z^X?  —  Oî/par— XY'. 

Théorème.  —  Pour  rnulfiplier  une  somme  de  vecteurs  par  un  vecteur^ 
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il  suffît  de  multiplier  par  ce.  vecteur  r/ia(jiie  tenue  de  la  Sinnme  et  de  faire 
la  somme  des  résultats. 

Dans  cet  énoncé,  le  mot  somme  a  le  sens  de  somme  géométrique  et 
le  mot  multiplier  signilie  :  faire  le  produit  vectoriel. 

il  faut  établir  que  : 


— >      —>     —V     — r- 


[a  -{-  b  -\-  c)  X  m  =  a  X  m  -^  h  X  m  -\-  c  X  VI . 
Démontrons-le  d'abord  pour  une  somme  de  deux  vecteurs  : 


->■     —y     —V     — > 


{a-{-  b)xm^=aXf'i  ~h  bxm. 

Donnons  aux  trois  vecteurs  la  même  origine  0  et  soit  (P)  le  plan 
perpendiculaire  en  0  au  vecteur  m.  Les  vecteurs  a  et  b  se  projettent 


orthogonalement  sur  (P)  suivant  les  vecteurs  a  et  p.  Le  parallélogramme 

construit  sur  a  et  6  se  projette  suivant  le  parallélogramme  construit 

sur  a  et  ^,  et  la  diagonale  du  premier,  c'est-à-dire  a-hb  a.  pour  projec- 

V 

tion  la  diagonale  a-hp  du  second.  Dans  chaque  produit,  nous  pouvons 

remplacer  le  vecteur  multiplicande  par  sa  projection  sur  (P). 

Il  suffit  donc  de  démontrer  l'égalité 


-V      —y     — > 


(a  +  fi)  X  m  =  z  X  m  +  p  X  m. 

Plaçons  le  plan  (P)  dans  le  plan  de  la  figure  et  supposons  le  vecteur 

m  dirigé  au-dessus  de  la  feuille.  Co  vecteur  sera  représenté  sur  le 
dessin  par  le  point  0. 

Pour  faire  le  produit  axwi,  il  suffit  de  faire  tourner  le  vecteur  a  d'un 
angle  droit  dans  le  sens  de  Ox  vers  0:  par  rapport  à  Oy  et  de  multiplier 
par  m  sa  grandeur  a;  l'opération  est  la  même  pour  les  vecteurs  |i,  et 
3L-r-^.  Or,  on  peut  faire  tourner  d'un  angle  droit  le  premier  parallélo- 
gramme tout  entier  et,  après  la  rotation,  multiplier  ses  dimensions  par 
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711  en  gardant  le  sommet  0.  La  nouvelle  figure  est  aussi  formée  par  un 
parallélogramme  et  sa  diagonale. 

Donc,  le  vecteur  [x-h  p)Xm  étant  la  diagonale  du  parallélogramme 

construit  sur  les  vecteurs  xXm  et  [IX»»,  on  a  bien  l'égalité  géomé- 
trique 

^V  — :►         _V         _V        —V         _V 

(a  H-  fJ)  X  »H  =  a  X  m  -h  fi  X  "'. 

et  la  proposition  est  établie. 

Pour  passer  au  cas  dune  somme  do  trois  termes,  nous  écrirons  : 


a-{-b-hc^a-\-b-hc  =  a-\-a' 

en  désignant  par  a'  le  vecteur  b  -h  c=z  /j  -hc. 
On  a  alors,  daprès  ce  qui  précède, 


{a^b-+-  c)X7n  =  {a  ~  a')  X  wi  =  a  X  nt  -4-  a'  X  m. 
De  même, 

a'  X  m  =  (b  -+-  c)  Xm  :=  bx  m  -i-  c  X  >n  ; 

— >     —>■- 
donc,  en  remplaçant  a'  xm  par  sa  valeur, 


— y         —v      —V      —V      — V 


[a  -{-  b  -\-  c)  X  7)1  =  a  X  m  ■+-  b  X  m  -+-  c  X  m. 

On  démontrerait  la  même  propriété  pour  quatre  ternies,  puis 
cinq,  etc. 

Conséquence.  —  Pour  multiplier  une  somme  par  une  somme,  il  suffit 
de  multiplier  chaque  terme  de  L'une  par  chaque  terme  de  l'autre  et 
d'ajouter  les  résultats. 

Cette  conséquence  se  démontre  comme  en  arithmétique. 

En  résumé,  le  produit  vectoriel  possède  la  propriété  dislribulive 
des  produits  algébri(jues,  mais  ne  possède  pas  la  propriété  commu- 
tative,  celle  qui  est  relative  à  l'interversion  de  l'ordre  des  facteurs. 

Application.  —  Connaissant  les  composantes  X,  Y,  Z  du  vecteur  V, 
et  les  composantes  X',  Y',  Z'»du  vecteur  V,  trouver  les  composantes 
du  vecteur  V  x  V. 

On  a  :  "v  ^Îh-Y+T 

V'^Vh-Y'  +  Z' 
d'où 

"v  xv  =  (X -+-"y -h'z)  X  (X' 4- V  +  ?), 
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et,  en  effectuant, 


V  X  V  =  X  X  X'  +  Y  X  Y'  4-  Z  X  Z' 

-V 


-+-YxZ'-f-ZxY' 

+"xxr+Txr. 


Les  produits  de  la  première  ligne  X  x  X',  Y  x  Y',  Z  X  Z'  sont  nuls. 
Les  deux  vecteurs  de  la  seconde  ligne  sont  portés  par  Ox  et  mesurés 
sur  cet  axe  par  YZ'  et  —  ZY';  leur  somme  est  un  vecteur  mesuré  sur 
Ox  par  YZ'  —  ZY';  de  même,  la  somme  de  la  troisième  ligne  est  un 
vecteur  porté  par  Oj/  et  mesuré  par  ZX'  —  XZ';  la  somme  de  la 
dernière  ligne  est  un  vecteur  porté  par  0:  et  mesuré  par  XY'  —  YX'. 

Le  produit  V  x  V  est  la  somme  de  trois  vecteurs  portés  par  Ox,  Oj/, 
0:  :  ces  vecteurs  définissent  ses  composantes;  ils  ont  pour  mesures 

YZ— ZY',         ZX  —  XZ',         XY— YX'. 

5.  Produit  scalaire.  —  On  associe  à  deux  vecteurs  V  et  V  un  nombre 
que    l'on    appelle    leur    produil  scalaire  et   qui  est  égal  à  VV'cosO, 


1/ 

0  désignant  l'angle  de  ces  vecteurs.  On  se  sert  pour  représenter  ce 
produit  de  la  notation  V.V  ou  simplement  V  V.  On  a  donc 

^7^=^  V  =  VV'cos6. 

Ce  produit  est  nul  quand  l'un  des  vecteurs  est  nul  ou  quand  ils  sont 
perpendiculaires.  Il  est  positif  ou  négatif  suivant  que  l'angle  des 
vecteurs  est  aigu  ou  obtus. 

Projetons  orthogonalement  V  sur  V  :  la  projection  est  le  vecteur 
OH  mesuré  par  V'cosO,  et 

V  V'  =  V.âH  =  YProj.r; 

donc  le  produit  scalaire  est  égal  au  produit  de  la  grandeur  de  lun  des 
vecteurs  par  le  nombre  qui  mesure  la  projection  de  Taulre  sur  l'axe 
qui  a  la  direction  et  le  sens  du  premier. 
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Dans  le  produit  scalaire,  on  peut  inlerverlir  l'ordre  des  deux 
facteurs  : 

^^v  =  v"''v. 

Théorème.  —  Le  produit  scalaire  d'une  somme  géométrique  par  un 
vecteur  est  la  somme  algébrique  des  produits,  par  ce  verteur.  de  chacune 
des  parties  de  la  somme. 


{a  -h  b  -{~c)  m  =  a  m-\-  b  m  -i-  c  m. 

On  a.  en  effet,  en  projetant  orthogonalement  les  vecteurs  o,  b,  c, 

sur  le  vecteur  m. 

a  .nf=z  m  .  Proj.a, 

b  .tu  =  m  .  Proj.  b, 

c  .m=z  m  .  Proj .  c  ; 
et,  en  ajoutant, 

a  m  ~  b   m-h  c   m  =  m  { Proj .  a  -f-  Proj .  b  -h  Proj .  c)  ; 

or.  d'après  le  théorème  des  projections, 


Proj .  a  -^  Proj .  b  -+-  Proj .  c  =  Proj  .a  -]-  b  -h  c, 
donc 


a  m-\-  b  m-t-c  m  =  m  .  Proj .  a  H-  6  -^  c  =  (a  -h  6  -f-  c)  m. 

Le  produit  scalaire  a  les  mêmes  propriétés  que  le  produit  de  deux 
nombres  en  arithmétique,  mais  sa  définition  ne  s'applique  qu'à  deux 
facteurs. 

Remarque.  —  Le  produit  scalaire  de  deux  vecteurs  portés  par  Ox 
et  mesurés  sur  cet  axe  par  X  et  X'  est  égal  à  XX'. 

En  effet,  si  X  et  X  sont  de  même  signe,  le  produit  scalaire  est 
positif  puisque  0  est  nul;  il  est  égal  à  XX'.  Si  X  et  X'  sont  de  signes 
contraires,  le  produit  est  négatif  puisque  O^t:;  il  est  encore  égal  à 
XX'  qui  est  ici  négatif. 

Le  produit  scalaire  de  deux  vecteurs  portés  par  des  axes  rectan- 
gulaires différents,  Ox  et  Oy  par  exemple,  est  égal  à  zéro. 

Application.  —  Calculer  le  produit  scalaire  des  vecteurs  V  et  V,  de 
composantes  X,  Y,  Z  et  X',  Y',  Z'. 
On  a  : 

v"  v  =  (X -hT-t-  zt (? + r  +  ?)  =  \  ?  -f- y"  r -f-  z  r, 
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car  les  autres   termes  du  développement  sont  nuls  comme  produits 
scalaires  de   vecteurs  orthogonaux.  Comme  XX'=:XX',  etc.,  il  vient 

V^V^=XX  -hYY '^   ZZ  . 

On  dc(Iiiil  (le  là  «jUR  la  condition  d'ortliogonalité  d(;  deux  vecteurs 

est 

XX'4- YY'-hZZ'  =  (). 

6.  Moment  d'un  vecteur  par  rapport  à  un  point.  —  La  notion  de 

moment,  très  importante  en  Mécaniiiue,  se  rattache  à  celle  de  produit 

vectoriel. 

—y 
Soit  un  vecteur  AB  et  un  point  0  : 

— y 

le  moiiD'iit  du  vecteur  AB  par  rap- 
port au  point  0  est  un  vecteur  OG, 
d'origine  O,  dont  la  grandeur  est 
mesurée  par  le  même  nombre  que 
le  produit  de  la  grandeur  AB  du 
vecteur  par  la  distance  OH  du 
point  0  à  ce  vecteur.  La  direction       ^ 

de  OG  est  perpendiculaire  au  plan  O.VB  et  le  sens  tel  que,  si  OC  est 

un  vecteur, égal  à  AB,  le  trièdre  OHCG  ait  la  même  orienlation  que  le 
Irièdre  de  coordonnées. 

Le  produit  AB  X  OH  représente  la  surface  du  parallélogramme  OABC 
construit  sur  OA  et  AB;  on  voit  donc  que  le  moment  n'est  autre  que  le 

produit  0.\X  AB  auquel  on  a  donné  l'origine  0. 

Un  moment  est  un  produit  vectoriel  dont  on  a  fixé  l'origine  . 

Le  moment  demeure  le  même  quand  le  vecteur  AB  se  déplace  sur 
la  droite  qui  le  porte.  En  effet,  les  quatre  éléments,  origine,  grandeur, 
direction  et  sens  de  ce  moment  demeurent  invariables.  Nous  désigne- 
rons le  moment  de  V  par  la  notation  .11>'  V. 

Pour  que  le  moment  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  le  produit 
ABxOH  soit  égal  à  zéro,  c'est-à-dire  que  AB  ou  OH  soit  nul.  Ainsi, 
le  moment  d'un  vecteur  par  rapport  à  un  point  0  est  nul  quand  le 
vecteur  est  nul  ou  quand  le  point  0  est  situé  sur  la  droite  qui  porte  le 
vecteur  et  dans  ces  de.ux  cas  seulement. 

Vecteurs  de  même  origine.  —  Théorème.  —  Soient  PA,  PB,  PC,  des 
vecteurs  de  même  origine  P.  Construisons  au  point  P  la  somme  géo- 
métrique PR  de  ces  vecteurs.  Nous  allons  établir  le  théorème  suivant  : 
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Le  moment,  par  rapport  à  un  point  0,  de  la  somme  géométrique  V\{ 

des  vecteui's  PA,  PB,  PC  est  la  somme  géométrique  des  moments  de  ces 
vecteurs  par  rapport  à  ce  point  0. 


Appelons. fl,   6,  c   les  vecteurs  PA,   PB,   PC,  cl  m,  le  vecteur  OP, 


on  a 


Or, 


PR  =  (a  H- *  H- c), 


.lb'PR  =  mX(a  +  6-hc). 


ou 


m  X  {a  -{-  b  -h  c)  =  m  X  o  -h  m  X  b  -^  771  X  o, 

Ah'  PR  =  .11'  PA  -+-  Al'  PB  -h  M'  PC. 

Composantes  du  mo7nent.  —  Soit  un  vecteur  V,  d'origine  A  [x,  y,  z)  e. 
de  composantes  X,  Y,  Z.  Désignons  par  L,  M,  N  les  composantes  du 

moment  OG  de  V  par  rapport  à  l'origine  0  des  coordonnées.  Ce  sont 

les  composantes  du  produit  OA  X  V  de  deux  vecteurs  dont  les  compo- 
santes sont  X,  y,  z  et  X,  Y,  Z;  donc 

L  =  yZ—zY,         ^\  =  z\  —  xZ,         'S  =  xY  —  yX. 
Remai^que.  —  Les  six   nombres  X,  Y,  Z,  L,  M,   N  s'appellent  les 
€oordo7mées  du  vecteur  V.  Elles  demeurent  les  mêmes  quand  le  vec- 
teur V  se  déplace  sur  la  droite  qui  le  porte. 
Puisque  V  et  OG  sont  orthogonaux,  on  a  : 
LX-i-MY-4-NZ=0, 

comme  on  le  vérifie  aussitôt  par  le  calcul. 

Réciproquement,  si  on  se  donne 
six  nombres  satisfaisant  à  celte  rela- 
tion et  tels  que  les  trois  premiers 
X,  Y,  Z  ne  soient  pas  nuls  tous  les 
trois,  ils  définissent  un  vecteur  dont 
l'origine  est  indéterminée  sur  la  droite 
qui  le  porte. 

En  efîet,  supposons  que  L,  M,  N 
ne  soient  pas  tous  nuls  et  menons  le 

vecteur  OG  qui  a  pour  composantes 

L.   M,   N.   Le  vecteur  V  cherché   est 

placé  dans  le  plan  perpendiculaire  à  OG  au  point  0.  plan  qui  contient 
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par  hypotlièse,  le  vecteur  011,  de  composantes  X,  Y,  Z.  La  droite  qui 

— >- 
porte  V  est  parallèle  à  la  droite  OH  et  la  dislance  de  ces  deux  droites 

est  prTj,  On  mènera  donc  la  perpendiculaire  au  plan  GOH  au  point  0 

OG 
OH 


et  on  portera  sur  cette  droite  un  segment  KO  dont  la  longueur  est 


et  le  sens,  tel  que  le  trièdre  trirectangle  OKIIG  ait  la  môme  orientation 

—y 
que   le   trièdre   Oxyz.  Le  vecteur  V, 

égal  à,  OH,  est  porté  par  la  parallèle 
à  OH  menée  par  K.  Si  L,  M,  N  sont 

tous   nuls,   le   vecteur  V  doit  passer 

-y 
par  (),  il  est  égal  à  OH  et  porté  par  la 

droite  OH. 

Calculons  les  composantes  L',  M',  N' 

du  moment  O'G'  par  rapport  au  point 

— ^       — V  — V 

0'{x'xj'z').  Ce  sont  celles  du  produit  vectoriel  O'AxV;  Or,  O'A  a  pour 

composantes  {x  —  x'),  (y  —  ?/'),  (:  —  ;'),  donc 

L'  =(î/-y')Z-(.  -  OY  =  L  -(y'Z  -  s'Y), 
M'  =  (z  —  z')X  —  (a?  —  x')  Z  =  M  —  (:'  X  —  ar'Z), 
N'  =  (J7  —  x')  Y  —  (y  —  y')  X  =  N  —  (a;'Y  —  y'X).    . 


Remarque.  —  Supposons  le  point  0'  sur  0-,  on  a  a;'  =  t/'  =  0  et, 

par  suite,  N'  =  N.  La  projection  sur  Oz  du  vecteur  O'G'  est  toujours 

mesurée  par  le  même  nombre.  La  valeur  de  ce  nombre  est  xY  —  j/X. 

— > 
Projetons  orthogonalement  le  vecteur  AB  sur  le  plan  des  xy,  la 

projection  ab  de  ce  vecteur  a  pour  composantes  X,  Y,  0;  les  coor- 
données de  son  origine  a  sont  a?,  y,  0  et  son  moment  par  rapport  au 
point  0,  évidemment  dirigé  suivant  0:,  a  comme  composantes 

0,  0,  i\— >rY  — j/X. 

Comme  tout  axe  de  l'espace  peut  être  pris  comme  axe  des  z,  nous 
pouvons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  La  projection  sur  un  axe  du  moment  d'un  vecteur  V  par 
rapport  à  un  point  quelconque  de  cet  axe  a  toujours  la  même  valeur 
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Elle  est  égale  au  nombre  qui  mesure,  sur  cet  axe,  le  movient  de  la  pro- 

— >-  — V 

jection  v  du  vecteur  V  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Caxe,  par  rapport 

au  pied  de  Faxe  sur  ce  plan. 

7.  Moment   d'un   vecteur   par  rapport  à  un  axe.  —  On  appelle 

—V 

moment  d'un  vecteur  Y  par  rapport  à  un  axe  A  le  nombre  qui  mesure, 

sur  cet  axe,  la  projection  du  moment  du 

vecteur  V  par  rapport  à  un  pniuL  de 
Taxe  ou  encore  le  nombre  qui  mesure, 
sur  cet  axe,  le  moment  de  la  projection 

du  vecteur  V  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  Taxe  pris  par  rapport  au  pied  de 
l'axe  sur  le  plan. 

Sur  la  ligure,  on  a  pris  l'axe  A  comme 
axe  des  z.  Le  moment  est  mesuré  sur 
Taxe  par  ±a6xOp,  Op  désignant  la 
dislance  de  0  au  vecteur  ab.  Pour  que 
ce  moment  soit  nul.  il  faut  et  il  suffit, 

ou  bien  que  ab  soit  nul,  et  le  vecteur  AB 
est  alors  nul  ou  parallèle  à  l'axe,  ou 
bien  que  Op  soit  nul  et  ab  passe  alors 
par  0;  dans  ce  cas,  AB  rencontre  l'axe. 
Donc,  pour  que  le  moment  par  rapport  à  A  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  vecteur  soit  nul  ou  dans  un  même  plan  avec  l'axe. 

Le  point  p  est  la  projection  d'un  point  P  du  vecteur  AB.  La  parallèle 
à  pO,  menée  par  P,  rencontre  0:  en  Q  :  PQ  est  la  perpendiculaire 
commune  à  A  et  à  la  droite  AB:  en  effet  PQ  est  perpendiculaire  à  A 
puisqu'elle  est  parallèle  à  Op  et  elle  est  perpendiculaire  à  AB 
puisqu'elle  est  perpendiculaire  k  ab  et  à  Pp,  donc  au  plan  proje- 
tant AB.  On  aO/)  =  PQ=o;  o^  est  la  plus  courte  distance  du  vecteur 

et  de  l'axe.  Soit  a  l'angle  du  vecteur  AB  et  de  Taxe;  la  longueur  de  ab, 

projection  de  .\B,  est  V  sina,  le  moment  par  rapport  à  l'axe  a  donc 

pour  expression  : 

Hz Vo  sina. 

8.  Système  de  vecteurs.  —  Résultante  générale.  —  Moment  résul- 
tant. —  On  appelle  système  de  vecteurs  l'ensemble  de  plusieurs 
vecteurs. 

Soit  0  un  point  quelconque  de  l'espace  et  soit  un  système  de  vec- 
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leurs,  V,,  V.^,  Vj,  V^  par  exemple.  On  appelle  résnllnnti;  ffénérale  de  ce 
système  la  somme  géomélri(iue  de  ces  vecli-urs.  On  appelle  moment 

r'snllant  du  système,  fin  point  U,  la  somme  géomt-trique  OG  des 
momerils  des  vecteurs  par  rapport  au  point  0.  On  appelle  moment 
n'sultanl  par  rapport  à  un  axe  A,  la  somme  des  moments  des  vecteurs 
par  rapport  à  A,  Si  l'on  prend  un  point  riuelconque  0  sur  A,  les 
moments  des  vecteurs  par  rapport  à  A  sont  les  mesures  des  projections 

sur  A,  des  moments  OG,,  OG^,  OG3,  OG^  des  vecteurs  par  rapport  à  0. 
Leur  somme  est  égale  à  la  mesure  de   la   projection  sur  A  de  leur 

somme  géométrique,  c'est-à-dire  tiu  moment  résultant  OG.  Donc  : 

Pour  avoir  le  moment  résulhint  par  rapport  n  un  axe  A,  il  suffit  de 
projeter  sur  cet  axe  le  moment  résultant  en  un  point  0  de  l'axe. 

Expressions  analytiques.  —  Calculons  les  composantes  X,  Y,  Z  de  la 
résultante  générale  et  les  composantes  L,  .M.  N.  du  moment  résultant 
à  l'origine.  On  a  : 

X  =  X,  -H  X,  4-  X3  -h  \.=  V  X„ 
Y  =  Y,H-Y.,-4-Y3-+-Y,  =  i:Y„ 
Z  =  Z, -|-Z3-^-Z3-hZ,=lZ;; 
L  =  L.  +  U  -+-  L3  -^  L,  =  1  L„ 
M  =  M, -+- M, -t- M3 -h  M,  =  S  Mi. 
■  N  =  N,  -h  N,'-h  N3  -+-  n/  =  S  N,-. 

X,,  Y,,  Zm  Li,  M,,  N,  étant  les  coordonnées  du  vecteur  V,  (i  :=  1,  2,  3,  4). 

Formons  les  composantes  L',  M',  N'  du  moment  résultant  O'G'  en  un 
point  quelconque  0'{x',  y\  z')  de  l'espace.  On  a  : 

L';=L,  —  i/'Zj+:.'Y,, 

L'.,  =  L.,  —  ij'Z,-^.z'\\_, 

L',=  L,  — i/'Z.-+-:'Y.,  ^ 

d'où,  en  ajoutant, 

L  =L  — y'Z-f-^'Y. 

On  calcule  de  même  M',  N',  on  a  donc  : 

V  =  L-{y'Z-z'Y), 
M'  =  M  — (-'X  — x'Z), 
X'=:N  —  (x'Y  — ?y'X). 

Couple.  —  On  appelle  couple  un  système  de  vecteurs  dont  la  résul- 
tante générale  est  nulle.  Si  l'on  suppose  : 

\=z\  =  Z=0 
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dans  les  formules  précédentes,  elles  donnent 

L'=:L,         M'  =  M,         N'=N. 

Ainsi,  dans  un  couple,  le  moment  résultant  est  le  même  en  tous  les 
points  de  l'espace.  Ce  vecteur  s'appelle  axe  du  couple. 

Le  couple  le  plus  simple  est  formé  par  deux  vecteurs  opposés  :  on 
l'appelle  couple  élémenlaire.  En  prenant  le  point  0  sur  l'un  des  vec- 
teurs V,  le  moment  résultant  se  réduit  au 
moment  de  l'autre  vecteur  V,  puisque  le 

—V 

moment  de   V  est  nul,   La  grandeur  de 
l'axe   du    couple  est   donc   VxOH;    OH 
s'appelle  le  bras  de  levier  du  couple. 
C'est    ce    cas    simple   d'un    couple    de 
vecteurs  qui   a  fourni   le   nom   pour   le   cas   général. 

Système  de  vecteurs  équivalent  à  zéro.  —  On  dit  qu'un  système  de 
vecteurs  est  équivalent  à  zéro  quand  la  résultante  générale  est  nulle  et 
le  moment  résultant  nul  en  tout  point. 

Il  suffit  que  la  résultante  générale  soit  nulle  et  que  le  moment 
résultant  soit  nul  en  un  point  particulier  0;  en  effet,  pour  le  moment 
résultant  en  un  autre  point  0',  les  formules  qui  donnent  L',  M',  N' 
montrent  que  ces  nombres  sont  nuls  lorsque  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  sont  nuls. 


LIVRE   I 
CINÉMATIQUE 


CHAPITRE  I 

GÉNÉRALITÉS 

9.  But  de  la  Cinématique.  Ses  divisions.  —  La  Cinématique  étudie 
les  rapports  existant  entre  les  déplacements  des  corps  et  le  temps 
employé  pour  eflectuer  ces  déplacements. 

La  Géométrie  étudie  les  propriétés  des  déplacements  qui  ne  font  pas 
intervenir  la  notion  de  temps,  par  exemple,  la  forme  des  courbes 
décrites  par  les  points  du  corps  déplacé. 

Une  seule  unité  est  nécessaire  pour  les  mesures  faites  en  Géométrie  : 
l'unité  de  longueur. 

La  Cinématique  utilise,  pour  mesurer  les  longueurs  et  le  temps,  une 
unité  de  longueur  (centimètre,  mètre,  kilomètre,  suivant  les  cas)  et 
une  unité  de  temps  (seconde  de  temps  moyen,  heure,  jour). 

En  Mécanique,  on  appelle  point  matériel  une  quantité  de  matière- 
assez  petite  pour  que  son  assimilation  à  un  point  géométrique 
n'entraîne  que  des  erreurs  négligeables  par  rapport  aux  erreurs  des 
mesures. 

Un  corps  est  considéré  comme  une  constellation  de  points  matériels. 
Dans  un  fluide  (liquide,  gaz),  ces  points  peuvent  se  déplacer  les  uns 
par  rapport  aux  autres.  Dans  un  solide  invariable,  on  suppose  que  les 
distances  mutuelles  des  points  matériels  demeurent  constantes.  Il 
n'existe  pas  dans  la  nature  de  solide  invariable  ;  tous  les  corps  se 
déforment.  Mais  on  peut,  dans  une  première  approximation,  supposer 
invariables  les  solides  dont  la  déformation  est  faible. 
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On  est  ainsi  conduit  à  diviser  en  plusieurs  parties  rétude  de  la 
Cinématique.  On  s'occupe  d'abord  de  la  Cinématique  du  point,  puis 
de  la  Ciut'inntiquc  des  systèmes,  c'est-à-dire  des  systèmes  de  points. 
Celle-ci  comprend  la  Cinématique  des  systèmes  invariables  ou  Cinéma- 
tique du  corps  solide  et  la  Cinématique  des  corps  déformahles. 

Nous  nous  bornerons  aux  éléments  de  la  Cinématique  du  point  et  à 
une  partie  de  la  Cinématique  du  solide. 

9'".  Relativité  du  mouvement.  —  Lorsqu'on  dit  qu'un  corps  est  en 
mouvement,  cela  signifie  que  les  distances  d'un  point  de  ce  corps  aux 
points  d'un  autre  corps  (S)  varient  avec  le  temps.  L'idée  de  mouve- 
ment exige  la  présence  d'un  système  de  comparaison  (S)  auquel  le 
mouvement  est  rapporté.  Observer  qu'une  moucbe  se  déplace  en  volant 
dans  une  pièce,  c'est  avoir  pris,  par  exemple,  les  murs  et  le  plancher 
comme  système  de  comparaison  (S)  et  constaté  que  les  distances  de 
la  mouche  à  ces  plans  varient  avec  le  temps. 

Si  l'on  change  de  système  de  comparaison,  on  a  un  autre  mouve- 
ment. Si  une  mouche  vole  dans  un  compartiment  de  chemin  de  fer,  je 
mouvement  ne  sera  pas  le  même  si  l'on  prend  comme  système  de 
comparaison  (S)  les  parois  du  wagon  ou  le  système  (S')  formé  par  une 
gare.  Si  la  mouche  se  pose  sur  une  paroi,  elle  est  immobile  par  rap- 
port à  (S)  et  en  mouvement  par  rapport  à  (S'). 

Nous  serons  ainsi  amenés  à  étudier  le  problème  du  changement  de 
système  de  comparaison.  Nous  représenterons,  en  général,  un  système 
(S)  au  moyen  de  trois  axes  rectangulaires  supposés  matériellement 
réalisés  dans  ce  système. 
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10.  Trajectoire.  —  Équations  du  mouvement.  —  On  appelle  trajec- 
toire la  courbe  décrite  par  un  point  matériel  en  mouvement. 

Si  la  trajectoire  est  une  droite,  on  dit  que  le  mouvement  est  recti- 
ligne;  si  la  trajectoire  n'est  pas  une  droite,  le  mouvement  est  dit 
cwviiigne. 

La  position  du  point  matériel  M  est  déterminée  lorsque  le  nombre  t, 
qui  mesure  le  temps  à  partir  d'une  certaine  origine  du  temps,  est 
déterminé.  Les  coordonnées  x\  y,  z  de  ce  point,  par  rapport  à  un 
système  d'axes  de  comparaison,  sont  donc  des  fonctions  du  temps, 
/"(/),  g{t),  h{t).  Les  équations 

■^=m,     ,v=,7(o<     z=h{i), 

s'appellent  les  équations  du  mouvement. 

Si  la  trajectoire  (C)  est  connue,  on  pourra  définir  de  la  manière 
suivante    la    position    du    mobile. 

Choisissons  sur  la  courbe  (C)  un  sens 
de  parcours  (indiqué  sur  la  figure  par 
une  flèche)  que  nous  appellerons  le 
sens  positif. 

Soit  0  une  origine  fixe  prise  sur  la 
courbe. 

La  position  d'un  point  M  de  la  courbe  sera  définit^  par  un  nombre  s 
dont  la  valeur  absolue  mesure  la  longueur  de  l'arc  OM  et  qui  sera 
positif  ou  négatif  suivant  que,  pour  aller  sur  la  courbe  de  0  vers  M, 
on  se  déplace  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  contraire.  Le 
nombre  s  s'appelle  Vabscisae  curviligne  du  point  M. 
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Quand  un  poinl  M  se  meut  sur  la  courbe  (C).  le  nombre  s  est  une 
fonction  F(/)  du  temps.  L'équation 

s=[-{t) 
s'appelle  Vèquation  du  mouvement  sur  lu  trajectoire. 

11.  Vecteur  vitesse.  —  Valeur  algébrique  de  la  vitesse.  —  Soit  M  la 
position  du  mobile  à  l'instant  t,  U  sa  position  à  un  instant  postérieur 

f  -h  A/;  Ai  est  positif. 

Imaginons  un  autre  mobile 
qui  se  déplacerait  sur  la  corde 
MM'  d'un  mouvement  uni- 
forme dans  le  sens  de  M  vers 
m'  et  passerait  en  ces  points 
aux  mêmes  instants  que  le 
premier   mobile;   la  vitesse 

Portons  sur  la  corde  MM'  un 


de  ce  mouvement  uniforme  serait 


^t 


vecteur  MQ  de  même  sens  que  le  vecteur  MM'  et  dont  la  grandeur 
ce  vecteur  s'appellera  le  vecteur  vitesse  moyenne  du  mouve- 


est 


\t 


ment  considéré  pendant  l'intervalle  de  temps  A  t. 

Faisons  décroître  A  f  jusqu'à  zéro,  la  demi-droite  MQ  a  pour  position 
limite  une  demi-droite  MP  tangente  en  M  à  la  trajectoire  (C).  La  gran- 
deur de  MQ  a  une  valeur  limite  car 

MM'      corde  MM'   arc  MM'. 


\t 


arc  M  M' 


M 


le  rapport  de  la  corde  à  l'arc  a  pour  limite  l'unité;  le  rapport 
As 


arc  MM' 


est  égal  à 


M 

sa  limite  est 
toire  est 


,  s  et  5+ As  étant  les  abscisses  curvilignes  de  M  et  M'; 
ds 


dt 


=  'F'(/)|,  si  l'équation  du  mouvement  sur  la  trajec- 

s  =  F(/j. 

Donc  MQ  a  pour  limite  \  F'  (/)  | . 

Nous  dirons  que  le  vecteur  MQa  pour  limite  le  vecteur  V,  d'origine  M, 

\ds 
porté  par  la  demi-droite  MP  et  dont  la  grandeur  V  est  égale  à    -t^  • 

Lorsque  \t  tend  vers  zéro,  le  vecteur  MQ  est  aussi  voisin  qu'on  le  veut 
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-^  —y  . 

du  vecteur  V.  Le  vecteur  V  esl  appelé  le  vecteur  vilessf  du  point  M  à 

l'instant  /.  Sa  grandeur  et  sa  position  varient,  en  général,  avec  le  temps. 

Si  la  grandeur  V  est  constante,  on  dit  que  le  mouvement  est  uniforme. 

Nous  définirons  sur  la  lan-  . 

génie   en  M  à   la  courbe  (C)  ^^      ^ 

une  direction  positive.  Soit  M  _  +    \ 

et  M,  les  points  de  la  courbe 

dont   les   abscisses  sont   s  et 

s-l-A*.    As   etanl   positif.    La 

doini-droite  MM,  a  pour  limite 

la    demi-droilt!    MT,    appelée 

demi-langenle     positive.     Le 

sens  de  .M  vers  T  est  le  sens  positif  de  la  tangente  T'T. 

Si    ij  est  positif,  s  croît  avec  /,  le  point  M'  est  du  même  coté  de  M 

que  le  point  M,,  sur  la  courbe  (C);  la  demi-droite  MP  coïncide  avec  MT 

-^  .  ds 

et  le  vecteur  V  a  le  sens  positif  de  la  tangente.  Si  -rz  est  négatif,  le 

point  M'  et  le  point  M,  sont  de  part  cl  d'autre  de  -M;  la  demi-droite  MP 

coïncide  avec  MT'  et  le  vecteur  V  a  le  sens  négatif  de  la  tangente.  Le 

nombre  i'=  jy  est  la  mesure  algébrique  du  vecteur  V  sur  l'axe  T'T. 

On  l'appelle  la  valeur  algébrique  de  la  vitesse. 

Remarque.  —  Dans  la  pratique,  le  mot  vitesse  est  souvent  employé 
à  la  place  de  l'expression  :  grandeur  du  vecteur  vitesse,  lorsque  la 
direction  et  le  sens  de  ce  vecteur  sont  évidents  ou  lorsqu'on  ne  porte 
pas  son  attention  sur  eux;  c'est  ainsi  que  l'on  dit  :  la  vitesse  d'un 
train,  la  vitesse  d'un  aéroplane. 

Composantes  du  vecteur  vitesse.  —  Le  vecteur  vitesse  moyenne  a 
comme  composantes 

Aar  Ay  Az 

Â7'         ^'         a7' 

si  les  coordonnées  de  M  sont  x,  y,  z  et  celles  de  M', 

j?-f-A.r,         y-j-ly,         z-h^z. 

Les  valeurs  limites  de  ces  rapports  sont 

Ce  sont  les  composantes  du  vecteur  vitesse  V,  car  si  l'on  trace  le 
vecteur  V,  d'origine  M  et  qui  admet  ces  composantes,  le  vecteur  MQ 
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est  aussi  voisin  de  lui  qu'on  le  veut.  Le  vecteur  V,  est  donc  le  vecteur 

limite  de  MQ,  il  coïncide  avec  V. 

Ainsi,  les  composantes  du  vecteur  vitesse  sont  les  dérivées  des  coor- 
données par  rapport  au  temps. 

Remarque  1.  —  Calculons  la  grandeur  V  de  la  vitesse  à  l'aide  des 
composantes,  on  a  : 

'dx\       fdyV-       (d'A^_{dsV 
dl)  ~^\Éi)  ~^\d()  —\dt)  ' 
d'où  la  formule 

ds-  =  dx^  -+-  dl/-  -+-  dz-. 

Remarque  II.  —  Soit  m  la  projection  du  point  M  sur  le  plan  des  xy. 
Lorsque  M  décrit  sa  trajectoire  (C),  sa  projection  m  décrit  une  trajec- 


V-  = 


toire  (r).  projection  de  (C)  sur  le  plan  des  xy.  Le  mouvement  du  point 
m  s'appelle  le  mouvement  jnojeté.  Les  coordonnées  de  m  sont 

x  =  f{t),         U=git),         :  =  0; 
les  composantes -de  son  vecteur  vi^tesse  sont 


^=no, 


dy 
dt 


=  9'i(),. 


dz 
dl 


0; 


ce  sont  les  composantes  du  vecteur  obtenu  en  projetant  le  vecteur  V 

sur  le  plan  des  xy.  Donc  : 

Quand  on  projette  un  mouvement  sur  un  jdan,  le  vecteur  vitesse  de  la 

projection  à  l'instant   t  est  la  projection  du  vecteur  vitesse  au  même 

instant. 

On  verrait  de  même  en  projetant  le  point  M  sur  l'axe  des  x  que  : 
Lorsque  ion  projette  un  mouvement  sur  une  droite,  le  vecteur  vitesse 

du  mouvement  projeté  est  la  projection  du  vecteur  vitesse. 
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Hciiunupie  III.  —  Les  composantes  du  vecteur  vitesse  ont  les  mêmes 
expressions  lorsque' a-,  y,  z  désignent  des  coordonnées  obliques  el  les 
conclusions  de  la  rem.tniue  précédente  demeurent  les  mêmes  lorsque 
les  projections  sont  faites  obliquement. 

I{emar<jue  IV.  —  Supposons  que  doux  mobiles  M,  et  M,  décrivent 
deux    trajectoires    (C,)    el    (CJ. 
Soient  M^{x^,  y,,  :,)  et  M^(a'o,  y.,,  z.^) 
les    positions    des    mobiles    au 
même  instant  /. 

Soit  M(x,  y,  z)  le  quatrième 
sommet  du  parallélogramme 
construit  sur  0^f,  et  OM,.  0  dési- 
gnant l'origine  des  coordonnées. 
Le  point  M  décrit  une  trajec- 
toire (C).  Je  dis  que  le  vecteur 
vitesse  de  M  à  l'instant  t  est  la 
somme  géométrique  des  vecteurs 
vitesses  de  .M,  et  de  M^  au  même  instant.  On  a,  en  effet  : 

■/•,  =  J-,  ~  r..  y  =  y^-{-  y,,  :  =  :,  -h  z,. 

Doù  l'on  déduit  : 

dx di\       dx,  dy rfi/,       dy.,  dz dz^      dz., 

dl~~dT~^~dï'         itt  ~  lïï '^  Ïa  '         Tt~'dt~^~dt' 


12.  Mouvement  plan.  —  Coordonnées  polaires.  —  Supposons  la  tra- 
jectoire plane  et  rapportée  à  deux  axes  Oa-,  Oy.  Les  composant'esMe  la 

■dx    .  dy 
vitesse  sont    ,~  et  -f'  • 
dl        dl 

Il  arrive  fréquemment  qu'un  point  d'un  plan  soit  déterminé  par  ses 


coordonnées  polaires  r  et  0.  La  trajectoire  plane  d'un  mobile  est  déter- 
minée lorsque  l'on   connaît  les   valeurs  de  r  et  0  à  chaque  instant  t. 
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Les  coordonnées  r  et  0  sont  donc  des  fonctions  de  /,  r{t)  et  e(/).  Il  est 
commode,  en  coordonnées  polaires,  de  délerniiner  le  vecteur  vitesse 
par  ses  composantes  Vr  et  Vp  suivant  le  rayon  polaire  d'angle  polaire  0 

et  suivant  le  rayon  perpendiculaire  à  celui-ci,  d'angle  polaire  Oh-  ^. 

Pour  calculer  ces  composanle^:,  menons  par  le  pôle  0  un  axe  Ox^, 
d  angle  polaire  a  et  calculons  la  composante  de  la  vitesse  suivant  Ox^\ 
c'est  la  mesure  de  la  vitesse  de  la  projection  m  de  M  sur  Oa-,.  Cette 
projection  ?»  a  pour  abscisse  x,  =  ?•  cos  (0  —  a)  et  l'on  a  : 

dx,       dr        ,,         ,  .    ,,         ,rfQ 

Pour  avoir  r,.  et  v^  faisons  coïncider  Ox^  d'abord  avec  l'axe  0,  (a  =  6), 
puis  avec  l'axe  0-f-^.  /a  =  6-f- Jj;  il  vient 

''^'~  dr        '-'>'  — ''^dt' 

Remarque  1.  —  Calculons  la  grandeur  V  de  la  vitesse  :  on  a 

V-=y:.H-  v],, 
OU 

'ds\-       /dr.\-        ./dOV 


/ds\-       /d)'.\-        0 /rfO\2 


et,  en  multipliant  par  dt-,  on  obtient,  pour  la  différentielle  de  l'arc  de 
courbe,  la  formule 

ds-  =  dr--\-r-dfi-. 

Déterminons  l'angle  U  de  la  tangente  à  la  trajectoire  et  du  rayon 
polaire  0  :  c'est  l'angle  du  vecteur  vitesse  et  de  ce  rayon  polaire,  et 
tgU  est  la  pente  de  ce  vecteur  vitesse  par  rapport  à  ce  même  rayon 
polaire.  Donc, 

df) 

,    ■,.       r„         dt       rdO 

tgL  =-i=        =    -. 

"  V,.        dr         dr 

Jl 

Si  U  est  nul  en  tous  les  points,  c/û  est  nul  et  0  est  constant.  La 
trajectoire  est  un  rayon  polaire.  Donc,  si  la  vitesse  en  chaque  point 
d'une  trajectoire  plane  passe  par  un  point  fixe  0,  la  trajectoire  est 
une  droite  issue  de  0. 


CINÉMATIQUE    DU    POINT.    —    VITKSSE  305 

llcDiarquc  II.  —  Les  composantes  de  la  vitesse  suivant  Ox  et  suivant 
le  rayon  polaire  Oy  d'angle  polaire  ^  sont 

dx (/(rcos6) 

^^~Tt~       Tt       • 
d}l rf(rsinO) 

"""—oit—     Tt 

Nous  aurions  pu  calculer  iv  et  Vp  en  projetant,  sur  les  rayons  polaires 
correspondants,  le   vecteur  de   composantes  v-,  et  v,^.  Donc  :  si   un 

vecteur  a  pour  composantes,  suivant  les  rayons  polaires  0  et  -,  les 

.          (/(rcosO)     ,  (/(rsinO) 
nombres  ^^ —   et  -^-^^ — \  ses  composantes,  suivant  les  rayons 

polaires  0  et  0  +  ^,  sont  -r-  et  r-j-. 

Remarque  III.  —  Étant  donnés  une  trajectoire  plane  et  un  point 
fixe   0  de  son  plan,  la  composante  de  la  vitesse  suivant  le  rayon 

polaire  issu  de  0  est  ^.  Si  on  choisit  un  autre  point  fixe  0',  la  compo- 
sante suivant  le  nouveau  rayon  polaire  est  -77-,  r'  désignant  le  nouveau 

rayon  vecteur.  Pour  avoir 

le    vecteur   vitesse    quand 

dv 
on  connaît  les  valeurs  de  -jj 

dv' 
et  -TT,    il  suffit  de  porter 

sur  les  rayons  polaires  OM    p^ 
et  O'M   des   segments   MA 

et  MA'  mesurés  par  77  et  -tt-  Les  perpendiculaires  aux  rayons  polaires 

menées  par  les  points  A  et  A'  se  croisent  à  l'extrémité  P  du  vecteur 
vitesse. 

Quand  un  point  M  décrit  une  courbe,  il  existe  une  relation  o{r,  r')  =  0 
entre  les  rayons  vecteurs  issus  de  deux  points  fixes  0  et  0',  puisque 
le  point  M  de  la  courbe  étant  déterriiiné  quand  on  connaît  r,  le 
nombre  r'  est  déterminé  lorsque  r  est  connu.  L'équation  o{r,  r')  =  0 
s'appelle  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  bipolaires.  Par 
exemple,  l'équation  bipolaire  d'une  ellipse  de  foyers  0  et  0'  dont  le 
grand  axe  a  pour  longueur  2a  est 

r-+-r'=^'ia. 
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La  remarque  précédente  donne  un  moyen  de  construire  la  tangente 
à  une  courbe  quand  on  connaît  son  équation  en  coordonnées  bipolaires. 
II  suflil  de  considérer  la  courbe  comme  une  trajectoire  et  de  porter 
sur  les  rayons  polaires,  à  partir  du  point  considéré,  des  segments  MA. 

et  MA'  mesurés  par  -7-  et  ^  ou  des  segments  MB  et  MB'  mesurés  par 

des  nombres  proportionnels,  dr  et  dr'.  Les  perpendiculaires  en  B  et  B' 
aux  rayons  vecteurs  OM  et  OM'  se  croiseront  en  un  point  Q  de  la 
tangente  en  M  puisque,  MB  et  MB'  étant  proportionnels  à  MA  et  MA', 
la  figure  BQB'  est  homothétique  de  la  figure  APA'  dans  une  homo- 
thétie  de  centre  M;  et  les  points  homologues  V  et  Q  sont  alignés 
sur  M. 

Pour  l'ellipse,  par  exemple,  on  a  : 

dr'i-dr'  =  0, 

les  segments  MB  et  MB'  sont  mesurés  par  des  nombres  opposés;  on 
prendra,  par  exemple,  MB  =  -i-l,  MB' =  —  1.  Ici,  les  triangles  MBP 
et  MB'P  étant  égaux,  on  voit  que  la  tangente  bissecte  extérieurement 
les  rayons  vecteurs. 

Réciproquement,  si  la  tangente  à  une  courbe  bissecte  extérieu- 
rement les  rayons  vecteurs,  les  nombres  MA  et  MA'  sont  opposés, 
donc  : 

dr  H-  dr'  =  0 
et 

r  4- ?■'  =  €"'. 

La  courbe  est  une  ellipse. 

On  pourra  appliquer  la  même  méthode  aux  courbes  : 

r  —  r'  =  2a.         (Hyperbole), 
r-f-»r'^a,  (Ovales  de  Descartes), 

rr'^/i-,  (Ovales  de  Cassini), 

u,  a,  k  étant  des  constantes. 

Mouvement  circulnire.  —  Vitesse  angulaire.  —  Comme  exemple  de 
mouvement  plan,  prenons  les  mouvements  dont  la  trajectoire  est  une 
circonférence,  ou  mouvements  circulaires. 

Soit  R  le  rayon  du  cercle  de  centre  0  et  0  l'angle  que  fait,  avec  une 
direction  lixe  Oa;,  le  rayon  OM  de  la  position  M  du  mobile  à  l'instant  /. 
Comptons  les  arcs  à  partir  du  point  A  où  l'axe  Ox  perce  la  circonfé- 
rence et  prenons  eoiiime  sens  positif,  sur  la  circonférence,  celui  qui 
correspond  au  sens  positif  des  angles  0. 

On  a  i=  RO,  d  ou  :  u=:  -y-  =  R-r-. 
'  dl  di 
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Le  vccloiir   V  ou    MI*  t'sl  kiogenl  en  AI  au  cercle  dans  le  sens  du 
mouvenu'iit  el  sa  grandeur  esL 

dt 


H 


On  aurait  le  même  résullal  en  prenant  les  coordonnées  polaires  H 
et  0  du  point  M  car 

Le   rayon    OM  perce  en  m  la  circonférence  concentrique  de  rayon 


*^x 


unité.   La  vitesse  du  point  ;»,  de  coordonnées  polaires  1,  0  est  1  x 


dt 


et  le  vecteur  mp  correspondant  est  parallèle  à  iMP  et  de  même  sens 

—V         y 

que  lui.  On  a  MP  =  R.m/9. 

Le  nombre  oj  =  -7-  s'appelle  la  vitesse  angulaire  du  mouvement  du 
point  M. 

Si  le  mouvement  est  uniforme,  oj  est  constant  et  récipro<|  uement. 
L'angle  dont  tourne  le  rayon  vecteur  est  alors  proportionnel  au  temps 
employé  pour  cette  rotation. 

Exemple.  —  La  .grande  aiguille  d'une  horloge  de  gare  a  2  m.  de 

2-71 

rayon;  sa  vitesse  angulaire  est  ^^,  si  l'on  prend  la  seconde  comme 

unité  (le  temps.  La  vitesse  de  l'extrémité  de  l'aiguille  est  -rr^  en  prenant 

le  mèlrc  comme  unité  de  longueur,  c'est-à-dire  3,5  mm.  envinm  par 
seconde.  On  écrit  souvent  3,5  m. /s.  pour  rappeler  les  uniles  di^  lon- 
gueur et  de  temps  que  l'on  a  choisies. 
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13.  Vitesse  aréolaire.  —  Soit  M  la  position  du  mobile,  à  l'inslant  /, 
sur  une  trajccloire  plane  (C)  et  A  sa  position  au  temps  /.éro.  L'aire 

S  du  secteur  AOM  s'appelle  Taire 
balayée  par  le  rayon  vecteur;  S  est 
une  fonction  du  temps  dont  la 
dérivée  par  rapport  à  t  se  nomme 
vitesse  alvéolaire.  La  notion  de 
vitesse  aréolaire  intervient  dans 
l'étude  de  mouvements  très  im- 
portants, ceux  des  planètes  par 
exemple. 

Pour  calculer  cette  vitesse,  marquons  les  positions  M  et  M'  du  mobile 
aux  instants  t  al  t  -\-  M,  {M^O);  soient  (r,  0)  et  (r-h  Ar,  0 -h  AO)  leurs 
coordonnées  polaires  par  rapport  à  un  axe  polaire  dont  le  pôle  est 
en  0.  L'accroissement  AS  est  égal  à  l'aire  du  secteur  MOM'. 

Supposons  que,  sur  l'arc  MM',  le  rayon  vecteur  OM  varie  toujours 
dans  le  même  sens,  en  croissant  par  exemple.  L'aire  AS  est  comprise 

1  1 

entre  les  aires  g?'^AO  et  3(»'-i- Ar)-AO  des  secteurs  circulaires  OMP  et 

OM'P'  :  "  ' 

|r2A0<AS<|(r  +  A7-)-A6, 


d'où,  en  divisant  par  A^, 


1    ,A0  ^  AS  ^1,     ,    .     ^,A6 


AO 


Faisons  tendre  A/  vers  zéro;  A 6  tend  vers  zéro  et  le  rapport  —  tend 

vers  -7T.  Les  termes  extrêmes  de  la  double  inégalité  ont  tous  les  deux 

pour  limite  ci^^-jr\  donc  -r—  a  la  même  limite  et  l'on  peut  écrire  : 
*^  2    at  At  ^ 

dt~'i^  dl' 

Le  raisonnement  suppose  que  AO  est  positif,  mais  il  est  général,  à 
condition  de  compter  positivement  les  aires  balayées  par  le  rayon 
vecteur  quand  il  tourne  dans  le  sens  positif  des  angles  et  négati- 
vement, dans  le  cas  contraire. 

Prenons  comme  axes  Oc  et  0|/,  les  rayons  polaires  0  =  0  et  0  =  ^, 

J  r. 

le  nombre  r^-rj  mesure,  sur  un  axe  0:,  perpendiculaire  au  plan,  le 
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moment  du  vecteur  vitesse  V  par  rapport  au  point  0;  en  eflel,  la 

valeur    absolue    de    r'--Tj=r'XVj, 

mesure  l'aire  du  parallélogramme 

■  — >-        —> 
construit  sur  OM  et  V  et  le  signe 

est   bien    celui   de  -7-.    La   vitesse 
at 

aréolaire  est  la  moitié  de  ce  nombre. 

Les  composantesdeV  par  rapport 

rv       r»  .   dx     .  dy 

aux    axes   Oa?,   Oy   sont  -rp  ^^  -jfj 


dl 


dt 


son   momt-nt  par  rapport  à  0  est    0 

mesuré    sur  0:;    par    x^  —  y  dû'  ^^   vitesse   aréolaire  a  donc  pour 

expression,  en  coordonnées  cartésiennes, 


dl  —^l\dl 


dx 


14.  Coordonnées  semi-polaires  ou  cylindriques.  —  Il  est  souvent 
commode  de  déterminer  un  point  M  de  l'espace  au  moyen  de  sa  cote 


z  par  rapport  à  un  plan  o'Oj/  et  des  coord  onnées  polaires  r  et  0  de  la 
projection  m  de  ce  point  sur  le  plan.  Les  nombres  r,  0,  :sonl  les  coor- 
données semi-polaires  ou  cylindriques  du  point  M.  Quand  le  point  M  est 
mobile,  les  nombres  r,  0,  z  sont  des  fondions  du  temps. 
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La  vitesse  du  point  M  sera  déterminée  par  sa  composante  v^  et  sa 
composante  dans  le  plan  parallèle  t\  xOy  passant  en  M. 

Celle  dernière  composante  est  égale  à  la  vitesse  du  point  m,  projec- 
tion de  M  sur  xOy  et  on  peut  la  déterminer  par  ses  composantes  v,.  et 
Vp.  En  menant  par  M  les  composantes  parallèles,  on  voit  que  la  vitesse 
est  déterminée  par  ses  composantes  suivant  trois  directions  formant 
un  triédre  Irireclangle  :  les  direclious  parallèles  au  plan  aOy  d"angles 


polaires  0  et  0- 
sont  : 


et  la  direction  0:.  Les  valeurs  des  composantes 


(h 


rfo 

'lit' 


(h 
dt 


Remarque.  —  En  calculant  la  grandeur  de  la  vitesse,  on  a 


drv 


o 


rM 


rfO\ 


fdz\- 


4-    -7: 


OU 


\dt  )        \dl 
ds-  =  dr-  -h  r-df)-  +  dz"-. 


15.  Coordonnées  polaires  dans  l'espace.  —  Un  point  M  de  Tespace 
peut  être  déterminé  par  ses  coordonnrrs  polaires  r,  o,  0.  La  coor- 
donnée r  ou  rayon  vecteur  est  le  nombre  qui  mesure  le  segment  OM 


^2/ 


sur  un  axe  Oa  choisi  sur  la  droite  OM;  la, coordonnée  cp  ou  longitude 
est  l'angle  que  fait  le  plan  rDM  avec  un  plan  fixe  sOrr;  la  coordonnée  6 
ou  colatitude  est  l'angle  que  fait  l'axe  OiJ.  avec  l'axe  0:.  Lorsque  le 
point  M  est  mobile,  les  nombres  r,  o,  0  sont  des  fonctions  du  temps  t. 
Nous  déterminerons  la   vitesse  par  ses  composantes  suivant  trois 
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directions  rectan^'ulaires.  La  composante  suivant  l'axe  Oa  sera  Vr\ 
dans  le  plan  :0M,  la  composante  suivant  lo  rayon  polaire  d'angle  0  -h  ^ 
sera  t'o;  sur  la  normale  au  plan  lOM,  parallèlemenl  au  rayon  polaire 
du  plan  xOxj  d'angle  cp-f-;^,  nous  aurons  la  composante  v,.  Cette 
dernière  composante  se  calcule  aussitôt,  car  elle  est  égale  \  la 
composante,  suivant  le  rayon  polaire  du  plan  x()\\  et  d'angle  o  -f-  ^,  de 
la  vitesse  du  point  ?n,  projection  de  M  sur  le  plan  a^Oy  ;  sa  valeur  est  : 

dt  dl 

Pour  calculer  v,.  et  t»»,  figurons  les  axes  Ou,  Os  dans  le  plan  zOM. 
Ces  composantes  sont  dirigées  suivant  les  rayons  polaires  d'angles  6 

etO  +  |. 

Les  composantes  suivant  les  axes  0:  et  Ou  ont  été  calculées  dans  le 
paragraphe  précédent  car  Uw,  o,  z  sont  les  coordonnées  semi-polaires 
de  M,  ce  sont  : 

dz rf(r  cos6) 

Tt  ~       di       ' 

dOm d{r  sinO) 

dl    ~~       di 

Or,  nous  avons  vu  au  paragraphe  12,  remarque  II,  que,  dans  ce  cas, 
les  composantes  v,-  et  v  sont  -r-  et  r  -7-,  nous  avons  donc  : 

dv  rdO  ■    r,d'i> 

Remarque.  —  En  calculant  la  grandeur  de  la  vitesse,  on  obtient  : 
'(/^V      (drV-  ,     ofday-       ,   .  .,    /f/-y 
^Ti)=[dt)-'-'^-[dt]  +'-^'"-K-^. 
d'où 

ds^-  =  dr-  -h  7'-d(i^  -+-  r-  sin-Orf-^-. 

16.  Conclusion.  —  En  résumé,  le  vecteur  vitesse  à  l'instant  /  donne 
une  idée  du  mouvement  pour  un  petit  moment  autour  de  cet  instant. 
Si  Ton  confond  la  trajectoire  avec  sa  tangente,  le  vecteur  vitesse 
indique  la  direction  et  le  sens  du  mouvement;  si  l'on  confond  le 
mouvement  avec  un  mouvement  uniforme,  la  grandeur  du  vecteur 
vitesse  indique  la  vitesse  de  ce  mouvement  uniforme. 

Mais  il  est  essentiel  de  connaître  l'unité  de  longueur  et  l'unité  de 
temps,  sinon  le  nombre  qui  mesure  la  grandeur  de  la  vitesse  n'a 
aucune  signification. 
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17.  Définition  du  vecteur  accélération  —  Un  mobile  M  décrivant 
une  trajectoire  (C),  nous  nous  proposons  de  nous  rendre  compte  avec 
précision  des  variations  du  vecteur  vitesse.  Pour  cela,  menons  par  un 

point  fixe  0,  un  vecteur  Om  égal  au  vecteur  vitesse  V  du  point  M: 
lorsque  M  varie,  le  point  m  décrit  une  trajectoire  (H)  appelée  hodo- 
graphe  du  mouvement  du  point  M. 

A  l'instant  t  où  le  premier  mobile  est  en  M,  Le  mobile  m  qui  décrit 


riiodographe  a  un  vecteur  vitesse  W.  Le  vecteur  J  d'origine  M  et  égal 

à  W  s'appelle  le  vecteur  accélération,  à  l'instant  /,  du  mouvement  du 
peint  M. 

Composantes  de  l'accélération.  —  Si  le  point  0  est  l'origine  des  coor- 
données, le  point  m  a  pour  coordonnées 


dx         , 
rf7  =  ^' 


dz 
dt 
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la  vitesse  du  point  m  a  pour  composantes 

dx^_d}x_    „  dy' rf*V_    »  dz'  _d-z _  „ 

— >- 
Les  composantes  de  l'accélération  J  sont  donc  les  dérivées  secondes 

des  coordonnées  par  rapport  au  temps. 

Les  expressions  de  ces  composantes  sont  les  mômes  en  coordonnées 
obliques  puisqu'il  en  est  ainsi  pour  les  composantes  de  la  vitesse 
de  7/1. 

De  l'expression  de  ces  composantes,  on  lire  des  conclusions  relatives 
à  la  projection  du  mouvement  sur  un  plan  ou  sur  un  axe,  semblables  à 
celles  que  Ton  a  obtenues  pour  la  vitesse. 

— >-      — > 

[ipmnniup  I.  —  Le   plan   P  déterminé  par  les  vecteurs  V  et  J  ne 

dépend  que  de  la  courbe  (C)  et  demeure  le  même  quelle  que  soit  la  loi  du 
mouvement.  En  effet,  les  droites  Om  engendrent  un  cône  de  sommet  0, 
appelé  cône  directeur  des  tangentes  à  la  courbe  (C).  Le  plan  déterminé 

par  la  génératrice  Om  et  la  tangente  W  à  la  courbe  (H)  tracée  sur  ce 
cône  est  le  plan  tangent  au  cône  le  long  de  la  génératrice  Om.  Ce  plan 

demeure  invariable  quelle  que  soit  la  loi  du  mouvement.  Le  plan  V,  J. 
qui  lui  est  parallèle,  est  aussi  invariable. 

Le  plan  tangent  au  cône  directeur  le  long  de  Om  est  la  position 
limite  du  plan  mOm'.  passant  par  deux  génératrices  voisines.  Donc  le 

plan  V,  J  est  la  position  limite  d'un  plan  passant  par  V  et  parallèle  au 

vecteur  vitesse  V  en  un  point  voisin  M'  quand  le  point  M' vient  coïn- 
cider avec  le  point  M. 
Ce  plan  est  le  plan  osculateur  à  la  courbe  (C)  au  point  M. 

Nous  avons  supposé  que  les  vecteurs  V  et  J  déterminent  un  plan. 
Il  pourra  arriver,  en  certains  points  exceptionnels  de  la  courbe  (C),  que 
ces  vecteurs  soient  portés  par  la  même  droite.  Je  dis  que,  s'il  en  est 
ainsi  en  tous  les  points  de  la  courbe  (C),  cette  courbe  est  une  droite. 
Dans  ce  cas,  en  effet,  la  tangente  en  chaque  point  de  la  courbe  (H) 
passe  par  un  point  fixe  0.  Projetons  (H)  en  (HJ  sur  un  plan  (Pj 
passant  par  0.  La  tangente  à  la  courbe  plane  (H,)  passe  toujours  en 
0  :  nous  avons  vu  précédemment  que  (H,)  est  une  droite  issue  de  0. 
Donc,  la  courbe  (II)  se  projette  suivant  des  droites  passant  par  0  sur 
deux  plans  quelconques  (P)  et  (P'  ,  menés  par  0.  Elle  est  donc  elle- 
même  une  droite  (H)  passant  par  0,  intersection  des  plans  projetantssur 
(P)  et(P'). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  tangente  à  la  courbe  (C)  a  une 
direction  fixe.  Il  en  est  de  même  pour  la  projection  (C,)  de  cette  courbe 
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sur  un  plan  quelconque  (Q)  :  donc  (C,)  est  une  droite  parallèle  h  la 
projection  de  la  direction  fixe,  puisque,  dans  le  plan  (Q),  la  dérivée  de 
l'ordonnée  de  (C,)  considérée  comme  fonclion  do  l'aNscisse  est  une 
constante.  On  en  déduit,  en  raisonnant  comme  pour  la  courbe  (11), 
que  (C)  est  une  droite. 

En  définitive,  ce  n'est  que  dans  le  mouvement  recliligne  que  l'accé- 
lération et  la  vitesse  sont  toujours  porléos  par  la  mémo  droite. 

liemarque  11 .  —  Si  lo  mouvement  est  uniforme,  la  longueur  Om  est 
constante;  l'hodographe  est  tracée  sur  une  sphère  de  rayon  V.  C'est 
l'intorsoclion  de  cotte  sphère  et  du  cône  engendré  par  les  demi-droites 
parallèles  aux  vecteurs  vitesses.  Si  de  plus,  la  trajectoire  est  plane, 
l'hodographe  est  un  cercle. 

Dans  le  mouvement  uniforme,  la  courbe  (II)  étant  une  courbe  sphé- 

rique,  la  tangente  à  cette  courbe  est  tangente  à  la  sphère,  donc  per- 

— >    -> 
pendiculaire  à  Om.  Donc  les  vecteurs  V  et  J  sont  perpendiculaires. 

Réciproqu-euionl,  si  l'accélération  est  toujours  normale  à  la  vitesse, 

le  mouvement  est  uniforme.  En  ofTet,  la  projection  sur  0?n  du  vecteur 

W,  vitesse  du  point»!,  est  nulle.  Or,  celte  projection  est  mesurée  par 

■7-  sur  la  direction  positive  de  la  tangente  à  la  courbe  (C).  Donc  -t-  =  0 

et'u  est  constant. 

Supposons,  en  particulier,  y  =  1  ;  l'équation  du  mouvement  sur  la 
trajectoire  est  s  =  f.  Dans  ce  cas,  l'hodographe  {h)  est  tracée  sur  la 

sphère  de  centre  0  et  de  rayon  1.  La  vifesse  ^w  au  point  jj.  corres- 
pondant à  M  définit  une  direction  MN  normale  à  la  courbe  et  située 
dans  le  plan  osculateur.  Cette  direction  est  appelée  la  direction  positive 
de  \si7iormale  principale  b^  la  courbe  (G)  au  point  M.  Elle  est  indépendante 
du  sens  choisi  comme  sens  positif  sur  (C).  En  cfTet,  changeons  le  sens 
positif  des  arcs  sur  la  courbe  (C),  le  nouveau  mouvement  s=ii  s'effec- 
tuera en  sens  contraire  du  précédent  et  la  nouvelle  hodographe  {h') 
sera  symétrique  de  {h)  par  rapport  au  point  0. 

Soit  jx'/r'  la  vitesse  au  point  ix'  correspondant  à  M;  le  point  |j.,  symé- 
trique de  p.'  par  rapport  à  0  se  déplace  maintenant  sur  (//)  en  sens 
contraire  du  sens  de  son  déplacement  précédent,  sa  vitesse  est  opposée 

à  ii.ro,  donc  la  vitesse  de  a',  qui  est  symétrique  de  celle-ci  par  rapport  à 
0,  est  égale  à  \j,w. 

La  tangente  en  M  à  la  courbe  (C)  partage  le  plan  osculateur  en  deux 
demi-plans  dont  l'un  contient  la  demi-droite  normale  menée  dans  la 
direction  positive  et  que  nous  appelerons  demi-normale  principale  posi- 
tive. Le  centre  de  courbure  est,  comme  on  sait,  sur  cette  demi-droite. 
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Remarque  III.  —  L'accélération  est  toujours  contenue  dans  le 
demi-plan  qui  coiitionl  la  derni-normalc!  principale  positive  :  autre- 
ment dit,  elle  est  dans  la  concavité  de  la  Irajeoloire. 

En  ell'el,  su[)posons  v  positif; 

ds 

-7T  étant  positif,  s  croît  avec  /, 

M  se  déplace  dans  le  sens  posilif 

sur(C);  iJL  et  m  sont  du  même 

côté    du   point  0,  les  vitesses 

en  <x  et  m  sur  les  courbes  {h) 

et  (H)  sont  du  môme  côté  de  la 

droite  a'Oa  dans  le  plan  tangent 

j.       ,         o-         '^'^^      . 
au  cône  directeur,  hi  y  =  -?-  est 

(il 

négatif,  a'  et  ni  sont  du  même 

côté  de  0,  les  vecteurs  \V  et  il' w' 
sont  aussi  du  même  côté  de 
;xOia'.  Donc,  dans  tous  les  cas, 

W  est  dans  le  même  demi-plan. 

Il  en  résulte  que  le  vecteur,  projection  de  l'accélération  sur  la 
normale  à  la  courbe  (C),  est  toujours  porté  par  la  demi-normale  prin- 
cipale positive. 

18.  Accélération  tangentielle.  Accélération  normale.  —  Projetons 

e  vecteur  accélération  J  sur  la  tangente  à  (C)  en  M  et  sur  la  normale 
principale  à  (Cj  en  M. 
Le  nombre  y/  qui  mesure  sur  la  tangente  positive  la  projection  du 

vecteur  J  s'appelle  Vaccélcradon  tangentielle.  Le  nombre  y,,  qui  mesure, 
sur   la  direction   positive  de  la  normale  principale,  la  projection  du 

vecteur  J  s'appelle  Vaccélération  normale  ou  accélération  centripète. 
D'après  la  remarque  précédente,  ce  nombre  est  toujours  positif. 

Ainsi,  les  accélérations  tangentielle  et  normale  ne  sont  pas  des 
vecteurs,  ce  sont  des  nombres. 

Pour  les  calculer,  prenons  comme  axe  des  ::,  la  direction  0;j.  de  la 
tangente  positive;  comme  axe  des  x.,  l'axe  parallèle  à  la  direction  aw 
de  la  normale  principale  et  déterminons  un  point  m'  de  Ihodographe 
(H)  par  ses  coordonnées  polaires  t',  0,  -i.  L'accélération  tangentielle 
est  la  projection  sur  le  rayon  vecteur  U:  de  la  vitesse  du  point  m,  sa 

valeur  est  -j--  L'accélération  normale  est  la  projection  de  la  même 
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vitesse  sur  le  rayon  d'angle  polaire  6-f-^,  dans  le  plan  zOx,  lorsque  6 
est  égal  à  zéro,  en  supposant  v  positif.  Sa  valeur  est  w-jt;  or  : 

rfO rfô    rfs 1 

dt       ds  '  dt       f  ■   ' 

en  désignant  par  -  la  courbure  de  la  courbe  (C)  au  point  M.  En  effet, 

do  est  Tangle  de  deux  tangentes  positives  voisines,  d*  la  longueur  de 

l'arc  qui  les  sépare  :  le  rapport  -r-  est,  par  définition,  la  courbure 

en  M.  On  a  donc  : 

d()_v\ 
^  dt—  o' 

on  obtient  le  même  résultat  lorsque  v  est  négatif.  Par  conséquent, 

dv  V- 

Nous  voyons  que  raccélération  tangentielle  dépend  du  mouvement 
et  non  de  la  forme  de  la  trajectoire;  que  raccélération  normale  dépend 
du  mouvement  et  des  propriétés  géométriques  de  la  trajectoire. 

Si  Y(  =  0-  1  accélération  est  toujours  normale  à  la  trajectoire;  le 
mouvement  est  uniforme.  Si  Vn^O,  l'accélération  est  toujours  tan- 
gente à  la  trajectoire;  nous  avons  vu  qiie  le  mouvement  est  rectiligne. 

Or,  si  Yn  =  0,  7  =  0;  donc,  si  la  courbure  est  nulle  en  tous  les  points 

d'une  courbe,  cette  courbe  est  une  ligne  droite. 

Remarque.  —  On  peut  mettre  l'expression  de  l'accélération  tangen- 
tielle sous  une  forme  où  le  temps  ne  figure  pas  explicitement.  On  a, 

en  effet 

dv dv    ds do 

'^'~dt~ds-'dt~^ds' 

ou  ' 

_1    rfy2  L 

■•'  — 2-rf7" 

19.  Mouvement  plan.  —  Composantes  de  raccélération  en  coordon- 
nées polaires.  —  Construisons  l'hodographe  ayant  pour  origine  le  pôle  0 

des  coordonnées  polaires.  Le  vecteur  0//z  est  la  somme  des  vecteurs 
Om,   et  Om.j,,  mesurés  respectivement   par   -j-   sur  l'axe  0;  danglc 

polaire  0  et  par  r-r-  sur  l'axe  Ou  d'angle  polaire  0-+-^.  La  vitesse  W 
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du  point  m  est  la  somme  géométrique  des  vitesses  de  m^  et  m^.  Calcu- 
lons les  composantes  de  ces  vitesses  suivant  0:  et  Ou. 


Les  coordonnées  polaires  de  Tn^  sont  ^  et  6;  les  composantes  de  sa 
vitesse  seront  : 


sur  Oô; 


dr   dJi 
dt  '  dt 


sur  Om. 


do 


Les  coordonnées  polaires  de  m,,  sont  r-j-  et  0-+-^;  les  composantes 
de  sa  vitesse  seront  -n^'j;  )  sur  Ou  et  f  r-j-  \  -j-  sur  Taxe  d'angle  polaire 


0  +  2  +  2  =  ^-^ 

Ces  composantes  seront  donc 

2  drda 


(dbV 


sur  0:; 


dl  dt 


d-9 
'df" 


sur  Ou. 


Les  composantes  de  l'accélération  J   s'obtiennent  en  ajoutant  les 
composantes  précédentes.  Nous  aurons  donc  : 


d^r 
dt^ 


dO\- 
dt 


dH      cdrdfi 
df'^    dt  dt 


La  valeur  de  yp  peut  être  mise  sous  une  autre  forme;  on  a  : 


c'est-à-dire 


et 


_   ,d^      dr^    do 
'"^P  — '■■  dt^  dt'  dt' 


d 


~dt\     dt) 

__id^{  .dO\ 
^^  —  rdtV'dtJ' 
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Ainsi,  la  composante  y^  f^iiil  iulervenir  la  vitesse  aréolaire 

rfS_l  jrfO 
dl—^f  dt' 

20.  Mouvements  à  accélération  centrale.  —  Loi  des  aires.  —  Si  la 

vitesse  aréolaire  est  constante,  f'-j-  est  constant  et  y?  est  nul,  Taccé- 

lération  est  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  OM.  Inversement,  suppo- 
sons que,  dans  un  mouvement  pian,  l'accélération  soit  toujours 
dirigée  suivant  le  rayon  vecteur,  on  a  : 

La  vitesse  aréolaire  est  constante;  l'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur 
est  proportionnelle  au  temps  employé  pour  la  balayer;  C  représente  le 
double  de  l'aire  balayée  dans  l'unité  de  temps,  c'est  la  constante  des 
aires.  Cette  constante  est  égale  à  Taire  du  parallélogramme  construit 
sur  le  vecteur  vitesse  et  le  rayon  vecteur.  On  dit  que  le  mouvement 
s'effectue  suivant  la  loi  des  aires. 

Si,  en  un  point  de  la  trajectoire,  la  vitesse  et  l'accélération  sont 
portées  par  la  même  droite,  c'est-à-dire  si  la  vitesse  passe  au  point  0, 

C  est  nul;  -—  est  alors  constamment  nul  (!t  le  mouvement  est  reetiligne. 
(ft 

j  (. 

Si  C  n'est  pas  nul,  -r-.  garde  un  signe  constant;  donc,   quand  un 

mouvement  a  lieu  suivant  la  loi  des  aires,  le  rayon  vecteur  tourne 
toujours  dans'le  même  sens. 

On  dit  qu'un  mouvement  est  à  accélération  centrale  lorsque  la  droite 
qui  porte  le  vecteur  accélération  passe  par  un  point  fixeO;  ce  point 
s'appelle  centre  des  accélérations.  Nous  venons  de  voir  que  lorsqu'un 
mouvement  est  plan  et  s'effectue  suivant  la  loi  des  airns  autour  d'un 
point  0,  l'accélération  est  centrale  et  le  point  0  est  le  centre  des  accé- 
lérations. Réciproquement,  on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

THÉ0Hb:ME  —  Dans  un  mouvement  à  accélération  centrale,  la  trajec- 
toire est  plane  et,  dans  son  plan,  le  moitvon  ent  s'effectue  suivant  la  loi 

des  aires. 

—y 
En  effet,  soil  0  le  centre  des  accélérations,  V  ne  passe  pas  toujours 

par  0,  sinon  la  trajectoire  serait  une  droite  issue  de  0.  Soit  alors  M  un 

point  de  la  trajectoire  (G)  en  lequel  les  vecteurs  V  et.)  déterminent  un 
plan  (P). 
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rroji't'dis  la  courho  (C)  sur  un  plan  (Qj  passaul  par  0  et  perpendicu- 
laire au  plan  (P)  el  soil  M,  la  projection  du  poiul  M. 

I.a  trajecloire  {C^),  projection  de  (C),  est  une  courbe  plane  et  l'accélé- 

ration  J,  du  mobile  qui  parcourt  (C,)  va  passer  par  le  point  0,  c<jninic 

raccclcralion  J  dont  J,  est  la  pro- 
jection. La  constante  des  aires  est 
nulle  puur  la  courbe  (C,),  puisque  la 
vitesse  au  point  particulier  Mj,  [)ro- 

jection  du  vecteur  V,  va  aussi  passer 
par  0.  Donc  (Cj,  est  une  droite,  in- 
tersection des  plans  (P)  et  (Q);  par 
suite,  (C)  est  une  courbe  plane  con- 
tenue dans  le  plan  (P)  et,  dans  ce 
plan,  la  courbe  est  décrite  suivant 
la  loi  des  aires.  Il  en  résulte  que  les 

vecteurs  V  et  J  ne  sont  jamais  portés  par  la  même  droite  et  que  le 
plan  (i*)  est  déterminé  par  les  vecteurs  vitesse  et  accélération  en  un 
point  M  quelconque  de  (C). 

Conséquences.  —  Supposons  que,  pour  une  trajectoire  (C),  l'accélé- 
ration rencontre  toujours  une  droite  lixe  A.  La  projection  orthogonale 
de  la  courbe  (C)  sur  un  plan  (P)  perpendiculaire  à  A  est  décrite  suivant 
la  loi  des  aires.  En  eiïet,  la  projection  de  l'accélération  sur  le  plan  (P) 
passe  par  un  point  fixe,  trace  de  A  sur  le  plan  (P). 

De  même,  si  l'accélération  d'un  mouvement  rencontre  deux  droites 
fixés  A  et  A',  les  projections  de  la  courbe  (C)  sur  deux  plans  perpendi- 
culaires, l'un  à  A,  l'autre  à  A',  sont  décrites  suivant  la  loi  des  aires. 


21.  Composantes  de  raccélération  en  coordonnées  cylindriques.  — 
Soient  r,  0,  z,  les  coordonnées  cylindriques  dun  puint  M  de  la  trajec- 
toire :  nous  détermin>3rons  les  composantes  de  J  suivant  les  mêmes 
direclions  que  pour  le  vecteur  V.  La  composante  parallèle  à  0:  est  : 

Pour  avoir  les  autres  composantes,  il  suffit  de  les  calculer  pour  la 
projection  du  point  M  sur  le  plan  des  xij;  on  obtient  ainsi 

'•'~dl'         \dt)  '         ^P~rdtV   dt) 
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22.   Exemples  de  mouvements.  —  I.  —  Mouvement  circulaire. 
Reprenons  le  mouvement  circulaire  :  on  a,  dans  ce  cas, 

do 

dt         ' 


/•  =  R, 


en  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  et  par  o  la  vitesse  angulaire. 
On  obtient  alors  : 

_  o,j  r.di 

V-  = 10   i\, 


^^=''dt 


R< 


Le  nombre  o'  s'appelle  V accélération  angulaire  du  mouvement. 

Si  le  mouvement  est  uniforme, 
w'  est  nul,  l'accélération  est  nor- 
male et  sa  valeur  loHi  est  constante. 
Dans  ce  cas,  l'hodographe  est  un 
cercle  de  rayon  wR  parcouru  avec 
la  vitesse  angulaire  constante  w. 
Prenons,  par  exemple,  un  volant 
de  2  m.  de  rayon.  En  marche  nor- 
male, il  tourne  d'un  mouvement 
uniforme  avec  la  vitesse  de  80  tours 
par  minute.  La  période  de  mise 
en  marche  dure  90  secondes  pen- 
dant lesquelles  la  vitesse  est  supposée  croître  proportionnellement  au 
temps  compté  à  partir  du  début  de  la  mise  en  marche. 

Prenons  comme  unité  de  longueur  le  mètre;  comme  unité  d'angle, 
le  radian;  comme  unité  de  temps,  la  seconde.  Pendant  la  période 

normale,  la  vitesse  angulaire  est  de    ^ .    =  8,38;  la  vitesse  dun  point 

M  de  la  circonférence  du  volant  est  de 

8,38  X  2  =r  16,76  m. /s. 

L'accélération  angulaire  est  nulle;  Taccélération  du  point  M  est 
normale  et  sa  valeur  est 

(8,38)2x2  =  140,45  m. /s. 

Pendant  la  mise  en  marche,  o)'  est  constant  puisque  i»  est  propor- 
tionnel  au  temps;  la  valeur  de  w'  est  le  quotient  -^"7^  =  0,093;  l'accé- 
lération tangentielle  d'un  point  du  volant  a  la  valeur  constante 
0,093x2  =  0.19  m. /s.  Quant  à  l'accélération  normale,  elle  part  de  0 
et  croît,  jusqu'à  la  valeur  finale  140,4.5  m. /s-,  proportionnellement  au 
carré  du  temps  écoulé,  puisque  to  est  proportionnel  à  ce  temps.  Le 
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vecteur  accélrmlion,  d'ahord  très  voisin  de  la  tangente,  se  rapproche 
peu  à  peu  du  rayon  du  volant. 

il.  —  Mouvement  vibratoire  simple.  —  Supposons  que  le  point  M 
décrive,  dun  mouvement  uniforme  de  vitesse  angulaire  oj,  une  circon- 
férence de  rayon  a  et  soit  P,  la  projection  du  point  M  sur  un  diamètre 
fixe  Ox  du  cercle.  Le  mouvement  de  P  est  dit  :  vibratoire  simple.  Tout 
point  dont  le  mouvement  suit  la  mènie  loi  que  celui  de  P  est  dit 
animé  d'un  mouvement  vibratoire  simple. 

.\ppelons  -j  l'angle  du  rayon  OM  avec  l'axe  Oy  perpendiculaire  à  Ox 
il  l'instant  0;  à  l'instant  /,  cet  angle  sera  0  =  (of  4-9,  et  l'on  aura 

.r=:(JP=:OM  sinO=ra  sin(co<  4-  '{'), 

X  désignant  l'abscisse  de  P.  L'équation  du  mouvement  rectiligne  de  P 
est  donc 

x  =  a  sin(t.)/H- cp). 

Le  mobile  oscille  indéfiniment  entre  bs  positions  A  et  A',  extrémités 
du  diamètre  0>r.  Lorsque  oj/  augmente  de  2-,  c'est-à-dire  lorsque  t 

augmente  de  —  =:T,  x  reprend  la  même  valeur;  il  en  est  de  même  de 

a> 

la  vitesse 

r  =  aco  cos(a)<-h  ») 
et  de  l'accélération 

Y  =  —  a  M-  sin  (oj  t  -\-  o). 

C'est  pourquoi  le  mouvement  est  dit  périodique. 

^T.  1 

LçL  période  est  T  =  — .   Le  nombre  fp  =  N  qui  représente,  s'il  est 

entier,  le  nombre  des  périodes  par  unité  de  temps,  s'appelle  la  fré- 
quence. La  longueur  a  s'appelle  Vamplitude  et  l'angle  wZ-i-cp,  la,  phase 
du  mouvement  au  temps  t;  cp  est  la  phase  initiale. 
On  peut  écrire 

7  =  —  w-X, 

ce  qui  montre  que  l'accélération  du  point  P  est  toujours  dirigée  vers 
le  point  0  et  que  sa  grandeur  est  proportionnelle  à  OP.  On  le  verrait 
aussi  en  projetant  sur  Ox  l'accélération  du  point  M. 

Au  mouvement  vibratoire  simple  se  rattachent  le  mouvement  : 
x  =  Xq-+'  vJ  4-  a  sin (10 1 4-  '*), 

ou  mouvement  périodiquement  uniforme  (r^  et  v^  sont  des  constantes) 
et  le  mouvement 

x=:  ae~''sin(u)f  4-^), 

ou  ynouvcmenl  périodique  amorti  (l  constante  positive). 
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III.  —  Hélice.  —  Mouvement  hélicoïdal.  —  Supposons  que  la  surface 
d'un  cylindre  circulaire  ait  clé  fendue  suivant  une  génératrice  G  et  que 
l'on  déroule  sur  un  pian  la  surface  de  ce  cylindre,  comme  on  ferait 
d'un  rouleau  cylindrique  de  papier  dont  on  négligerait  l'épaisseur. 
Une  section  droite  (C)  du  cylindre  donnera,  dans  le  développement,  une 
droite  (G,)  et  un  point  P  de  celle  section  viendra  en  Pj  de  manière  que 
la  longueur  de  l'arc  AP  soit  égale  à  la  dislance  AP,,  puisque,  pendant 
le  déroulement, "tous  les  éléments  de  cet  arc  AP  viennent  s'appliquer 
sur  ceux  du  serment  AP^.  Toute  courbe  tracée  sur  le  cylindre  donnera, 
dans  le  développement,  une  courbe  plane  correspondante;  inversement, 
si  on  enroule  de  nouveau  la  surface,  toute  courbe  tracée  sur  le  plan 
donnera  une  courbe  tracée  sur  le  cylindre.  Si  l'on  trace  sur  le  plan 
une  droite  (H,),  on  obtient  par  enroulement  une  courbe  appelée  hélice. 

Une  hélice  est  donc  une  courbe  obtenue  en  enroulant  sur  le  cylindre 
une  surface  plane  sur  laquelle  on  a  tracé  une  droite.  Quand  on  a  fait 
un  tour,  la  portion  AÂ,  de  la  droite  est  venue  s'appliquer  sur  l'arc  AA' 
de  l'hélice;  cet  arc  est  une  .^pi7'e,  ses  extrémités  sont  situées  sur  une 
même  génératrice.  La  longueur  AA'  s'appelle  le  pas  de  l'hélice;  c'est  la 
distance  qui  sépare  deux  points  de  rencontre  consécutifs  de  l'hélice 
et  d'une  génératrice  quelconque. 

Soit  M,  le  point  de  la  droite  qui  vient  se  placer  en  M  sur  l'hélice,  le 

M  P 
rapport  -^^  est  constant,  c  est  la  pente  de  la  droite  (Hj  par  rapport 

à  la  droite  (Cj;  or  AP,  est  égal  à  l'arc  AP  et  les  longueurs  M,Pi  et  MP 
sont  égales. 

MP 
Donc,  le  rapport  r-^  est  constant  et  cette  propriété  caractérise 

l'hélice.  On  arriverait  aux  mêmes  définitions  et  aux  mêmes  résultats 
pour  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  quelconque. 

Dans  le  cas  du  cylindre  circulaire,  l'hélice  est  dite  hélice  circulaire. 
Prenons  comme  axe  des  ::  l'axe  du  cylindre  et  comme  plan  des  xy  le 
plan  du  cercle  (C),  Taxe  Ox  passant  par  le  point  A.  Soient  r,  6,  z  les 
coordonnées  cylindriques  d'un  point  M  de  l'hélice  ;  r  est  le  rayon  du 

cylindre,  il  est  constant;  on  a,  d'autre  part,  arc  AP=:rO,  donc  -^  et, 

par  suite,  ^  est  constant  :  z  =  kO.  Quand  on  fait  un  tour,  0  augmente 
de  2ï:  et  s  augmente  du  pas  h;  donc  h  =  'iT.k;  la  constante  k  est  égale 
à  si''  ®"  l'appelle  le  pas  réduit.  Lorsque  la  cote  :  du  point  M  augmente, 

0  peut  augmenter  ou  diminuer.  S'il  augmente,  P  tourne  dans  le  sens 
de  Ox  vers  Oj/,  on  dit  que  l'hélice  a  le  sens  direct.  Si  6  diminue,  l'hélice 
a  le  sens  inverse.  Le  calcul  précédent  a  été  fait  dans  l'hypothèse  d'une 
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liélice  diroclo;  pour  une  liùlice  inverse,  il  faudrait  prendre  /i:=  —  ^   • 

Avec  la  disposition  hahituellc  de  nos  axes  de  coordonnées,  il  faudrait 
supposer  que  la  droite  (Hj  a  une  pente  négative  par  rapport  ù  (Cj. 


G, 


' 

? 

^ 

'v 

--,W 

fci 

An 

(^ 

"j; 

Mt 


Les  arêtes  des  vis  ou  des  tire-bouchons  ont  le  sens  direct.  Il  importe 
de  se  rendre  conripte  que  le  sens  direct  ou  inverse  d'une  hélice  ne 
dépend  pas  du  sens  choisi  comme  sens  positif  sur  Taxe  du  cylindre. 
On  peut  remarquer  aussi  que  si  Ton  se  met  en  face  d'une  hélice, 
d'un  ressort  à  boudin,  par  exemple,  dont  on  place  l'axe  verticalement, 
on  voit  la  courbe  monter  de  gauche  à  droite  quand  l'héli  ce  a  le  sens 
direct,  de  droite  à  gauche,  quand  elle  a  le  sens  inverse.  Et  le  résultat 
demeure  le  même  quelle  que  soit  l'extrémité  du  ressort  que  Ton  place 
en  haut. 

Remarque.  —  Si  /t  tend  vers  zéro,  l'hélice  vient  se  confondre  avec 
la  circonférence  (C);  si  h  croît  indéfiniment,  elle  vient  se  confondre 
avec  la  génératrice  (G). 

Lorsque  la  trajectoire  d'un  point  est  une  hélice,  on  dit  que  le  mou- 
vement est  hélicoïdal.  Supposons  l'hélice  circulaire,  z  et  0  sont  des 
fonctions  du  temps  <,  liées  par  l'égalité  : 

d'où  l'on  déduit 

dz ,rfO , 

Tt-^Tt  —  "'"' 
u)  désignant  la  vitesse  angulaire. 
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Los  composantes  de  la  vitesse  en  coordonnées  cylindriques  sont 

rdf) 


dz_. 


dr 


Le  quotient  —  est  constant,  donc  la  tangente  à  l'hélice  fait  un  angle 

constant  avec  la  génératrice. 

Calculons  les  composantes  de  l'accélération;  supposons  w  constant, 

y,  et  ^4  sont  constants,  doncaussi  v, 
et  le  mouvement  est  uniforme.  La 
composante  y.  est  nulle  et  l'accé- 
lération est  parallèle  au  plan  des 
xy.  Elle  est  égale  à  raccélération 
du  point  P  dont  le  mouvement 
est  circulaire.  Cette  accélération, 
dirigée  de  P  vers  0  sur  le  rayon  OP, 
a  pour  valeur  o>-r.  Donc,  l'accéléra- 
tion J  du  point  M  est  dirigée  sui- 
vant la  normale  en  M  au  cylindre 
J/    et  sa  grandeur  est  oj^/'. 

Ainsi  la  normale  principale  MN  à 
l'hélice  est  la  normale  au  cylindre, 
le  plan  osculateur  NMV  est  normal 
au  cylindre. 
Calculons  le  rayon  de  courbure  p  de  l'hélice  au  point  M  :  on  a 

V2 


J   =  0>h\ 


Or, 
donc 


P  =  — — —  =  r-] 


Ainsi  le  rayon  de  courbure  de  l'hélice  est  constant. 
Si  le  mouvement  n'est  pas  uniforme,  l'accélération  de  P  a  une  com- 
posante —  oA'  suivant  le  rayon  d'angle  polaire  0  et  une  composante  rw' 

suivant  le  rayon  0  -h  ^;  on  a  alors  : 

V.  =  koi',         Y'-  =  —  ^•^"''»         ïo  =^  ''^'^'• 

On  peut  remarquer  que,  dans  tous  les  cas,  l'angle  du  vecteur  V  et 
de  0-  est  constant;  le  cône  des  tangentes  est  de  révolution  autour  de  0:. 
Si  le  mouvement  est  uniforme,  l'hodographe,  intersection  de  ce  cône 
et  d'une  sphère  ayant  son  centre  au  sommet,  est  un  petit  cercle. 


CHAPITRE    IV 


MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE 


Nous  n'étudierons  pas  le  mouvement  le  plus  général  d'un  corps 
solide.  Nous  nous  bornerons  à  l'examen  de  quelques  cas  particuliers 
importants  au  point  de  vue  théorique  comme  au  point  de  vue  pra- 
tique. Dans  chaque  cas,  nous  déterminerons  la  vitesse  et  l'accélération 
en  chaque  point  et  à  chaque  instant  ou,  comme  l'on  dit,  la  distribution 
des  vitesses  et  celle  des  accélérations  à  un  instant  t.  Les  mouvements 
particuliers  étudiés  seront  : 

1°  Le  mouvement  de  translation; 

2"  Le  mouvement  de  rotation  ; 

3°  Le  mouvement  hélicoïdal. 


23.  Mouvement  de  translation.  —  On  dit  qu'un  corps  solide  est 
animé  d'un  mouvement  de  translation  lorsque  tout  segment  AB  qui  a 
pour  exlrémités  deux  points  quelconques  du  corps  conserve  une  direc- 
tion invariable. 

Dans  ce  mouvement,  toutes  les  trajectoires  sont  des  courbes  égales. 
En  effet,  on  passe  de  la  trajectoire  Ca, 
décrite  par  un  point  quelconque  A,  à  la 
trajectoire  Cb,  décrite  par  un  point  quel- 
conque B,  à  l'aide  d'un  déplacement  qui 
est   une    translation  géométrique  délinie 

—y 

par  le  vecteur  AB. 

A  un  même  instant  t,  les  vecteurs  vitesses 
de  tous  les  points  sont  égaux.  Soit,  en  effet, 

OP  le  vecteur  égal  au  vecteur  AB,  ayant   ^ 
pour  origine  un  point  fixe  0.  Le  point  P 

est  fixe  puisque  le  vecteur  AB  garde  une  direction,   un  sens  et  une 
grandeur  constants.  Comme  nous  lavons  vu,  le  vecteur  vitesse  de  B 
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est  la  somme  du  vecteur  vitesse  de  A  et  de  celui  de  I?.  Comme  ce 
dernier  est  nul,  les  deux  premiers  sont  égaux. 

Réciproquement  si  les  vitesses  de  tous  les  points  d'un  corps  sont 
toujours  des   vecteurs  égaux,  ce   corps   est    animé  dun   mouvement  de 

translation.  Il  suffit  de  montrer  que  le  vecteur  AB  qui  joint  deux  points 
quelconques  du  corps  a  une  grandeur,  une  direction  et  un  sens  inva- 
riables. Or,  la  vitesse  de  P  est  la  différence  des  vitesses  de  B  et  de  A;  elle 

est  donc  nulle;  P  est  immobile,  donc  OP  est  invariable;  AB  qui  lui  est 
égal,  u'en  diffère  que  par  l'origine  et  le  mouvement  est  une  translation. 

Dans  un  mouvement  de  translation,  les  vecteurs  accélérations  de  tous 
les  points  sont  égaux  à  chaque  instant.  En  effet,  les  vecteurs  vitesses  de 
deux  points  A  et  B  étant  constamment  égaux,  les  hodographes  con- 
struites à  partir  d'un  point  0  sont  identiques. 

Le  mouvement  d'un  tiroir  par  rapport  au  meuble  qui  le  contient, 
d'un  couvercle  à  glissière  par  rapport  à  la  boite,  d'une  porte  à  coulisse, 
sont  des  mouvements  de  translations  rectilignes. 

Le  mouvement  d'une  bielle  d'accouplement  de  deux  roues  d'un 
même  côté  d'une  locomotive  est  un  mouvement  de  translation  circu- 
laire. Tous  les  points  de  la  bielle  décrivent  des  circonférences  égales 
avec  à  chaque  instant,  des  vitesses  et  des  accélérations  égales. 

24.  Mouvement  de  rotation.  —  On  dit  qu'un  solide  est  animé  d'un 
mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  A  lorsque  les  points  du  solide 
qui  coïncident  avec  Taxe  demeurent  immobiles.  Si  le  solide  ne  ren- 
contrait  pas   l'axe,   il   suffirait   de 
l'incorporer    dans    un    solide   plus 
grand  le  rencontrant. 

Dans  ce  mouvement,  toutes  les 
trajectoires  sont  des  circonférences 
dont  les  plans  sont  perpendiculaires 
à  Faxe  et  dont  les  centres  sont  situés 
sur  Caxe. 

Supposons  que  l'on  transporte  le 
trièdre  de  coordonnées  de  manière 
que  0:  vienne  sur  l'axe  A  :  si  les 
circonférences  C  sont  décrites  dans 
le  sens  de  Ox  vers  Oj/,  on  dit  que 
le  mouvement  de  rotation  est  direct 
par  rapport  à  l'axe  orienté  A;  si 
les  circonférences  sont  décrites  en  sens  contraire,  on  dit  que  le 
mouvement  de  rotation  est  inverse  par  rapport  ;i  A. 
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Soit  0  l'angle  du  rayon  ('.A  avec  une  position  initiale  CA,,,  les  angles 
étant  comptés  positivement  dans  le  sens  direct;  tous  les  points  du 
corps  ont  tourné  du  même  angle  0  depuis  le  moment  où  A  était  en  A^; 

la  vitesse  angulaire  co=-^-du  point  A  est  la  même   pour  un  autre 

point  quelconque  B  :  on  dit  que  c'est  la  vitesse  angulaire  de  rotation 
du  corps. 

La  vitesse  du  point  A  est  un  vecteur  d'origine  A,  de  grandeur 
C\x|w|,  perpendiculaire  au  plan  AC:  dans  le  sens  des  0  croissants 
ou  décroissants,  suivant  que  w  est  positif  ou  négatif  à  l'instant  t.  Ce 

vecteur  V  est  donc  le  moment,  par  rapport  au  point  A,  du  vecteur  porté 
par  0:  et  mesuré  sur  cet  axe  par  le  nombre  m.  Donc  : 

La  vitesse,  en  chaque  point  A  du  solide,  est  le  moment  par  rapport  à 
ce  point  d\in  vecteur  placé  sur  l'axe  de  rotation  et  mesuré  sur  cet  axe 
par  le  même  nombre  que  la  vitesse  angulaire. 

Si  l'axe  do  rotation  a  été  pris  comme  axe  des  :.  la  vitesse  du  point 
X,  y,  -  est  le  moment  du  vecteur  0,  0.  o  par  rapport  au  point  r,  j/,  ;; 
ses  composantes  sont 

0)»/.        — (ocr,         0. 

L'accélération  de  chaque  point  est  l'accélération  d'un  mouvement 
circulaire. 

En  prenant  des  coordonnées  cylindriques,  les  composantes  de  la 
vitesse  et  de  l'accélération  sont  : 


i',.  =  0. 

V  =zi,)r. 

v,  =  0; 

Y  =  —  c»*r. 

"'(,  ^^^  w  '", 

■fz  =  0. 

La  rolalion  diurne  de  la  Terre  autour  de  la  ligne  des  pr>les  nous 
donne  un  exemple  de  mouvement  de  rolalion  d'un  solide.  La  durée 
de  la  révolution  est  égale  au  jour  sidéral  qui  contient  235.91  s.  de 
moins  que  le  jour  moyen.  La  rolalion  est  uniforme  et  sa  vitesse  angu- 
laire est  : 

'"  =  24  XOO^I  235,01  =  '-^  X  ^^''- 

Le  mouvement  se  fait  de  l'ouest  à  Test.  La  vitesse  *•>  est  naturelle- 
ment un  peu  plus  forte  que  la  moitié  de  celle  de  l'aiguille  des  heures 
d'une  horloge. 

Pratiquement,  on  réalise  un  mouvement  de  rotation  d'un  solide  par 
rapport  à  un  autre  solide  en  fixant  à  ce  second  solide  deux  points  du 
premier.  C'est  ce  qui  se  passe  pour  une  porte  qui  tourne  autour  de 
ses  gonds,  un  couvercle  de  boite  qui  tourne  autour  de  ses  charnières, 
l'arbre  d'une  machine  qui  tourne  sur  ses  coussinets. 


328  CINÉMATIQLE 

25.  Mouvement  hélicoïdal.  —  On  dit  qu'un  solide  est  animé  d'un 
mouvement  hélicoïdal  autour  d'un  axe  A  lorsqu'il  tourne  autour  de  A 
et  glisse  le  long  de  A  de  manière  qu'un  de  ses  points  décrive  une  hélice 
circulaire  d'axe  A, 

Supposons  qu'un  solide  puisse  tourner  autour  d'un  axe  A  et  glisser 
le  long  de  cet  axe.  Si  un  point  A„  du  solide  vient  occuper  la  position  A. 
c'est  que  le  solide  a  tourné  autour  de  A  d'un  angle  0  égal  à  celui  des 
plans  AAq  et  AA  et  qu'il  a  glissé  le  long  de  l'axe  d'une  longueur 
mesurée  par  la  différence  :  entre  la  cote  de  A  et  celle  de  A„.  Nous 
supposons  que  l'on  ail  l'ait  coïncider  0:  avec  l'axe  A.  Tous  les  points 
du  corps  ont  tourné  du  même  angle  0  et  glissé  d'une  même  longueur 
mesurée  par  :. 

Si  le  point  A,  partant  de  la  position  initiale  A^,  décrit  une  hélice 

circulaire  d'axe  A.  le  rapport  "  est  constant, 

h  désignant  le  pas  de  l'hélice.  Tous  les  points  du  corps  ont  des  coor- 
données cylindriques  liées  par  la  même  relation. 

Donc  :  dans  un  mouvement  hélicoïdal  autour  de  l'axe  A,  les  trajectoires 
de  tous  les  points  sont  des  hélices  circulaires  de  même  pas,  tracées  sur  des 
cylindres  de  révolution  d'axe  A. 

Le  calcul  des  vitesses  et  des  accélérations  est  celui  qui  a  été  fait 
pour  le  mouvement  hélicoïdal  d'un  point.  Si 


on  a 


dfi 

Tt  =  " 

et 

27r 

Vr  =  0, 

v^  =  roi, 

i',  =  A- 

Yr  =  —  oj-r, 

v^  =  r(.o\ 

V:  =  /'• 

Lorsque  oj  est  constant,  w'  est  nul  :  le  solide  est  animé  d'un  mou- 
vement hélicoïdal  uniforme. 

Pour  réaliser  le  mouvement  hélicoïdal  d'un  solide,  on  se  sert  d'une 
vis  et  d'un  écrou.  La  vis  est  un  cylindre  de  révolution  portant  en 
relief  un  filet  de  vis;  les  arêtes  de  ce  filet  sont  des  hélices.  L'écrou 
est  un  solide  percé  d'une  cavité  cylindrique  de  même  diamètre  que  la 
vis;  la  surface  interne  de  celte' cavité  est  creusée  d'un  sillon  idenlique 
au  filet.  Si  l'on  place  la  vis  dans  l'écrou.  un  point  de  larête  du  filet 
est  contraint  de  décrire  une  hélice  circulaire  quand  on  fait  mouvoir 
soit  la  vis,  soit  l'écrou,  soit  lun  et  l'autre.  Le  mouvement  relatif  de 
chaque  solide  par  rapport  à  l'autre  est  un  mouvement  hélicoïdal. 
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26.  Remarque  sur  les  mouvements  élémentaires  d'un  solide.  —  Les 
mouvemeiils  simples  des  solides  étudiés  aux  paragruphos  précédents 
ont  une  importance  pratique  et  théorique.  Leur  importance  pratique 
vient  de  ce  qu'ils  sont  fréquemment  utilisés  dans  les  objets  usuels. 
Leur  importance  théorique  résulte  du  fait  que  ce  sont  réellement  des 
mouvements  élémentaires,  en  ce  sens  que  tout  mouvement  d'un  solide, 
au  point  de  vue  de  la  distribution  des  vitesses  de  ses  points,  peut, 
pendant  un  petit  moment  autour  de  l'instant  /,  être  confondu  avec 
l'un  d'eux. 

Quand  un  solide  a  un  point  fixe,  son  mouvement  peut,  à  chaque 
instant,  être  considéré  comme  une  petite  rotation  autour  d'un  axe 
passant  par  ce  point  et  variable  avec  l'instant. 

Quand  un  solide  a  une  surface  plane  qui  reste  en  contact  avec 
une  autre  surface  plane,  le  mouvement  peut,  à  chaque  instant,  être 
considéré  comme  une  petite  rotation  autour  d'un  axe  perpendicu- 
laire aux  plans  en  contact  ou,  exceptionnellement,  comme  une  petite 
translation. 

Le  mouvement  le  plus  général  d'un  solide  peut  être  considéré,  à 
chaque  instant,  comme  un  petit  mouvement  hélicoïdal  autour  d'un 
axe  qui  varie  avec  l'ioslant.  Exceptionnellement,  ce  petit  mouvement 
peut  se  réduire  à  une  rotation  ou  à  une  translation. 


27.  Thêouèmi;.  —  Quand  un  solide  est  en  mouvement,  les  projections  des  vitesses  de  deux 
de  ses  points  sur  la  droite  i/ut  les  joint  sont  deux  vecteurs  éijaux. 

Ce  théorème  général  sur  le  mouvemeiU  d'un  solide  a  de  fréquentes  applications. 

Pour  le  démontrer,  joignons  un  point 
fixe  0  aux  deux  points  A  et  B  du  solide 

et  menons  le  vecteur  OF  égal  à  AB.  La 
longueur  OP  est  constante,  donc  le 
point  P  décrit  une  courbe  tracée  sur  la  f 
sphère  de  centre  0  et  de  rayon  OP  et  '  -^ 
sa  vitesse  est  un  vecteur  perpendicu- 
laire à  OP.  Or,  le  vecteur  OP  étant  la 
dilTérence  géométrique  des  vecteurs  OB 

—V 

et  0.\,  la  vitesse  de  P  est  la  dilTérence 

géométri([ue   des   vitesses  V  et  V  des 
points  B  et  A. 
Formons  cette  dilTérence  en  menant 

par  A  le  vecteur  \[  égal  à  V;  la  dilTérence  V  —  V  s'obtient  en  joignant  les  extré- 
mités des  vecteurs  V  et  V[.  Cette  droite  doit  être  perpendiculaire  à  OP,  donc  à  AB; 
par  suite,  les  vecteurs  Vi  et  V  ont  la  même  projection  Ali  sur  AB,  c'est-à-dire  que 
les  vecteurs  V  et  V  ont  des  projections  AH  et  BK  qui  sont  des  vecteurs  égaux. 
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28.  Application  au  mouvement  d'un  plan  sur  un  plan.  —  Comme  applicatidn, 
nous  denumtreious  la  proposition  ('nonci''e  au  parafiinplie  20,  relalive  au  inouvemcnl 
do  deux  solides  eu  contact  par  une  surface  plane.  Supposons  (jue  le  solide  (S)  possède 
une  face  plane  prlissant  sur  un  plan  (P).  Peux  points  du  solide  plac<is  sur  une  per- 
pendiculaire à  (P)  ont  des  lraj<'ctoires  égales  et,  à  chaque  instant,  des  vitesses  égales. 
11  sufllt  donc  d'étudier  le  mouvement  des  points  du  solide  (S)  situés  dans  la  face 
plane  (P')  de  ce  solide  qui  se  déplace  sur  (P).  On  dit  qu'on  étudie  le  mouvement 
d  un  plan  sur  un  plan. 

Supposons  qu'il  existe  deux  points  A  et  B  de  (P'I  dont  les  vitesses  à  l'instant  /  ne 
soient  pas  parallèles.  Les  perpendiculaires  en  \  et  B  à  ces  vitesses  se  coupent  en  I. 

Je  dis  que  le  point  I  de  (P)  a  une 
vitesse  nulle  à  l'instant  t;  en  ellet,  la 
projection  sur  l.\  de  la  vitesse  de  I 
est  nulle,  puisqu'elle  est  égale  à  la 

projection  de  V.  De  même  la  vitesse 
de  1  a  une  projection  nulle  sur  IB; 
donc  I  a  une  vitesse  nulle. 

Ce   point  1   porte  le  nom  de  centre 
instantané  de  rotation  à  l'instant  t. 

Portons  sur  l'axe  A,  perpendiculaire 
— ■> 
en    1  au  plan  (P),  un  vecteur  w,  de 
V 


crandeur  w  = 


Al 


dans  un   sens  tel 


—V 

V 


que     V    soit    le    moment    de    w    par    rapport    à    A. 

Je  dis  que  les  vitesses  de  tous  les  points  de  (P')  sont  les  mêmes  que  si  le  corps  (S),  à 

— h 
Vinstant  t,  tournait  autour  de  A  d'un  mouvement  de  rotation  représenté  par  le  vecteur  w. 

Soit,  en  effet,  M  un  point  quelconque  de  (P'),  la  vitesse  V"  de  ce  point  est  perpen- 
diculaire il  IM  puisque  sa  projection  sur  IM  est  nulle  comme  celle  de  la  vitesse  de  I. 

La  projection  de  V"  sur  AM  est  un  vecteur  MK  égal  au  vecteur  AH,  projection  de  V. 

Or,  le  moment  de  w   par  rapport  à  M  est  aussi   un   vecteur  perpendiculaire  à  IM 

— V  — ->■ 

dont  la  projection  sur  AM  est  égale  à  Ali,  d'après  un  théorème  sur  la  projection  d'un 

moment  sur  un   axe  démontré  au  paragraphe  G.  Donc,  la  vitesse   V"  est  bien  le 

moment  de  w  par  rapport  à  M,  comme  si  le  corps  tournait  autour  de  A  avec  la  vitesse 
angulaire  w. 

La  droite  IM,  perpendiculaire  à  la  vitesse  de  M,  est  normale  à  la  trajectoire  de  ce 
point.  Donc,  à  chaque  instant,  les  normales  aux  trajectoires  de  tous  les  points  de  (P') 
passent  par  le  centre  instantané. 

Supposons  maintenant  que  tous  les  points  de  (P')  aient,  à  l'instant  t,  des  vitesses 
parallèles.  Toutes  ces  vitesses  sont  des  vecteurs  égaux  :  soient,  en  effet,  A  et  B, 
deux  points  quelconques  d(;  (P');  les  vitesses  en  .\  et  B  sont  deux  vecteurs  parallèles, 
comme  leurs  projections  sur  AB  sont  deux  vecteurs  égaux,  ces  deux  vitesses  sont 
égales  ou  perpendiculaires  à  AB.  Dans  ce  dernier  cas,  les  vitesses  en  A  et  B  sont 
égales  à  la  vitesse  d'un  point  G  non  situé  sur  AB,  car  elles  ne  sont  perpendiculaires 
ni  à  .VC,  ni  à  BG.  Elles  sont  donc  encore  égales  entre  elles.  Tous  les  points  de  (P') 

ont  une  vitesse  égale  à  la  vitesse  V  du  point  A.  Au  point  de  vue  de  la  distribution 
des  vitesses,  tout  se  passe  comme  si  le  corps  était  animé  d'un  mouvement  de  transla- 

— >- 
tion  uniforme,  de   vitesse   V,    pendant   un    petit  instant  autour  de  l'époque  t.  Le 

nombre  V  peut  d'ailleurs  être  nul. 
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Remarque.  —  Le  point  I  di-llni  pn-ci-deiiimciil  est  uni*iue  à  moins  que  tous  le» 
points  de  (P)  n'aient  a  l'instant  l  une  vitesse  nulli*,  comme  il  résulte  du  rnisonne- 
nient  (jue  nous  venons  de  faire. 

28  '"*.  Application  au  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point.  —  Considérons 
un  solide  (S)  en  mouveniont,  dont  un  point,  U,  est  maintenu  lixe.  Soient  A  et  U, 
deux  points  du  corps;  leurs  vitesses  au  temps  l  sont  respectivement  i)erpendiculaires 
à  OA  et  à  OB;  les  plans  perpendiculaires  en  A  et  B  à  ces  vecteurs  vitesses 
contiennent  donc,  respectivement,  OA  et  OB,  et  passent  par  0.  Ils  se  coupent  sui- 
vant une  droite  A,  issue  de  0,  que  nous  appellerons  axe  instantané  de  rotation  à 
l'instant  t.  Tous  les  points  I  de  cet  axe  ont  une  vitesse  nulle  à  l'époque  t,  puisque 
les  projections  de  celte  vitesse  sur  les  directions  10,  lA,  IB  sont  nulles  d'après  le 
théorème  précédent. 

—>  V 

Portons  sur  l'axe  A  un  vecteur  w,  de  grandeur  o)  = -{-r>  V  étant  la  grandeur  de 

la  vitesse  de  A,  et  I,,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  A.  Le  sens  du 

vecteur  ot  est  tel  que  V  soit  le  moment  de  w   par  rapport  à  A.  Je  dis  que  les  vitesses 
de  tous  les  points  du  corps  (S),  à  l'instant  t,  sont  les  mêmes  que  si  ce  corps  tournait 

autour   de  A  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  représenté  par  le  vecteur  w. 

Soit,  en  effet,  .M,  un  i)uint  quelconque  de  (S),  la  vitesse  V"  de  ce  point  est  perpendi- 
culaire il  IM,  1  étant  au  point  quelconque  de  A,  puisque  sa  projection  sur  IM  est 

nulle    comme    celle    de    la    vitesse    de    I.   Donc   V"    est    perpendiculaire   au   plan 

déterminé  par  .M  et  A.    La  projection  de  V"  sur  AM   est  un  vecteur  Mlv  égal  au 

vecteur  .VU,  projection   de  V.  Or,  le  moment  de  ot  par   rapport  à  M  est  aussi  un 

— >■ 
vecteur  perpendiculaire    au  plan  MA,  dont   la  projection  sur  AM  est  égale  à  AH 

-»•  — >- 

d'après  le  théorème  du  paragraphe  6.  Donc,  la  vitesse  V"  est  bien  le-moment  de  w 

par  rapport  à  M,  comme  si  le  corps  tournait  autour  de  A  avec  la  vitesse  angulaire  w. 
Le  plan  .MA,  perpendiculaire  à  la  vitesse  de  M,  est  normal  à  la  trajectoire  de  ce 
point.  Donc,  «  chaque  instant,  les  plans  normaux  aux  trajectoires  de  tous  les  points  de  (S) 
passent  par  l'axe  instantané. 


CIIAPITUE   V 


CHANGEMENT   DU    SYSTÈME    DE    COMPARAISON 


29.  Trajectoires  absolue,  relative,  d'entraînement.  —  ^■ous  avons  vu 
que  la  notion  de  mouvement  n'avait  de  sens  précis  que  si  Ton  fixait  un 
système  de  comparaison  (S)  par  rapport  auquel  on  considérait  ce 
mouvement.  Supposons  que  l'on  change  de  système  de  comparaison 
et  que  l'on  considère  le  mouvement  d'un  même  point  M,  d'abord  par 
rapport  au  système  de  comparaison  (S),  ensuite  par  rapport  à  un 
nouveau  système  de  comparaison  (SJ.  Le  problème  du  changement  de 
système  de  comparaison  est  le  suivant  :  Connaissant  le  mouvement  du 
système  (S)  par  rapport  au  système  (SJ  et  les  éléments  du  mouvement 
de  M  par  rapport  à  (S),  en  déduire  les  éléments  du  mouvement  de  .M 
par  rapport  a  (S,).  On  adopte  les  conventions  de  langage  suivantes  : 
le  mouvement  de  M  par  rapport  à  (S)  s'appelle  le  mouvement  relatif  de 
M  ;  il  lui  correspond  une  trajectoire  relative,  une  vitesse  relative  et 
une  accélération  relative.  Le  mouvement  de  M  par  rapport  à  (SJ 
s'appelle  le  mouvement  absolu;  il  lui  correspond  une  trajectoire,  une 
vitesse  et  une  accélération  absolues.  Enfin,  le  mouvement  du 
système  (S)  par  rapport  au  sjstème  (S,)  s'appelle  le  inouvement 
d'entraînement. 

A  l'instant  t,  le  point  mobile  occupe  la  position  M  par  rapport  au 
système  (S). 

Appelons  P  le  point  du  système  (S)  qui,  à  cet  instant  /,  coïncide  avec 
M;  le  mouvement  par  rapport  à  (SJ  du  point  P  attaché  au  système  (S) 
s'appelle  le  mouvement  d'entrainement  du  point  M  au  temps  t.  La  trajec- 
toire de  P,  sa  vitesse  et  son  accélération  à  l'instant  /,  sont  la  trajectoire 
d'entraînement,  la  vitesse  et  l'accéiération  d'entraînement  du  point  M  à 
l'instant  /. 

Si  une  mouche  se  déplace  sur  une  paroi  d'un  compartiment  de 
chemin  de  fer,  son  mouvement  relatif  est  le  mouvement  par  rapport 


I 


CHANGEMENT   DU    SYSTÈME    DK    COMPARAISON 


333 


au  compartiment  (S).  Si  l'on  prend  une  gare  comme  système  (S,),  son 
mouvement  absolu  est  le  mouvement  par  rapport  à  la  gare.  A  l'ins- 
tant ^  la  mouche  est  en  contact  avec  un  point  P  de  la  paroi,  marquons 
ce  point  sur  la  paroi.  Le  mouvement  d'entraînement  de  la  mouche  au 
temps  t  est  le  mouvement  de  P  par  rapport  à  la  gare. 

30.  Théorème.  —  La  vitesse  absolue  esl  In  somme  f/éométrique  de  la 
vitesse  relative  et  de  la  vitesse  d'rutrainement.  —  Soit  M  la  position  du 
mobile  à  l'instant  t  et  .M'  sa  position  à  l'instant  postérieur  t'~  M. 

Marquons  sur  (S,)  les  positions,  aux  instants  /  et  M- A/,  du  système 


(S);  soit  P'  la  nouvelle  position  du  point  P  de  (S)  qui,  à  l'instant  / 
coïncidait  avec  M.  La  trajectoire  absolue  (C„)  va  de  M  à  M';  la  trajec- 
toire d'entraînement  (Q)  va  de  P  à  P',  la  trajectoire  relative  (C,)  repré- 
sentée sur  le  système  (S),  va  de  P'  en  M';  or  on  a 


et  par  suite, 


P'M' 

=  MM' 

-PP', 

p^r 

_  m'ai' 

— y 
PP' 

^t  ' 

car,  si  les  trois  premiers  vecteurs  forment  un  triangle,  les  trois  der- 
niers forment  un  triangle  semblable. 

MM'     PP' 

Plaçons-nous  sur  le  système  (SJ,  les  vecteurs  — ^,  -— ,  sont,  par 

définition,  les  vitesses  absolue  et  d'entraînement  moyennes;  lorsque 
M  tend  vers  zéro,  ces  vecteurs  ont  pour  limites  la  vitesse  absolue  ¥„ 

->      ,  P'M' 

et  la  vitesse  d  entraînement  Ve  à  1  instant  /;  donc,  le  vecteur       -  a  une 

limite  égale  à  V„  —  ¥«. 

Plaçons-nous   maintenant   sur   le   système   (S);    par    définition,    le 
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P'iM' 

vecteur  -ry ,  d  origine  P  ou  P'  (car  les  points  P  et  P'  sont  confondus 
pour  un  observateur  entraîné  avec  (S)),  est  la  vitesse  relative  moyenne; 
lorsque  A^  tend  vers  zéro,  ce  vecteur  a  pour  limite  la  vitesse  relative  Vr. 

P'M' 

En  écrivant  l'égalité  des  deux  valeurs  trouvées  pour  la  limite  de 


il  vient 


M 


V  — V  V 


ou 


Prenons,  par  exemple,  le  mouvement  des  gouttes  de  pluie  par 
rapport  à  un  voyageur  situé  dans  un  compartiment  de  chemin  de  fer. 
Le  mouvement  absolu  sera  le  mouvement  d'une  goutte  par  rapport  au 
sol,  nous  supposerons  que  la  goutte  tombe  verticalement;  le  mouve- 
ment relatif  est  celui  de  la  goutte  par  rapport  au  compartiment;  pour 
une  goutte  touchant  la  vitre,  sa  vitesse  relative  aura  à  peu  près  la 
direction  de  la  trace  laissée  sur  la  vitre.  La  vitesse  d'entrainement  est 
celle  du  train.  La  vitesse  relative  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle dont  le  côté  horizontal  représente  la  vitesse  du  train  et  le  côté 
vertical,  la  vitesse  de  la  goutte  par  rapport  au  sol. 

Application.  —  Considérons  un- mouvement  plan  :  le  mouvement  du 

point  M  par  rapport  au  système 
de  comparaison  formé  par  le 
plan  pourra  se  déduire  du 
m^ouvement  relatif  de  M  sur 
une'  tige  coïncidant  avec  le 
rayon  vecteur  OM  et  du  mou- 
vement d'entraînement 
de  cette  tige  qui  est  une  rota- 
tion autour  de  0. 

La  vitesse  relative  est  mesu- 
rée sur  le  rayon  vecteur  0  par 

Vr=^^.  Le  point  P  de  la  tige  qui  coïncide  avec  M  à  l'instant  /  décrit 

une  circonférence  de  rayon  7'  et  de  centre  0,  sa  vitesse  est  mesurée  sur 

l'axe  O-h^  par  v^^^r-r-.  Nous- retrouvons  les  composantes 

dv  do 

rf7'       ''^  =  'dî- 


dr 


V,. 


31.  Cas  de  plusieurs  changements  consécutifs  de  système  de  compa- 
raison. —  Supposons  que,  après  avoir  adopté  un  système  de  compa- 
raison (Sj),  nous  prenions  un  nouveau  système  de  comparaison  (S^).  Le 
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point  M  aura,  par  rapport  à  (S,,  un  mouvement  relatif  de  vitesse  \V; 

par  rapport  à  (S,)  un  mouvement  relatif  de  vitesse  V^,  ;  par  rapport  à 

(Sj),  un  mouvement  absolu  de  vitesse  V„.  Soit  de  même  Ve,  la  vitesse 

d'entraînement  de  M  par  rapport  à  (S,)  et  V^,  la  vitesse  d'entraînement 
par  rapport  à  (S,)  quand  on  considère  les  deux  seuls  systèmes  (S,)  et 
(Sj).  D'après  le  théorème  précédent,  on  peut  écrire  : 

donc, 

On  peut,  de  même,  passer  à  un  nouveau  système  (Sj),  etc. 

Application.  —  Considé- 
rons le  mouvement  d'un  mo- 
bile défini  par  ses  coordon- 
nées polaires  /■,  0,  o.  Le 
mouvement  par  rapport  aux 
axes  Oryz  sera  le  mouvement 
absolu.  Nous  considérons  le 
mouvement  relatif  de  M  par 
rapport  à  la  tige  OM  ;  le 
mouvement  d'enlrainement 
de  cette  lige  par  rapport  au 
plan  zOu;  le  mouvement 
d'entraînement  de  ce  plan 
par   rapport   au    trièdre    de 

coordonnées.  La  vitesse  relative  est  mesurée  sur  OM  par  -tt.  La  pre- 
mière trajectoire  d'entraînement  est  une  circonférence  de  centre  0  et 
de  rayon  r  :  la  vitesse  est  mesurée  par  r-y- sur  Taxe  6  H-^  du  plan  -0«  . 

La  seconde  trajectoire  d'entraînement  est  un  cercle  perpendiculaire 
à  0:  de  centre  II  et  de  rayon  HM  =  ?-  sinO  :  la  vitesse  est  mesurée  par 

rsinO-T^  sur  le  rayon  polaire  horizontal  ='  +  5.  Nous  retrouvons  les 

composantes  : 


y 


rfr 


de 
^^  =  ''37' 


u,  r=:r  sin6-77 
at 


32.  Composition  des  accélérations.  —  Lorsqu'on  change  de  système 
de  comparaison,  la  relation  entre  les  accélérations  n'a  pas,  en  général. 
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la  niêmc  forme  que  la  relation  entre  les  vitesses.  On  n'a  pas,  en 
général, 

—V       —V       —V 

Il  suftil  de  le  véritior  sur  un  exemple. 

Reprenons  le  mouvement  plan  d'un  point  de  coordonnées  polaires  r,  6. 
L'accélération  relative,  dans  le  mouvement  relatif  par  rapport  à  OM  est 

mesurée  sur  OM  par -r-j.  Dans  le  mouvement  circulaire  d'entraîne- 
ment, l'accélération  d'entraînement  a  une  composante  portée  par  OM 
mesurée  par  — ''(7/)    ^t  une  composante  normale  à,  OM  mesurée 

sur  Taxe  0-+-;^'  par  r-rr^.  Si  l'accélération  absolue  était  la  somme  des 


deux  accélérations  précédentes,  elle  aurait  pour  composantes 


r-T-s-         sur  1  axe  0  H-cf 
dt-  2 


Or,  nous  avons  vu,  au  paragraphe  19,  que  la  composante  y,  suivant 
l'axe  0  est  bien  celle  que  nous  venons  de  trouver,  mais  que  la  compo- 
sante Y^  suivant  l'axe  64-^  est  : 

_    (P^      ç^drdO_ 
'^'~'''  di:'~^  "dtdt' 

Pour  avoir  l'accélération  absolue,  il  faut  ajouter  aux  vecteurs  Jr  et 

J,  un  troisième  vecteur  J^  mesuré  par  ^-yj-n  sur  l'axe  O-f-^.  On  a 
donc  : 

J(i  ^=  J,.  — h  Je  -j-  Je'. 

Ce  "résultat  est  général  :  l'accélération  absolue  est  la  somme  géomé- 
trique de  l'accélération  relative,  de  l'accélération  d'entraînement  et 
d'un  troisième  vecteur  qu'on  appelle  accélération  complémentaire  ou 
accélération  de  Coriolis. 

11  peut  arriver  que  le  vecteur  complémentaire  soit  nul;  dans  ce  cas, 
les  accélérations  se  composent  comme  les  vitesses.  11  en  est  ainsi 
lorsque  le  mouvement  d'entraînement  de  (S)  par  rapport  à  (SJ  est  un 
mouvement  de  translation. 
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33.   Cas  OÙ   le  mouvement  d'entraînement  est  un  mouvement  de 
translation.  —  Dans  ce  cas,  en  rllel,  on  peut  écrire  les  égailles 

J„=  J,  -4-J,. 

Soit  0,.r,j/,:,,  un  système  de  trois  axes  attachés  au  système  (S,)  et 
Oxyz,  un  système  de  trois  axes,  parallèles  aux  premiers,  attachés  au 
système  (S);  le  trièdre  Oxi/z  a  un  mouvement  de  translation  par 
rapport  au  systèm(>  (S,)  et  sa  position  est  définie  quand  on  connaît  les 
coordonnées  a,  b,  c  du  point  0  dans  le  système  d'axes  0,a",î/,:j.  Les 
nombres  a,  b,  c  sont  des  fonctions  du  temps  dont  les  dérivées 
premières  sont  les  composantes  de  la  vitesse  d'un  point  quelconque 
attaché  au  système  (S)  et  les  dérivées  secondes,  les  composantes  de 
l'accélération  de  ce  point.  Nous  savons,  en  effet,  que,  dans  un  mouve- 
ment de  translation,  tous  les  points  du  corps  ont  des  vitesses  égales  et 
des  accélérations  égales. 

Soit  M  un  point  mobile,  de  coordonnées  .r,  y,  z  par  rapport  à  Oxyz  et 

— ■>- 
de  coordonnées  x^,  y,,  :,  par  rapport  à  0^x^y^z^.  Le  vecteur  OjM  est  la 

somme  des  vecteurs  0,0  et  OM,  donc, 

x^  =  a  -\-  X, 

!/.  =  ^  -+-  y> 

d'où,  en  dérivant, 

x[^a'  -^  x',         x"  =  a"  4-  x", 
y[  =  b'  +  y\        y';=b"-^y", 

Ces  égalités  expriment  les  égalités  géométriques  écrites  plus  haut. 

33'"-.  Composition  des  accélérations  dans  le  cas  général.  —  Considérons  un 
point  0  du  système  (Si)  et  menons  par  ce  point  des  vecteurs  égaux  à  V„,  V,.,  V'e  dont 
nous  désignerons  les  extrémités  par  A,  R,  E.  Puisque  le  vecteur  V,,  est  la  somme 
géométrique  des  deux  autres,  la  vitesse  absolue  V^  de  ce  point  est  la  somme  des 

autres  vitesses  absolues  VjJ  et  V^'  : 

— y     ->     — » 

yA  yK     ,     yK 

Ces  trois  vecteurs  demeurent  les  mêmes  si  le  système  (S,i  est  remplacé  par  un 
système  (S[)  animé,  par  rapport  à  (Si),  d'un  mouvement  de  translation.  Nous  pourrons 
donc  supposer  qu'un  point  0  de  (S,)  coïncide  avec  le  point  0  du  système  mobile  (S), 
en  sorte  que  le  mouvement  d'entraînement  de  (S)  par  rapport  à  (S,)  se  réduira  à 

MATH.    GÉNÉRALES.   —    II.  -«' 


338 


CINEMATIQUE 


chaque  instant,  au  point  de  vue  des  vitesses,  à  une  rotation  iastaotanée,  autour  d'un 

axe  passant  par  0,  qui  sera  représentée  par  un  vecteur  ii. 
T^  — >- 

Le  vecteur  V|^  n'est  autre  que  l'accélération  absolue  J^  du  point  mobile,  puisque 

le  point  A  décrit,  dans  (S[),  l'hodographe  du  mouvement  absolu. 
Passons  au  point  R.  On  a 

la  vitesse  relative  de  U,  Vj!  est  l'accélération  relative  J^  du  point  mobile,  puis(iue  le 
point  R  décrit,   dans  (S),   l'hodograpiie  du  mouvement  relatif.  Quant  à  la  vitesse 

dentrainement  du  point  R,  c'est  le  moment  W  du  vecteur  LS  par  rapport  au  point  R 

e.xtrémité  du  vecteur  V^,  c'est-à-dire  le  produit  iî  x  W  r-  Donc, 

Occupons-nous    maintenant   de   la   vitesse  du    point   E.  A   l'instant   <4--^^    '^ 
vecteur  V^,  vitesse  d'entraînement  de  M  au  temps  t,  est  remplacé  par  le  vecteur  Vj 

vitesse  d'entraînement  de  M',  au  temps  t-f  Ai.  Introduisons  le  vecteur  V",  vitesse 
du  point  P'  de  la  figure  précédente,  à  l'instant  i-|-  Ai.  On  a  l'égalité  évidente 


V'  — V 


Ai 


Ai 


V      v'  —  v" 

■*■      Ai      ■ 


Lorsque  Ai  tend  vers  zéro,  le  premier  membre  a  pour  limite  la  vitesse  V f;  du 
point   E.    La    première    fraction  du  second   membre  a    pour   limite   l'accélération 

d'entraînement  J^,,  puisque  V,  et  V'^  sont  deux  vitesses  voisines  sur  la  trajectoire 

d'entraînement;  V^,   vitesse   du    point  M',  est  le   moment,  par  rapport  à  .M',    du 

vecteur   û'  représentant    la  rotation   instantanée  au  temps  t-{-Al,   c'est-à-dire   le 

produit   Q'xOM';  de    même  Vj  représente  le  produit  Q' x  OP'  et  la  ditîérence 

Vg — Vg    est  égale  au  produit  Q' X  PM'.    La  dernière   fraction   est  donc  égale   au 
produit 


Q'X 


Ai 


La  limite  de  ce  produit  est  égale  au  produit  des  limites.  Plaçons-nous  sur  (S);  ià' 

ni 
Ai 


a  pour  limite  Ll  et  —rj  a  pour  limite  V^,  donc  le  produit  a  pour  limite  il  X  Vr  =  ^^ 


On  a  donc 


et 


d'où 


V^  =  Je+W, 

vS  =  j,  +  w, 

—V      — >      —V      — >- 

v::  =  j„  =  v^-fv^ 


Ja=Jr+Je  +  2\V  ou  J„=J,  +  J,-}-Jc. 

Je  =  2W  est  Vaccélération  complémentaire  ou  accéléralion  de  Coriolis. 
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34.  Exemples  de  compositions  de  mouvement.  —  Dans  les  exemples 
qui  suiveul,  le  uii)uv(!mouL  d'eiUraînement  sera  une  translation 
rectiligne. 

1"  Le  mouvement  relatif  et  le  mouvement  d'entraînement  sont  recti- 
lignes  et  uniformes. 

Les  vecteurs  V,.  et  V^  ont  des  grandeurs,  des  directions  et  des  sens 

invariahles.  Il  on  est  de  même  de  leur  somme  géométrique  V^.  Le 
mouvement  abs(jlu  a  une  vitesse  représentée  par  un  vecteur  toujours 
égal  à  un  vecteur  fixe  :  ce  mouvement  est  donc  rectiligne  et  uniforme. 

Soit,  par  exemple,  M,  un  point  d'un  bateau  qui  traverse  une  rivière; 
le  mouvement  relatif  de  M  par  rapport  à  la  rivière  sera  suppo.sé  recti- 
ligne et  uniforme,  la  vitesse  étant  celle  du  bateau.  La  vitesse  d'entraî- 
nement est  celle  du  courant  et  l'on  supposera  le  mouvement 
d'entraînement  rectiligne  et  uniforme.  Le  mouvement  de  M  par  rapport 
aux  rives  sera  aussi  rectiligne  et  unil'orme. 

2°  Le  mouvement  relatif  et  le  mouvement  d'entraînement  sont  rec- 
tilignes  et  de  directions  difTérentes. 

Soit  a;  =  /■(/),   l'équation   du    mouvement  de    M  sur  la  droite  Ox; 

y. 


ij=zg[t),  l'équation  du  mouvement  d'un  point  0  de  celle  droite  qui 
décrit  l'axe  Oij.  Le  mouvement  absolu  est  plan;  la  trajectoire  est  dans 
le  plan  défini  par  Oij  et  par  la  position  initiale  Ox  de  la  trajectoire 
relative  de  M.  Les  équations  du  mouvement  absolu  sont 

x  =  f{t),        y=g(t). 

Par  exemple,  si  le  mouvement  relatif  est  uniforme,  on  peut  prendre 
x  =  at,  0  étant  la  position  de  M  au  temps  zéro;  si  le  mouvement 
d'entraînement  est  uniformément  accéléré,  on  peut  prendre  y  =  ht-{-ct-, 
Ox  étaat  la  position  de  la  trajectoire  de  M  à  l'instant  0.  La  trajectoire 
absolue  est  la  courbe 

x^at,         tj  =  bl  -\-  cl-; 
et,  en  tirant  t  de  la  première  équation  et  le  portant  dans  la  seconde, 
on  obtient 

b  c    , 

^       a         a- 
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équation  d'une  parabole.  La  construclion  de  la  vitesse  absolue  montre 
que  la  projection  de  celte  vitesse  sur  Ox  est  la  constante  a.  La  con- 
slruolion  de  raccélération  absolue  montre  qu'elle  est  parallèle  à  0;/  et 
égale  à  la  constante  2c.  Ces  résultats  se  déduisent  aussi  de  lélude  des 
mouvements  projetés. 

3°  Le  mouvement  relatif  et  le  mouvement  d'entraînement  du  point  M 
s'efîectuent  sur  la  même  drciite. 

Soit  x^:=f^{t),  l'équation  du  mouvement  relatif  de  M  el  x.,  =  f^{t), 


o 


oc. 


^~    :r. 


■M 


X, 


l'équation  du  mouvement  d'un  point  fixe  Oj  de  la  droite  0,j:,  que 
décrit  M.  Si  x  est  l'abscisse  de  M  par  rapport  à  un  point  fixe  0  de  Ox, 
on  a 

x  =  x,-^x,  =  f^{t)-^f.^[l). 

Supposons,  par  exemple,  que  les  mouvements  de  M  et  de  0,  soient 
des  vibrations  simples  de  même  période  :  on  a 

a:,  ^«7  sin((.)/-h  a),         a-,  =  6sin(o)/ 


d'où 


.S), 


x^a  sin(wf-f-  a)  +  ^  sin((o^ -t- fi). 

Je  dis  que  le  mouvement  absolu  est  une  vibration  de  même  période. 

Soient  OA  et  OB  deux  vec- 
teurs de  grandeurs  a  et  b 
faisant  respectivement  avec  Oj/ 
les  angles  co/-(-  a  et  wf  H-p. 

Si  ces  vecteurs  tournent 
d'un  mouvement  uniforme  de 
vitesse  angulaire  o.  les  pro- 
jections de  leurs  extrémités 
sur  l'axe  Ox  perpendiculaire 
kOy  ont  pour  abscisses  a?j  et a^j. 
Le  parallélogramme  OABC  construit  sur  les  deux  vecteurs  demeure 
invariable  et  tourne  autour  de  0  avec  la  vitesse  w.  La  projection  de 

l'extrémité  C    du  vecteur  OC,  diagonale  du  parallélogramme  a  pour 

abscisse  x  et  ce  point  x  est  animé  d'un  mouvement  oscillatoire  de 

Sir  -'''\ 

période  —,  d'amplitude  OC  et  dont  la  phase  initiale  est  égale  à  a -l-AOC. 

Plus  généralement,  on  peut  considérer  un  nombre  quelconque  de 
mouvements    vibratoires   simples  de   même  période.   Le  mouvement 
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altsolu  résultant  est  un  mouvement  vibratoire  de  môme  période  dont 
l'amplitude  est  la  somme  géométrique  des  vecteurs  correspondant  aux 
différentes  vibrations. 

Cette  somme  géométrique  peut  être  nulle  :  le  point  M  est  alors 
immobile  sur  l'axe  Ox.  Cela  se  présentera,  par  exemple,  pour  trois 
mouvements  vibratoires  de  même  période,  de  même  amplitude,  dont 

les  phases  initiales  sont  0,  -^,  -^. 

A°  Le  mouvement  relatif  est  circulaire  et  uniforme. 

Supposons  que  le  mouvement  relatif  soit  circulaire  et  uniforme  de 
vitesse  angulaire  oj  et  le  mouvement  d'entraînement  rectiligne  et  uni- 
forme. C'est  le  cas  d'un  point  d'une  roue  de  voiture  se  déplaçant  en 
ligne  droite. 

Nous  allons  examiner  en  particulier  le  mouvement- d'un  point  M  de 
la  circonférence  de  la  roue.  La  trajectoire  {^)  de  ce  point  porte  le  nom 
de  ci/cloïde. 

Soit  Ox,  la  ligne  droite  sur  laquelle  se  déplace  la  roue,  C  la  position 
du  centre  à  l'instant  t.  Nous  supposerons  que  le  cercle  C  roule  sans 
A 


glisser  sur  le  sol  Ox  c'est-à-dire  que  l'arc  décrit  par  un  point  de  la 
circonférence  est  toujours  égal  à  la  longueur  rectiligne  décrite  par  le 
point  I  dans  le  même  intervalle  de  temps,  I  étant  le  point  de  contact 
de  kl  roue  et  du  sol.  11  en  résulte  que  la  vitesse  de  I  sur  le  sol  Ox  a  la 
même  grandeur  que  la   vitesse  d'un  point  de  la  circonférence.  La 

première  vitesse  est  la  vitesse  d'entraînement  V^  de  la  roue,  la  seconde 

la  vitesse  relative  V^  du  point  M.  Si  nous  construisons,  au  point  M,  le 
parallélogramme  des  vitesses,  nous  obtenons  un  losange  et  le  triangle 
isocèle  MV.Va  est  semblable  au  triangle  MCI.  Le  rapport  de  similitude 
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est  0),  vitesse  angulaire  de  la  rotation  puisque  Yr^wMC;  donc  V„=(oMr, 

d'autre  part  le  triangle  MV,V„  a  ses  côtés  perpendiculaires  à  ceux  du 

—y 
triangle  MCI.  donc  MI  est  la  normale  à  la  cycloïde;  V„  est  placé  sur 

la  tangente  MT  qui  passe  donc  par  le  point  T  du  c<'rcle  diamétralement 

opposé  au  point  I. 

Ainsi,  la  vitesse  du  point  M  à  l'instant  t  est  la  même  que  s'il  tournait 
autour  de  I  avec  la  vitesse  angulaire  m. 

Composons  les  accélérations;  l'accélération  d'entraînement  est  nulle 
et   Taccélération  relative  est  égale  à  Taccéléralion  absolue.  C'est  un 

vecteur  MJ  dirigé  suivant  MC  et  égal  à  w-MC;  soit  Mv„  l'accélération 
normale  et  II  le  milieu  de  MI;  on  a  My„  =  w-MH,  puisque  Cil  est 
perpendiculaire  à  MI  et  comme 

My„  =  Y' 
f  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  cycloïde, 

t'~My„~  w^'MH"'" 

Donc,  le  centre  de  courbure  Q  de  la  cycloïde  est  le  symétrique  de  M 
par  rapport  à  I. 

Remarque  I.  —  On  peut  retrouver  directement  ces  résultats  en 
écrivant  les  équations  du  mouvement  du  point  M.  Soit  0  une  position 
du  p<Mnt  M  lorsque  ce  point  est  au  contact  du  sol;  prenons  0  comme 
origine  des  coordonnées.  Oy  perpendiculaire  à  Ox  du  côté  du  cercle, 
et  comptons  le  temps  à  partir  du  moment  où  M  est  en  0.  La  courbe  (H) 
se  compose  d'arches  telles  que  OMO'  toutes  égales  entre  elles.  Dési- 
gnons par  a  le  rayon  du  cercle  et  prenons  la  vitesse  angulaire  m 
comme  unité.  A  l'instant  t,  la  roue  a  tourné  de  l'angle  CMI:=a)/  =  (. 
Projetons  orthogonalement  sur  Ox  et  sur  0»/  le  contour  OICM  et  sa 
résultante  OM;  nous  aurons  : 

X  =  ÔI  +  Proj . Te  +  Proj .  CM 

/3-— A. 
xz=zat  -ha  cos(  -^         I, 

y  =TCh-  Proj.  CM  =  a  4- a  cos (t:  —  t); 
d'où 

x=za{t  —  sin/), 
y  =  a{t —  cost). 

Jîemarque  II.  —  Les  points  0,  0',  sont  des  points  de  rebroussemeni 
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de  la  cycloïde.  Un  point  M'  intérieur  au  cercle  décrit  une  courbe 
appelée  cycloïde  raccourcie;  un  point  M"  extérieur  au  cercle  décrit 
une  courbe  à  points  doubles  appelée  cycloïde  allongée.  Les  roues  des 
^vagons  d'un  train  ont  une  partie  qui  déborde  le  rail.  Les  points  de 
ce  rebord  décrivent  des  cycloïdes  allongées. 

35.  Mouvement  d'un  disque  sur  un  plan.  —  Hoprenons  l'étude  du  mouvement 
d'un  disque  plan  qui  se  déplace  sur  un  plan  tixe.  Nous  avons  vu  que,  à  chaque 
instant  t,  la  vitesse  de  chaque  point  du  disque  mohiie  est  la  même  (jue  si  le  plan 
tournait  autour  d'un  point  I,  centre  instantané  de  rotation.  La  position  du  point  I 
varie  avec  le  temps;  il  décrit  une  courlie 
(C)  sur  le  disque  et  une  courbe  (C„)  sur  le 
plan  fixe.  Si  à  chaque  instant,  on  perce 
le  dis(iue  et  le  pian  à  l'aide  d'une  épingle 
l)lacée  en  !.  (C)  est  le  lieu  des  traces  de 
l'épingle  sur  le  disque  et  (Cq)  le  lieu  des 
tr  aces  de  l'épingle  sur  le  plan.  La  trajec- 
toire relative  de  I  est  la  courbe  (C);  sa 
trajectoire  absolue  est  la  courbe  (Cq). 
Comme  le  point  1  a  une  vitesse  d'entraî- 

— y 
nement    nulle,    la    vitesse    absolue   V„ 


r 


coïncide  avec  la  vitesse  relative  V,..  Ces 

deux  vecteurs  ayant  même  direction  et 

même  sens,  les  tangentes  en  I  à  (C)  et  à 

(Cq)    coïncident    :    la    courbe  (C)    reste 

tangente  à  la  courbe  (Cq).  Soient  A  et  Aq 

les  positions  de  1  sur    C)  et  sur  (Cq)  à  l'origine  des  temps.  Prenons,  sur  chaque 

courbe,  un  sens  positif  des  arcs  tel  que  les  tangentes  positives  en  1  coïncident;  les 

valeurs  algébriques  des  vitesses  étant  les  mêmes,  on  aura,  si  s  =  arc  AI  et  So=  arcAoI, 


ds 
dt 


d'où 


dsn 
dt  ' 


Pourso  =  0,  .s-  =  0,  doncia  constante  est  nulle  et  l'on  a  toujours 

Les  arcs  décrits  parle  point  I  sur  (C)  et  (C,,)  pendant  le  même  intervalle  de  temps 
sont  toujours  égaux.  On  dit  que  la  courbe  (C)  roule  sans  glisser  sur  la  courbe  (Cq). 
Si  l'on  découpe  le  disque  mobile  de  façon  que  son  contour  soit  la  courbe  (C),  et  le 
plan  lixe,  de  manière  que  son  contour  soit  (Cq),  on  réalisera  matériellement  le 
mouvement  en  faisant  rouler  le  bord  du  disque  mobile  sur  le  bord  du  plan  lixe.  La 
courbe  (Cq)  est  appelée  la  base  et  la  courbe  (C)  la  roulette.  Dans  le  paragraphe  précé- 
dent nous  avons  examiné  le  cas  où  (C)  est  un  cercle  et  (Cq)  une  droite. 

Soit  (L)  une  courbe  tracée  sur  le  disque  mobile;  les  différentes  positions  de  (L) 
forment,  sur  le  plan  fixe,  une  famille  de  courbes  égales  qui  ont  une  enveloppe  (Lq), 
c'est-à-dire  une  courbe  à  laquelle  elles  restent  tangentes.  Je  dis  que  la  normale 
commune  à  (L)  et  à  (L,,),  au  point  où  elles  se  touchent  à  l'instant  t,  passe  par  le 
point  I.  Soit,  en  effet,  P  le  point  de  contact  de  (L)  et  (L,);  ce  point  a  pour  trajectoire 

relative  la  courbe  (L)  et  pour  trajectoire  absolue  la  courbe  (Lq),  les  vitesses  V^  et 
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Va  sont  donc  portées  par  la  tangente  commune  en  P  à  ces  courbes.  La  vitesse 

—y 
d'entraînement  \%.  qui  est  leur  différence,  est  aussi  portée  par  la  même  droite;  or, 
cette  vilesse  est  perpendiculaire  à  IP,  donc  IP  est  la  normale  commune. 

Les  courbes  (L)  et  (Lq)  s'appellent  des  projils  conjugués  du  mouvement.  Dans  les 
engrrenages  cylindriques,  les  sections  droites  des  pièces  qui  engrènent  sont  formées 
de  morceaux  de  prolils  conjugués  (jui  roulent  l'un  :sur  l'autre,  en  glissant,  puisque 
la  vitesse  d'eutrainemcnt  du  point  de  contact  P  n'est  pas  nulle. 
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1.  —  Une  automobile  décrit  une  courbe  circulaire  de  "200  m.  de 
rayon  avec  une  vilesse  de  lo  km.  à  l'heure.  Devant  un  obstacle,  la 
voiture  s'arrête  après  avoir  parcouru  75  m.  d'un  mouvement  unifor- 
mément retardé.  Trouver  l'accélération  d'un  point  de  la  voiture  avant 
et  pendant  la  période  de  ralentissement. 

2.  —  Une  bicyclette  se  déplace  sur  une  route  rectiligne  avec  une 
vitesse  de  20  km.  à  l'heure.  La  roue  motrice  a  un  rayon  de  35  cm.  et 
le  développement  de  la  machine  est  de  5  m.  Calculer  la  vitesse  angu- 
laire et  l'accélération  angulaire  de  la  roue  motrice  pendant  la  période 
de  ralentissement  en  supposant  que  la  machine  s'arrête  après  avoir 
parcouru  30  m.  d'un  mouvement  uniformément  retardé. 

Calculer,  dans  les  mêmes  conditions,  la  vitesse  et  l'accélération  par 
rapport  au  sol  d'un  point  de  la  jante  de  la  roue  arrière. 

3.  —  La  trajectoire  d'un  point  est  une  circonférence  (C);  l'hodo- 
graphe  relative  à  un  point  0  de  cette  circonférence  est  une  circonfé- 
rence (C)  tangente  en  0  à  (C)  et  de  rayon  moitié  de  celui  de  (C). 
Trouver  le  mouvement. 

4.  —  La  trajectoire  d'un  point  est  une  parabole  (P);  Thodographe 
relative  au  sommet  0  de  cette  parabole  est  une  parabole  égale  à  (P) 
ayant  son  foyer  en  0  et  son  sommet,  symétrique  par  rapport  à  0,  du 
foyer  de  la  parabole  (P).  Trouver  le  mouvement. 

b.  —  Un  point  décrit  une  trajectoire  plane.  Le  vecteur  accélération 
se   déduit,    à  chaque  instant,  du   vecteur  vilesse    par   une   rotation 

de  H-  ^  autour   de    la    position    du   point.    Trouver    le    mouvement. 

Examiner  le  cas  plus  général  où  la  rolation  correspond   à  un  angle 
quelconque  a.  Quelle  est  l'hodographe? 

G.  —  Trouver  un  mouvement  plan  tel  que  l'hodographe  en  un 
point  0  de  ce  plan  s'obtienne  en  faisant  tourner  la  trajectoire  d'un 
angle  a  autour  du  point  0. 

7.  —  Un  point  décrit  une  trajectoire  gauche  quelconque.  Montrer 
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qu'on  peut  choisir  la  loi  du  mouveuienl  de  ni.inière  que  i'Iiodographe 
soit  une  courbe  plane.  Kxaminer,  en  particulier,  le  cas  où  la  trajectoire 
est  une  hélice  circulaire.  Quelle  est  alors  I'Iiodographe? 

8.  —  La  trajectoire  d'un  point,  est  une  cirronféren<.-e.  I)t'terminer 
la  loi  du  mouvement  du  point  sur  sa  trajectoire  de  manière  que  laccti- 
léralion  fasse  un  angle  constant  avec  la  vitesse.  Trouver  I'Iiodographe. 

9.  —  Une  hélice  circulaire  est  considérée  comme  la  trajectoire 
absolue  d'un  point  qui  décrit  une  circonférence  d'un  mouvement 
uniforme  tandis  que  le  plan  de  cette  circonférence  est  animé  d'un 
mouvement  de  translation  roctilignc  uniforme,  le  centre  de  la 
circonférence  décrivant  l'axe  du  cylindre  de  révolution  sur  lequel  est 
tracée  l'hélice.  Montrer  que  la  projection  de  l'hélice,  faite  parallè- 
lement à  une  direction  fixe  A,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du 
cylindre,  est  une  cycloïde  allongée  ou  raccourcie.  Dans  (juel  cas  cette 
projection  est-elle  une  cycloïde  ordinaire? 

10.  —  Un  homme,  représenté  par  un  point  M,  décrit  l'axe  Oy  d'un 
mouvement  uniforme  dont  la  vitesse  est  mesurée  par  v;  son  chien, 
représenté  par  un  point  C,  court  après  lui  avec  une  vitesse  dont  la 
direction  passe,  à  chaque  instant,  par  le  point  M  et  dont  la  grandeur 
est  2(;.  A  l'origine  du  mouvement,  le  point  G  est  en  .\  sur  Ox  et  son 
abscisse  est  a;  le  point  M  est  à  l'origine  des  coordonnées.  Trouver  la 
trajectoire  {courbe  du  chien).  A  quel  moment  le  chien  rattraj)e-t-il  son 
maître? 

11.  —  Le  point  M  se  déplaçant  dans  les  mêmes  conditions  qu'à 
l'exercice  précédent,  le  point  0,  parti  de  A,  décrit  un  arc  de  parabole 
tangent  à  Ox  en  A  et  à  Oj/  au  point  B  d'ordonnée  b.  Le  chien  rattrape 
son  maître  en  B.  Trouver  le  mouvement  de  C. 

12.  —  Un  segment  invariable  AB  se  déplace  dans  le  plan  xOij  de 
manière  que  le  point  A  décrive  l'axe  Ox  d'un  mouvement  uniforme  et 
(|ue  la  vitesse  du  point  B  ait,  à  chaque  instant,  la  même  grandeur 
que  celle  de  A.  Trouver  la  trajectoire  de  B  [courbe  des  forçats 
enclininés).  Si  Ton  suppose  qu'un  plan  est  invariablement  lié  au  seg- 
ment AB,  ce  plan  se  déplace  sur  le  plan  fixe  xOy.  Trouver  le  centre 
instantané  de  rotation,  la  base  et  la  roulette. 

13.  —  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oij,  on  porte,  sur 
l'axe  Ox,  les  segments  OA  et  AB  mesurés  par 

âÂ  =  /,  AB  =  /(/,         />0, 

n  désignant  une  constante,  et  on  considère  les  certles  (C)  et  (T)  de 
centres  B  et  0,  passant  par  A.  Le  cercle  (C)  roule  sur  la  circonférence 
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{T)  de  manière  que  la  vitesse  angulaire  autour  de  son  centre  0'  soit 
égale  à  t.  Au  temps  /=:0,  le  point  0'  coïncide  avec  B.  Soit  M  la  posi- 
tion. i\  l'instant  /,  du  point  de  la  circonférence  de  (C)  qui,  à  l'instant  0, 
coïncide  avec  A. 

1°  Calculer  les  coordonnées  de  M  à  l'instant  /. 

2°  Construire  le  centre  de  courbure  relatif  à  M  de  la  trajectoire  de  M 
et  montrer  qu'il  divise  le  segment  Ml  dans  un  rapport  constant,  1  étant 
le  point  de  contact  des  cercles  à  l'instant  /. 

3°  Construire  les  vecteurs  vitesse  et  accélération  et  montrer  que 
le  vecteur  accélération  est  situé  sur  la  droite  symétrique  de  MO  par 
rapport  à  MI. 

-4°  Trouver  les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  à  la  trajec- 
toire. En  déduire  que  la  développée  de  la  trajectoire  se  déduit  de  la 
trajectoire  par  une  homothétie  de  centre  0  et  une  rotation  autour  de  0. 

14.  —  Un  plan  mobile  (P)  se  déplace  sur  un  plan  fixe  (l'oi  de  manière 
que  deux  points  A  et  B  du  plan  (P)  soient  situés  sur  deux  droites 
fixes  Oxq,  Oj/j,  de  (PJ.  Montrer  que  le  mouvement  peut  être  réalisé 
par  le  roulement  d'un  cercle  (C)  à  l'intérieur  d'un  cercle  fixe  (C^)  de 
rayon  double.  Tous  les  points  du  cercle  (C)  décrivent  des  segments  de 
droites  passant  par  ().  Tous  les  autres  points  du  plan  (P)  décrivent  des 
ellipses  de  centre  0. 

15.  —  Un  plan  mobile  (P)  se  déplace  sur  un  plan  fixe  (P„)  de  manière 
que  deux  rainures  rectilignes  Ox-^  Oy  du  plan  (P)  glissent  sur  deux 
pivots  fixes  du  plan  (Po).  Montrer  que  le  mouvement  peut  être  réalisé 
par  le  roulement  d'un  cercle  (C)  sur  un  cercle  fixe  (C^)  de  rayon  moitié 
et  situé  à  l'intérieur  de  (C).  Montrer  que  toute  droite  de  (P)  issue  de  0, 
passe  par  un  point  fixe  de  (P„);  que  toute  autre  droite  enveloppe  un 
cercle,  que  les  trajectoires  des  points  de  (P)  sont  des  limaçons  de 
Pascal. 
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36.  Axes  fixes.  —  Les  lois  expérimentales  que  nous  allons  énoncer 
et  sur  lesquelles  repose  la  mécanique  sont  valables  pour  un  système 
de  comparaison  que  Ion  appelle  absolument  fixe.  Ce  système  est  déter- 
miné par  un  trièdre  ayant  pour  origine  le  centre  de  gravité  du  système 
solaire  et  dont  les  arêtes  passent  par  trois  des  étoiles  appelées  étoiles 
fixes.  Xous  l'appellerons  brièvement  le  sy terne  fixe. 

37.  Divisions  de  la  dynamique.  —  L'objet  de  la  dynamique  est 
l'étude  des  rapptjrls  du  mouvement  avec  un  élément  appeb'  force  que 
nous  allons  bientôt  définir. 

Comme  pour  la  cinématique,  nous  étudierons  d'abord  le  cas  d'une 
portion  de  matière  assez  petite  pour  être,  sans  erreur  appréciable, 
assimilée  à  un  point  géométrique.  Nous  aurons  ainsi  la  Dynamique  du 
point.  Nous  passerons  ensuite  au  cas  d'un  système  matériel  quelconque 
considéré  comme  un  ensemble  de  points  matériels.  L'étude  de  ce  cas 
constitue  la  Dynamique  des  systèmes  qui  comprend  la  Dynamique  des 
systèmes  invariables  ou  Dynamique  du  corjps  solide  et  la  Dynamique 
des  systèmes  déformables. 

38.  Principe  de  l'inertie.  —  La  définition  de  la  force  repose  sur  le 
principe  suivant  connu  sous  le  nom  de  principe  de  l'inertie  :  un  point 
matériel  abandonné  à  lui-même  a  une  accélération  nulle  par  rapport  au 
système  fixe. 
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Nous  savons  que,  lorsque  raccéléralion  est  nulle,  ou  il  y  a  un  mou- 
venîent  et  celui-ci  est  recliligne  et  uniforme,  ou  le  point  est  au  repos. 
Donc,  un  point  matériel  abandonné  à  lui-même  reste  au  repos  par 
rapport  au  système  fixe  ou  bien  est  animé,  par  rapport  à  ce  système, 
d'un  ïnouvement  rectiligne  et  uniforme. 

39.  Force.  —  Masse.  —  Si  l'accélération  dun  point  n'est  pas  nulle, 
ce  point  n'est  pas  abandonné  à  lui-même.  Il  est  soumis  à  une  action 
extérieure  de  la  part  d'autres  points  matéri('ls.  Celte  action  est  appelée 
force.  Le  but  de  la  mécanique  est  de  comparer  entre  elles  les  dilVérentes 
forces  et  d'en  rechercher  les  etfets.  Pour  atteindre  ce  but,  on  établit 
une  correspondance  entre  une  force  et  l'effet  qu'elle  produit  sur  un 
point  matériel. 

A  chaque  instant,  un  point  matériel  M  possède  une  accélération 

représentée  par  un  vecteur  J  d'origine  M.  On  admet  que  ce  vecteur 
caractérise  l'effet  de  la  force,  qui  agit  sur  le  point.  Nous  représenterons 

la  force  par  un  vecteur  F  de  même  origine  et  proportionnel  au  premier. 
Nous  aurons  donc  : 

Lorsqu'on  fait  agir  une  même  force  sur  différents  points  matériels, 
on  peut  constater  que  les  accélérations  sont,  quelle  que  soit  cette  force, 
dans  un  rapport  constant  différent  de  lunité.  Il  en  résulte  que  Ton  ne 
peut  pas  prendre  pouj|^?u  une  valeur  indépendante  du  point  matériel,  la 
valeur  un  par  exemple,  mais  que  les  rapports  des  valeurs  de  ni  correspon- 
dant à  deux  points  matériels  sont  déterminés.  Si  l'on  choisit  la  valeur 
de  m  pour  un  point  matériel,  les  valeurs  relatives  aux  autres  points 
matériels  sont  déterminées.  Le  coefficient  m  a  ainsi  une  valeur  carac- 
téristique de  chaque  point  matériel  :  on  l'appelle  la  masse  de  ce  point. 

40.  Composition  des  forces.  —  Principe.  —  Lorsqu'un  point  matériel 
est  soumis  en  même  temps  à  l'action  de  plusieurs  forces,  il  prend  une 
accélération  déterminée  par  le  principe  suivant  qui  est  établi  par 
l'expérience  et  par  la  vérification  des  conséquences  qu'on  en  lire. 

Uaccélùralion  d'un  poiul  matériel  soumis  à  plusieurs  forces  est  la 

somme  géométrique  des  accélérations  quil  prendrait  sous  l'action  de 

chaque  force  agissant  seule. 

-^  ->  — V    . 
Si  un  point  M.  de  masse  vi,  est  .>oumis  aux  forces  F„  Fj,  Fj,  1  accé- 
— > 
lération  J  est  donnée  par  l'égalité  : 

— >       —V       — >       —V 
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— V   — V   — V 

où  l'on  désigne  par  J,,  J.,,  J3,  les  accéléralions  du  point  M  soumis  à  la 

—y  "— >  -> 

force  \'^  seule,  à  la  force  F.^  seule,  à  la  force  F3  seule. 

Fin  multipliant  par  m  les  vecteurs  accélérations,  il  vient. 

mi  =  TTjJ,  -h  mJ^  ■+-  mJj, 
ou 

f^=f;4-f;+f;. 

Donc,  V accélération  prise  par  le  point  matériel  soumis  aux  forces 
— >-  — >-  — ^  . 

F,,  Fj,  F3  est  la  même  que  s'il  était  soumis  à  une  force  unique  égale  à 

leur  somme  rjéométrique . 

Dans  l'égalité  fondamentale 

F  =  mJ, 

nous  entendrons  désormais  que  F  désigne  la  somme  géométrique  des 
forces  agissant  sur  le  point. 

Si  cette  somme  est  nulle  pour  une  position  du  point,  l'accélération 
t'st  nulle  et  le  point,  abandonné  sans  vitesse  initiale  dans  cette  posi- 
tion, demeure  au  repos.  11  est  en  équilibre, 

Heviarque.  —  Si  nous  remplaçons  le  système  de  comparaison  dit 
absolument  fixe  par  un  autre  système  animé,  par  rapport  à  lui,  d'un 
mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme,  nous  aurons,  entre 

—V  — > 

la  force  F  et  laccéléralion  J'  dans  le  nouveau  système,  la  même  relation 


F  =:  mi', 


puisque  J'  est  identique  à  J. 


41.  Axes  liés  à  la  terre.  —  Les  principes  précédents  ne  sont  valables 

rigoureusement  que  pir  rapport  au  système  fixe   Si  Ton  prend  la  terre 

comme  système  de  comparaison,    système  qi  e  l'on  peut  déterminer 

par  trois  axes  de  coordonnées  liés  à  la  terre,  les  formules  ne  doivent 

plus  être  les  mêmes. 
->  — >-  -y 
Appelons  ia,  Jr,  Je,  les  accélérations  absolue,  relative  et  dentraîne- 

— V 

ment  d'un  point  M  soumis  à  des  forces  dont  la  somme  est  F,,  lorsqu'on 
considère  son  mouvement  absolu  par  rapport  au  système  fixe  et  son 

mouvement  relatif  par  rapport  à  la  terre.  Nous  savons  que  J„  n'est 

pas  égale  à  la  somme  des  deux  autres  accélérations;  appelons  Je  le 
vecteur  différence,  on  aura 

->     — >     -^     -y 

Jfl  •^—  "r  ~T~  Je     i~  "Cj 
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et  _v       — V        — ).        —^ 

7?iJ„  =  mir  -+-  mie  -+■  wiJ,. 
Or 

donc, 

Fj  =  ?n.|,. -h  7?jJc  +  77lJ,  . 

Telle  est  réqualion  qui  doit  remplacer  régalité  fondamentale 
lorsqu'on  prend  la  terre  comme  système  de  comparaison. 

La  force  l'\  est  la  somme  géométrique  des  forces  appliquées  à  la 

surface  de  la  terre  dont  la  somme  est  F^  et  des  attractions  des  astres^ 

y  compris  la  terre,  dont  la  somme  est  A,  en  sorte  que 

— ^       —y      —V 
F,  =  F,  +  A. 

Si  le  point  M  est  en  équilibre  par  rapport  à  la  terre,  on  a  évidem- 
ment J„  =  J,,  puisque  tout  se  passe  comme  si  le  point  était  lié  à  la 
terre.  Par  exemple,  si  le  point  est  suspendu  à  un  fil  ou  à  un  dynamo- 
mètre, il  est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  A  et  de  la  tension  du 

fil  ou  du  dynamomètre.  Par  définition,  le  poids  P  du  point  est  opposé 
à  cette  tension  et  l'équation  fondamentale  devient,  dans  ce  cas; 

— T-t-  A  =  mi,. 
En  remplaçant  mi^  par  cette  valeur  dans 

F,  -f-  A  =  mi,.  H-  mi,  -h  mj^., 
il  vient 

Fj  -4-  P  ^  mir  -+-  mie. 

Or,  Fg  +  P  représente  la  somme  F  des  forces  qui  agissent  à  la  sur- 
face de  la  terre,  y  compris  le  poids;  l'équation  de  la  dynamique  devient 

donc  -^      _v        —^ 

F  =z  mir -{-mie. 

Mais,  le  calcul  montre  que  le  dernier  terme  est  négligeable  devant 
les  premiers.  On  n'en  tient  compte  que  dans  certaines  expériences 
délicates  comme  celle  du  pendule  de  Foucault.  En  général,  on  pourra 
supprimer  ce  terme  et  l'équation  fondamentale,  devenant 

F  =  mir, 

aura  la  même  forme  que  pour  les  axes  fixes,  à  condi'inn  décompter  le 
poids  parmi  les  forces  agissant  sur  le  point. 
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—V 

42.  Poids  d'un  corps.  —  Nous  avons  vu  que  le  poids  P  d'un  point 
matériel  était  donné  par  l'égalité 

P  =  A— mJ,. 

—V 

dans  laquelle  A  est  la  somme  des  attractions  dos  astres  et  de  celle  de 
la  terre.  Cette  dernière  donne  un  terme  prépondérant  A,;  nous  dési- 
gnerons par  Aj  la  somme  des  autres  termes. 

Le  mouvement  de  la  terre  par  rapport  aux  axes  absolus  s'obtient  en 
composant  un  mouvement  de  rotation  autour  de  la  ligne  des  pôles  et 
un  mouvement  de  translation  sur  l'orbite  terrestre.  On  a,  puisque  le 
mouvement  d'entraînement  est  un  mouvement  de  translation, 

J,  étant  l'accélération  dans  le  mouvement  uniforme  de  rotation  diurne 
et  J^,  l'accélération  dans  le  mouvement  de  translation.  On  peut  écrire  : 

P  =  Aj  —  jnJ,  -h  Aj  —  7nJ.j. 

Or,  l'attraction  A^  des  astres  autres  que  la  terre  est  sensiblement 

annulée  par  le  terme  mH,;  la  différence  ne  dépassant  jamais  la  six- 
millionième  partie  du  poids.  On  a  donc  très  sensiblement, 

P  ^  A,  —  7njj  ; 
Aj  est  l'attraction  de  la  terre;  c'est  une  force  dirigée  vers  le  centre  de 

la  terre,  mj,  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des  pôles  et  sa  grandeur  est 
inorr,  eu  désignant  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  la  terre  et  r 
la  distance  du  point  à  l'axe  de  rotation.  Le  rapport  des  grandeurs 

de  rnjj  et  de  P  est  égal  à ,  g  étant  l'accélération  due  à  la  pesan- 
teur au  lieu  considéré.  Ce  rapport  ne  dépasse  jamais  .ttt-.  On  peut 
donc,  dans  une  première  approximation,  confondre  le  poids  avec 
l'attraction  \. 

En  un  même  lieu,  les  vecteurs  A,  et  wtj,,  restent  très  sensiblement 
égaux  à  eux-mêmes,  en  sorte  que  dans  une  région  peu  étendue,  dans 
une  salle  par  exemple,  le  vecteur  P  garde  une  grandeur  et  une  direc- 
tion invariables.  Le  poids  est  une  force  constante. 

Considérons  un  corps  quelconque.  Il  est  formé  par  la  réunion  de  ;» 
points  matériels  de  masses  1n^,  m.,,  . .  .,  m„.  La  somme 

M  =  ln^  -+-  m-,  -f-  .  .  .  -h  nin 
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est.  par  définition,  la  masse  du  corps.  Les  grandeurs  des  poids  des 
points  malériels  sont  m^g,  m.,g,  . .  . ,  m„g  et  l'on  a 

y\g  =  m^g  +  m,g  +  .  .  .  H-  m„g. 

M^  =  P  est,  par  définition,  la  grandeur  du  poids  ou,  plus  brièvement, 
le  poids  du  corps.  C'est  la  somme  des  poids  des  points  matériels  qui  le 
constituent. 

43.  Unités  fondamentales  en  mécanique.  —  La  mécanique  introdui- 
sant deux  grandeurs  nouvelles,  la  force  et  la  masse,  il  est  nécessaire, 
pour  les  mesurer,  de  choisir  des  unités  pour  lune  et  pour  l'autre  et 
de  les  joindre  au.K  unités  de  longueur  et  de  temps  déjà  introduites 
dans  l'étude  cinématique  du  mouvement. 

Ces  unités  de  force  et  de  masse  ne  sont  pas  indépendantes,  puisque 
les  mesures  de  leurs  grandeurs  sont  liées  par  la  relation 

F  =  ?«J  ; 

si  Tune  d'elles  est  choisie  comme  unité  fondamentale,  l'autre  sera  une 
unité  dérivée. 

On  a  donc,  en  mécanique,  deux  types  de  systèmes  d'unités  fonda- 
mentales :  le  type  longueur,  Ie7nps,  force,  et  le  type  longueur,  temps, 
masse. 

Au  premier  type  appartient  le.  système  dit  système  industriel  où  les 
unités  sont  le  mètre,  la  seconde  et  le  kilogramme,  poids  d'un  litre 
d'eau  à  Paris.  L'unité  de  masse  s'en  déduit  par  la  formule 

P 

171  =  -; 
9 

si  P=r^=z:9,81,  m  est  égal  à  un  :  l'unité  de  masse  est  celle  de  9,81  1. 

d'eau. 

Au  second  type  appartient  le  système  C.  G.  S.,  où  les  unités  sont 

le  centimètre,  la  seconde  et  le  gramme-masse,  masse  d'an  centimètre 

cube  d'eau  à  son  maximum  de  densité.  L'unité  de  force  s'en  déduit  par 

la  formule 

P  =  mg; 

si  m  =  g  =  i,  P  est  égal  à  un;  l'unité  de  force,  la  dyne,  est  la  force  qui 
imprime  à  l'unité  de  masse  une  accélération  de  un  centimètre  par 
seconde.  Le  poids  d'un  gramme-masse  lui  iniprime,  à  Paris,  une  accé- 
lération de  081  cm.  par  seconde,  il  vaut  081  dynes.  La  dyne  est  donc 
de  l'ordre  de  grandeur  du  milligramme.  La  grandeur  des  unités  C.  G,  S. 
ne  dépend  pas  du  lieu  où  elles  sont  définies.  C'est  un  avantage  que  ne 
possède  pas  le  système  industriel. 


CHAPITRE  II 

ÉQUATIONS    DE   LA  MÉCANIQUE 

44.   Équations  du  mouvement  d'un  point.  —  Considérons  un  point 

matériel,  de  masse  m,  soumis  à  des  forces  dont  la  résultante  est  F.  Si 
l'on  prend  comme  système  de  comparaison,  le  système  fixe,  ou  la 

terre,  le  vecteur  F  est  lié  au  vecteur  accéléralion  J  par  l'égalité  fonda- 
mentale de  la  dynamique 

F  =  m] . 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  par  rapport  à  un  système 
d'axes  rectangulaires  ou  obliques  attaché  au  système  de  comparaison 

et  X,  Y,  Z,  les  composantes  de  F.  Nous  admettrons  que  la  force  F  n* 
dépend  que  de  la  position  du  point  matériel,  de  sa  vitesse  et  du  temps. 
Par  exemple,  les  forces  d'attraction,  les  actions  électriques  ou  magné- 
tiques ne  dépendent  que  de  la  position  du  point.  Les  résistances  dues 
au  milieu  où  se  déplace  le  mobile,  la  résistance  de  l'air,  par  exemple, 
dépendent  de  la  vitesse  de  ce  mobile.  Nous  sommes  donc  conduits  à 
supposer  que,  dans  le  cas  général,  les  composantes  X,  Y,  Z  sont  des 

fonctions  des  sept  variables  x.y,  z.  -j-,  -f(-,  -^^,  I. 

En  écrivant  que  les  composantes  du  vecteur  ?>/J  sont  égales  à  celles 
du  vecteur  F,  il  vient 

(Px -.  /  dx    dij    dz     \ 

"^di'-^V'  i/'  ='  rfi'  'dVdt'  [r 

,  s  c^V       ,-  /  dx    du    dz    A 

,1)  ^rfF=H'''^--''-^'i'rf^'V' 


m 


^-yfj:  y    .   dx    dji    dz      \ 
rf/^  — ^^T'-^'  -'  dt'  dl'  dl'  V 


Ces  équations  (1)  s'appellent  les  équations  différentielles  du  mouve- 
ment. 
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Pour  connaître  le  mouvement,  il  faut  trouver  trois  fonctions  ' 
(2)  x  =  f{t),        y  =  9{t),        z  =  h(ii, 

telles  que,  en  remplaçant  dans  les  équations  (1)  les  variables  x,  y,  z 
et  leurs  dérivées  premières  et  secondes  par  leurs  valeurs  tirées  de  (2), 
les  deux  membres  deviennent  égaux  pour  toutes  les  valeurs  de  /.  Les 
équations  (2)  sont  ce  que  nous  avons  appelé  les  équations  du  mouve- 
ment. On  dit  quelquefois  que  ce  sont  les  équations  du  mouvement 
sous  forme  finie  pour  les  distinguer  des  équations  (1),  qui  sont  les 
équations  du  mouvement  sous  forme  différentielle. 

Ainsi,  pour  déterminer  le  mouvement  d'un  point  soumis  à  des  forces 
connues,  il  faut  trouver  trois  fonctions  inconnues.  Il  faut  tirer  ces 
fonctions  des  équations  (1)  qui  lient  les  valeurs  des  fonctions,  celles 
de  leurs  dérivées  premières  et  secondes  et  celles  de  la  variable  t. 
C'est  ce  qu'on  appelle  intégrer  les  équations  ditrérentielles  du  mouve- 
ment. 

On  démontre,  en  analyse,  quil  existe  trois  fonctions  x,  y,  s,  de  / 
qui  vérifient  les  équations  (1)  et  qui,  pour  t  =  Z^,  prennent  des  valeurs 
données  x^,,  j/^,  z^,  leurs  dérivées  premières  prenant  aussi  des 
valeurs  données  x'^,  ?/„,  z'^.  Quand  on  se  donne  les  six  valeurs  initiales 
a^oi  J/o'  *o'  "^é'  î/ô'  K  correspondant  à  la  valeur  initiale  Z^,  la  solution  est 
complètement  déterminée.  En  d'autres  termes,  un  mouvement  est 
coniplèlemenl  déterminé  par  la  connaissance  de  la  loi  de  la  force  qui 
agit  sur  le  mobile  et  par  celle  de  la  position  et  de  la  vitesse  du 
mobile  à  un  instant  donné  t^.  On  peut,  à  l'instant  /„,  placer  le  mobile 
au  point  que  l'on  veut  de  l'espace  et  lui  imprimer  telle  vitesse  que 
l'on  veut*Le  mobile  étant  alors  abandonné,  son  mouvement  est  déter- 
miné. C'est  ce  qui  se  passe,  par  exemple,  quand  on  tire  une  balle  de 
fusil.  La  position  du  mobile  et  le  vecteur  vitesse  de  ce  mobile  à  la 
sortie  de  l'arme  forment  les  conditions  initiales  de  ce  mouvement. 

Les  équations  (l)  sont  des  équations  différentielles  du  second  ordre 
parce  que  les  dérivées  des  fonctions  inconnues  y  figurent  jusqu'à 
l'ordre  deux.  Leur  intégration  est  un  problème  diflieile  en  général.  On 
considère  que  la  difliculté  d'intégrer  des  équations  ditîérentielles  croît 
avec  leur  ordre.  Or,  il  peut  arriver  que  par  suite  de  conditions  parti- 
culières du  mouvement,  les  solutions  de  (l)  vérifient  aussi  une  ou 
plusieurs  équations  ditrérentielles  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  ne 
contenant  que  les  dérivées  du  premier  ordre  des  fonctions  inconnues. 
Dans  ce  cas,  il  sera  avantageux  de  mettre  ces  équations  du  premier 
ordre  à  la  place  d'un  inùine  nombre  d'équations  (1).  Nous  verrous, 
dans  les  chapitres  suivants;  comment  le  théorème  de  la  force  vive  et 
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le  lliéorùnie  des  aires  permellenl  ce  Ue  subslitulioa  dans  des  cas  très 
généraux. 

45.  Détermination  de  la  force  quand  on  connaît  le  mouvement.  — 
Les  éiiiKitions  (1)  permellenl  de  résoudre  réieileiueiil  le  prohlème 
suivant  :  on  connail  la  masse  et  les  équations  du  mouvement  sous 
forme  Unie,  trouver  les  coniposanles  de  la  force.  Il  suffit  pour 
avoir  \,  Y,  Z,  de  calculer  les  dérivées  secondes  de  x,  </,  :,  et  de  les 
multiplier  par  7«.  C'est  un  problème  de  différentiation.  Ce  problème 
revient  évidemment  au  calcul  de  l'accélération  du  mobile,  par  suite  de 
la  relation  _>     _v 


l'Jxemple.  —  Soit  le  mouvement 

X— -a  cos((o<  H-a),         y  =  6cos((of 


-f-p),  z  =  ct\ 


on  a 


x"  z=^ — co^x,  y'^^  —  <*>"!/>  :"^0, 

X  =  —  rrnù-x,         Y  =  —  ritorij,         Z=0. 
La  force  rencontre  0;:,  est  perpendiculaire  à  cet  axe,  dirigée  vers 
lui  et  proportionnelle  à  la  distance  du  mobile  à  Taxe. 

46.  Équations  intrinsèques  du  mouvement.  —  Il  est  souvent  com- 
mode de  changer  le  système  des  axes  auxquels  on  rapporte  le  mou- 
vement. Pour  faire  ce  changement,  il  suffit  d'exprimer,  dans  chaque 
nouveau  système,  l'égalité  fondamentale 

En  particulier,  soit  M,  un  point  de  la  trajectoire,  prenons  comme 


axes  de  coordonnées,  la  tangente  positive  Mf,  la  direction  positive  de 
la  normale  principale  M»  et  la  perpendiculaire  M6  au  plan  osculateur 
/M/i  ou  biuormale. 
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Les  composantes  de  l'accélération  suivant  ces  axes  sont 

et,  par  conséquent,  les  équations  du  mouvement  seront,  en  désignant 
par  F(,  F„  et  F^,  les  composantes  de  la  force  suivant  les  axes  M/,  M;i,  Mb, 

"'rf/~    "         ^n^=h„,         0=1-,,. 

Les  équations  précédentes  s'appellent  les  équations  intrinsèques  du 
mouvement.  Elles  sont,  en  particulier,  commodes  lorsque  la  trajectoire 
est  déterminée  géométriquement. 

47.  Champ  de  forces.  —  Lignes  de  forces.  —  Les  composantes  d'une 
force  peuvent  dépendre  des  coordonnées  a-,  y,  s  de  la  position  du 
mobile  et  des  composantes  x',  y\  z'  de  la  vitesse;  elles  peuvent  aussi 
varier  avec  ie  temps  t,  comme  nous  l'avons  vu  au  paragraphe  M. 

Supposons  que  la  force  ne  dépende  que  de  la  position  du  mobile. 
Ses  composantes  X,  Y,  Z,  sont  alors  des  fonctions  de  .r,  y,  z  seule- 
ment : 

\  =  \{x,y,  z),         Y  =  Y(a7,  y,  3),         Z  =  Z(a?,  y,  z). 

Les  fonctions  X,  Y,  Z  sont  définies  pour  une  certaine  région  D  de 
l'espace.  On  dit  que  ces  équations  définissent  un  champ  de  forces  dans 
la  région  D.  On  peut  imaginer  que,  en  chaque  point  de  D,  on  a  placé 
le  vecteur  qui  représente  la  force  en  ce  point.  C'est  l'ensemble  de  ces 
vecteurs  qui  constitue  le  champ.  Les  équations  précédentes  déter- 
minent la  distribution  de  ces  vecteurs  dans  la  région  D.  Dans  la 
définition  d'un  champ  de  forces,  nous  supposons  que  l'on  ait  choisi  un 
point  matériel  déterminé  et  que  X,  Y,  Z  soient  les  composantes  de  la 
force  qui  agirait  sur  ce  point  s'il  occupait  la  position  .r,  y,  :. 

Par  exemple,  pour  une  petite  région  sur  la  terre,  le  poids  d'un 
point  matériel  de  niasse  m  est  une  force  d'intensité  mg  représentée 
par  un  vecteur  vertical.  On  dit  que  la  pesanteur  définit  un  champ 
uniforme  dans  une  région  peu  étendue.  En  deux  points  quelconques 
de  ce  champ,  les  vecteurs  qui  représentent  la  force  sont  égaux.  En 
réalité,  en  deux  points  distants  d'un  kilomètre,  les  verticales  font  un 
angle  de  36"  et  l'intensité  de  la  force  diminue  de  un  millionième  de 
sa  valeur  au  sol  chaque  fois  qu'on  s'élève  de  3  mètres.  De  même, 
l'action  d'un  centre  attractif  0  sur  un  point  matériel  déterminé  définit 
un  cliamp  de  forces  autour  de  0.  Kn  chaque  point  du  champ,  le  vec- 
teur force  a  une  dirrction  passant  par  le  point  0. 
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On  appelle  ligne  de  forces  une  courbe  qui,  en  chacun  de  ses  points, 
est  tangente  au  vecteur  force  qui  a  ce  point  pour  origine.  La  tangente 
au  point  x,  y,  z  est  délinie  par  le  vecteur  dx,  dy,  dz;  comme  ce  vec- 
teur a  la  même  direction  que  le  vecteur  X,  Y,  Z,  on  doit  avoir 

dx dy dz 

Ces  équations  s'appellent  les  équations  différentielles  des  lignes  de 
forces;  en  prenant  z,  par  exemple,  comme  variable  indépendante,  on 
peut  les  écrire 

dx_\  dy_Y, 

dz~  Z'         dz~Z' 

en  les  intégrant,  on  obtient  les  courbes 

X  =  <f{Z,  Cl,  Cj), 

y  =  9(-,  c,,  Cj), 
qui  dépendent  de  deux  constantes  arbitraires  c^,  c.^.  Par  chaque  point 
Xj,  j/j,  z^  de  l'espace,  il  passe,  en  général,  une  ligne  de  forces,  car  on 
peut  prendre  pour  c,  et  c,  les  valeurs  a^^  et  j/o  de  x  et  de  y  pour  z  =  Jq. 

Dans  le  champ  d'une  force  constante,  les  lignes  de  forces,  ayant 
leurs  tangentes  parallèles  à  une  direction  fixe,  sont  des  droites  paral- 
lèles à  celle  direction.  Ce  sont  les  verticales,  dans  le  champ  de  la 
pesanteur.  On  a  d'ailleurs,  si  l'axe  des  :  est  vertical, 
X=rO,         Y  =  0,         Z  =  —  ,ng; 
d'où 

rfz="'    iÉ=^    '^    ^='-    ^=y'>- 

Dans  le  champ  d'une  force  centrale,  les  lignes  de  forces  ont,  en 
chaque  point,  une  tangente  passant  par  le  centre  0;  ce  sont  donc  les 
droites  issues  de  0.  D'ailleurs,  si  le  centre  0  est  pris  comme  origine 
des  coordonnées,  on  a 

X  =  À  j:,         y  =  à  y ,         Z  =  À  2, 
A  étant  une  fonction  de  x,  y,  z.  Les  équations  différentielles  des  lignes 
de  forces  sont  alors 


x  =  c.z; 


dx      X 

Tz  —  z- 

dy 
tz 

La  première  donne 

dx dz 

X          z  ' 

X- 

de  même,  on  a 

Les  équations 

y  = 

c.,z. 

x=^c^z.  y^c.,z 

représentent  les  droites  issues  de  l'origine. 


CHAPITFiE  III 

TRAVAIL.  —  FORCE  VIVE 

48.  Travail  élémentaire.  —  Ses  propriétés.  —  La  notion  de  travail 
associe  l'idée  de  force  à  celle  de  déplacement.  Supposons  qu'un  point 

matériel  M,  soumis  à  une  force  F,  se  déplace  d'une  petite  longueur  MM' 
dans  la  direction  et  le  sens  de  cette  force.  Nous  considérerons  le  tra- 
vail comme  proportionnel  à  l'intensité  de  la  force  et  à  la  grandeur  du 
déplacement  et,  par  conséquent,  comme  proportionnel  à  leur  produit. 
Nous  conviendrons  que,  paur  ce  déplacement  élémentaire,  le  travail 
est  égal  au  produit  F  x  MM'.  Plus  généralement,  supposons  que  M  ait 
un  petit  déplacement  rectiligne  dans  une  direction  quelconque  :  nous 

appellerons  travail  élémentaire  de  la  force  F  pour  ce  petit  déplacement 
le  nombre  FxMM'xcosa,  x  désignant  l'angle  de  la  direction  de  la 


r^o. 


M  M' 

force  et  de  la  direction  MM'.  Ce  travail  est  positif,  négatif  ou  nul 
suivant  que  la  direction  de  la  force  fait  avec  celle  du  déplacement  un 
angle  aigu,  obtus  ou  droit,  .\insi, 

Le  travail  élémentaire  est  le  produit  scalaire  F. MM'  des  deux  vecteurs 
force  et  déplacement. 

On  peut  l'obtenir  en  multipliant  la  longueur  du  déplacement  par  le 
nombre  qui  mesure  la  projection  orthogonale  de  la  force  sur  la  direc- 
tion de  ce  déplacement,  ou  en  multipliant  l'intensité  de  la  force  par  le 
nombre  qui  mesure  la  projection  orthogonale  du  déplacement  sur  la 
direction  de  la  force. 

Nous  avons  vu  au  paragraphe  o  que,  si  l'un  des  facteurs  d'un 
produit  scalaire  est  une  somme  géométrique  de  plusieurs  vecteurs,  le 
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calcul  du  produit  «e  fait  comme  en  arithmétique.  Supposons  que  la 

force  F  soit  la  résultante  de  plusieurs  forces  d'origine  M  : 

Le  travail  élémentaire  de  la  résultante  est  la  somme  algébrique  des 
travaux  élémentaires  des  forces  composantes. 

Supposons  que  le  déplacement  MM'  soit  la  somme  géométrique  de 
plusieurs  vecteurs  d'origine  M  : 

Le  travail  élémentaire  relatif  nu  déplacement  résultant  est  la  somme 
algébrique  des  travaux  élémentaires  relatifs  aux  déplacements  compo- 
sants. 

49.  Expressions  analytiques  du  travail  élémentaire.  —  Soient  X,  Y,  Z 
les  composantes  de  la  force  F  et  dx,  dy,  dz  les  composantes  du 
vecteur  MM'.  Le  produit  scalaire  de  ces  deux  vecteurs  est 

Xdx-+-  Ydy^Zdz; 
c'est  le  travail  élémentaire. 

Par  e.vemple,  si  F  désigne  le  poids  du  point  M  et  si  l'a.ve  des  :  est 

la  verticale  ascendante,  on  a 

X=0,         Y  =  U,         Z  =  —  mg; 

le  travail  élémentaire  est  , 

—  mgdz. 

Supposons  que  le  point  M  se  déplace  sur  une  courbe  :  nous  appelle- 
rons travail  élémentaire  relatif  à  un  petit  déplacement  MM'  =:ds  sur 
cette  courbe  le  travail  élémentaire  relatif  au  vecteur  dx,  dy,  dz,  ces 
nombres  désignant  les  différenlielles  de  x,  y,  z.  Ce  vecteur,  de 
longueur  irfsj  est  porté  par  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M.  Le 
travail  a  pour  expression  Fids  en  appelant  F,  le  nombre  qui  mesure 
la  projection  de  la  force  sur  la 
tangente  positive. 

Exemples.  —  1"  Supposons  que 
le  point  M  décrive  un  arc  de 
cercle;  soit  P:  l'axe  du  cercle, 
)•  son  rayon  et  0  l'angle  du  rayon 
r*M  avec  un  rayon  initial  PM^,.  Le 

travail  élémentaire  de  la  force  F 

est  relatif  à  un  petit  déplacement 

sur  la  tangente  à  la  circonférence, 

mesuré  par  rrfô;  le  travail  a  pour 

expression   F:Xrdh  ou    rF:Xdh.  Le    premier    facteur   mesure   sur 

l'axe  P:  le  moment  N  de  la  force  par  rapport  à  cet  axe  :  le  travail 

élémentaire  est  donc  NrfO. 
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2"  Supposons  que  la  force  F  passe  par  un  point  fixe  0  et  désignons 
par  z{r)  le  nombre  qui  mesure  le  vecteur  F  sur  l'axe  OM,  r  désignant 

la  mesure  de  OM;  o{r)  est  positif  ou  négatif  suivant  que  la  force  est 
répulsive  ou  attractive.  Si  le  point  M  décrit  une  courbe  quelconque,  le 
travail  élémentaire  est  relatif  au  déplacement  MM'  mesuré  sur  la  tan- 
gente positive  par  Js.  Le  vec- 
teur MM' est  la  somme  géomé- 
trique du  vecteur  M  H  porté 
par  OM  et  mesuré  sur   cet 

axe  par  di'  et  du  vecteur  MK 

perpendiculaire    à    cet    axe 

dans  le  plan  OMM'.  Le  travail 

élémentaire    est    la   somme 

des    travaux   relatifs    à   ces 

deux  déplacements;  le  travail  est  nul  pour  le  déplacement  MK  qui  est 

normal  à  OM;  il  reste  le  travail  pour  le  déplacement  MH,  ce  travail  est 

mesura  par  FxMH  ou  z,{r)dr. 

50.  Travail  total.  —  Supposons  qu'un  point  matériel  décrive  un 
arc  de  courbe  yi^M:  partageons  cet  arc  en  un  certain  nombre  d'arcs 
partiels  par  les  points  de  division  M,,  M,,  . .  .  M„_,  et  calculons  le  tra- 
vail élémentaire  en  chacun  des  points  M^,,  Mj,  . . .  M„_i.  Nous  pren- 
drons comme  variable  l'abscisse  curviligne  d'un  point  de  la  courbe; 
s^,  s^  . . .  Sn-i,  S  seront  les  abscisses  des  points  M^  M,,  ...  M„_i,  M 
et  iIsq,  rfsp  . . .  dsn^i  désigneront  les  accroissements  s^ — s^,  s^  —  s^,  . . . 
S  —  5„_i.  Les  nombres  ds^,  ds,,  . . .  dsn-i  nous  serviront  à  calculer  les 
travaux  élémentaires  aux  points  M^,  M,,  ...  M„_i.  La  somme  de  ces 
travaux  est 

F^ds^  -h  l\ds^  +  . . .  -h  F„_irfs„_,, 

en  désignant  par  F^,  F,,  ...  F„_,  les  nombres  qui  mesurent  les  projec- 
tions du  vecteur  force  sur  la  tangente  positive  à  la  courbe  aux 
points  Mq,  m,,  ,  . .  M„_i. 

On  appelle  travail  total  de  la  force  F  le  long  de  l'arc  de  courbe  M^M 
la  limite  de  la  somme  des  travaux  élémentaires  aux  points  de  division 
Mq,  m,,  . . .  M„_,,  lorsque  le  nombre  de  ces  points  augmente  indéfini- 
ment de  manière  que  la  distance  de  deux  points  consécutifs  ait  pour 
limite  0. 

.Appelons  F(  le  nombre  qui  mesure  la  projection  de  la  force  en  un 
point  de  la  courbe  d'abscisse  s  sur  la  tangente  positive  en  ce  point; 
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P,  est  une   fonction    de   la    variable   s.    La  somme  précédente    peut 
s'écrire 

F,(.grf,v„  -h  F,(s,)rfs,  H-  ...  -h  F,(.v„_,)rf5„_, 

et  sa  litnite  est  l'intégrale  définie  de   la  fonction  F, (s)  prise  entre  v^ 
et  S.  Si  nous  désignons  par  T>  le  travail  total,  nous  aurons 


-£'■ 


Remarque  I.  —  Supposons  que  les  coordonnées  d'un  point  de   la 
courbe  soient  exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  q, 

^  =  f{ql      // =  ?(-?)'      =  =  ^'(9). 

l'expression  du  travail  élémentaire  sera 

\uds  =  \dx  +  \dy  -h  Zdz  =  [X/"(//)  +  Y(/'(9)  -h  Zh'{q)]dq 
et  celle  du  travail  total 

6=    rF4s=   f\xr{q)  +  Yg'{q)-i-Zh'{q)]dq, 

en  désignant  par  q^  et  Q  les  valeurs  du  paramètre  q  qui  correspondent 
aux  points  M^  et  M. 

On  écrira  d'-une  manière  générale 

C=  /    Xdx-f- Yrfî/ -h  Zrf:, 

en  convenant  que,  dans  l'expression  placée  sous  le  signe  somme, 
dx\  dy,  dz  sont  les  dilïérenlielles  d'un  point  de  l'arc  de  courbe  M^M 
dont  les  coordonnées  sont  exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  q 
quelconque,  qui  pourra  être  l'abscisse  curviligne  s.  L'intégrale  précé- 
dente est  une  intégrale  curviligne  prise  sur  l'arc  de  courbe  M(,M. 
L'arc  de  courbe  M„M  n'est  pas  nécessairement  un  arc  d'une  Irajec- 

toire  que  décrirait  le  point  M  soumis  à  la  force  F.  Dans  le  cas  parti- 
culier  où   il   en   est   ainsi,   on    pourra   prendre    le    temps   t   comme 

variable  q. 

—y 
Remarque  II.   —   Supposons    que    la  force    F   soit  normale    à   la 

courbe  M^M  en  chacun  de  ses  points.  Le  travail  élémentaire  relatif  à 
un  petit  déplacement  sur  cette  courbe  est  nul;  il  en  est  de  même  de 
la  somme  qiii  sert  à  définir  le  travail  total.  Donc  le  travail  total,  limite 
d'une  somme  toujours  égale  à  zéro,  est  nul. 

-    —y 
Exemples.  —  1°  Supposons  que   F  soit   le  poids  du  point  M.  ses 

composantes  seront 

\  =  0,         Y  =  Û,         Z  =  —  mg, 
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si  l'axe  0:  est   une  verticale  ascendante;  le   travail  élémentaire  est 
—  77igdz  elle  travail  total 

^  =  J^   —  mgdz  =  —  7ng{z  —  :„)  ; 

car  l'on  peut  prendre  s  comme  variable  q:  :  et  z^  sont  les  cotes  des 
points  Mq  et  M. 

2°  Supposons  que  F  soit  une  force  centrale  passant  par  l'origine  0 
des  coordonnées  et  ne  dépendant  que  de  la  dislance  ?•  de  M  à  l'origine. 
Le  travail  élémentaire  est 

Xrfa-  -t-  Yrfi/  -h  Zrfs  ^  o  (?')rfr 
et  le  travail  total 

Ç=   rXdx-{-\di/-i-Zdz=  r'^{r)dr, 

en  prenant  v  comme  variable  rj.  Si  4j(?')  est  une  primitive  de  z>{r), 
on  a 

G  =  ,ï,(R)_cI.  (,.„); 

dans  ces  formules,  ?•(,  et  R  sont  les  valeurs  de  r  correspondant  aux 
extrémités  M^  et  M  de  l'arc  de  courbe. 

3°  Considérons  un  champ  de  forces  parallèles  au  plan  des  xy  et 
indépendantes  de  s.  La  distribution  des  forces  est  identique  dans  les 
plans  parallèles  au  plan  xOy.  Supposons  que  l'arc  de  courbe  soit  dans 
le  plan  des  xy.  La  force  en  un  point  M  de  ce  plan  est  supposée  repré- 
sentée par  un  vecteur  égal  à  OM  et  faisant  l'angle 

tion  OM.  Ses  composantes  sont 
X  =  —  y         Y  =  -h  a?. 
Le  travail  élémentaire  est 
\dx  -h  \dy  =  xdy  —  ydx. 

Calculons  le  travail  total  le 
long  du  segment  OA  qui  va  de  0 
au  point  (1,  1);  puis  le  long  de  la 
demi-circonférence  OBA  de  dia- 
mètre OA  ;  enfin  le  long  de  la 
ligne  brisée  OBA.  Le  premier  travail  est  nul,  puisque  la  force  est 
perpendiculaire  à  0.\  en  chacun  de  ses  points;  on  a  d'ailleurs  x  =  y, 
■dx  =  dy  et 

G,  =   /    xdy  —  ydx  =  0. 
Pour  calculer  le  second  travail  tj^,  exprimons  les  coordonnées  d'un 


~  avec  la  direc- 


^x 
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point  M  de  la  demi-circonférence  en  fonclion  do  l'angle  7  que  fait,  avec 
r,  le  ray( 
On  aura 


Ox,  le  rayon  CM  de  la  circonférence;  cet  angle  variera  de  —  */  ^  ~+"  ï 


1  -  1  - 

dx  =  —  ^sin^rf^,         dy  =  ^cosqdq; 
xdy  —  ydx  =  j-  [y^  4-  si  n  7  -1-  cos  7]  dq. 

■K  r. 

l'a     P^ ^       _  /9  r  ~\^^ 

(32  =  ^   /       (v''2-f-sinr/  +  cos7)rfr/z=^^-    y/27  —  cos^H-sin^ 

__  -  _ 

Calculons  le  troisième  travail  Ç3.  Le  long  de  OB,  ?/=:0,  dy=:0,  le 
travail  est  nul.  Le  long  de  B.\,  prenons  y  comme  variable;  x=l, 
dx==iO  et 


fx 


=/?>'= 


51.  Unité  de  travalL  —  L'unité  de  force  et  Tunilé  de  longueur  étant 
choisies,  l'unité  de  travail  sera  le  travail  mesuré  par  le  nombre  m». 
Supposons  qu'un  point  matériel  soumis  à  une  force  constante  se 
déplace  dans  la  direction  et  le  sens  de  cette  force.  Le  travail  sera 
6  =  F/,  F  étant  l'intensité  de  la  force  et  l  la  longueur  du  déplacement. 
Si  F  =  1 ,  /  :=  1 ,  on  aura  S  ^  1 . 

Prenons  comme  unité  de  longueur  le  mèlro,  comme  unité  de  force 
le  kilogramme,  Tunité  de  travail  sera  le  kilogrammèire,  travail  d'une 
force  constante  égale  à  un  kilogramme  lorsque  son  point  d'application 
se  déplace  de  un  mètre  dans  la  direction  et  le  sens  de  la  force. 

Si  l'unité  de  longueur  est  le  centimètre  et  l'unilé  de  force  la  dyne, 
l'unité  de  travail  sera  Verg. 

Comme  un  mètre  contient  10*  centimètres  et  un  kilogramme  environ 
10^  dynes,  on  voit  que  le  kilogrammétre  représente  approximativement 
10*  ergs. 

Exemple.  —  Calculons  le  travail  efTectué  par  le  poids  de  un  gramme 
tombant  des  régions  extrêmes  de  l'atmosphère  à  laquelle  nous  attri- 
buerons une  épaisseur  de  00  kilomètres. 

Nous  admettrons  que  le  poids  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance  au  centre  de  la  terre;  à  la  distance  r,  le  poids  sera  donné 
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par-^,  si  l'on  prend  le  gramme  et  le  kilomètre  comme  unités,  en 
désignant  par  R  le  rayon  de  la  terre.  On  aura  ici  »(»)  = :2  • 


^,.       .  1\         60R 


R  -f-  60       R  /  ~  R  +  60 


ç  est  exprimé   en   kilogrammètres,   puisque   l'unité  de   force  est  le 
millième  du  kilogramme  et  que  l'unité  de  longueur  vaut  mille  mètres. 

En  négligeant  le  rapport  -pr  devant   l'unité,  on  obtient  G:=60  kilo- 
grammètres car 

1 


l-  =  60 


,       60 
*+R 


Si  l'on  prend  R  =  6371  kilomètres,  on  trouve  pour  G  la  valeur  39,4. 
Nous  avons  négligé  la  rotation  de  la  terre  dans  la  définition  du  poids. 

52.  Fonction  de  forces.  —  Potentiel.  —  î>upposons  qu'un  point  maté- 
riel M  soit  placé  dans  un  champ  de  forces.  Le  travail  de  la  force  lorsque 
le  mobile  va  de  M„  en  M,  dépend  de  la  position  de  ces  deux  points  et 
de  la  l'orme  de  l'arc  de  courbe  suivi  par  le  point  M.  C'est  ce  que 
montre  l'exemple  3  du  paragraphe  50.  Mais,  il  peut  arriver  que  le 
travail  dépende  seulement  de  la  position  des  extrémités  M,,  et  M,  de 
l'arc  de  courbe  et  demeure  le  même  quelle  que  soii  la  forme  de  cette 
courbe;  il  en  est  ainsi  dans  les  exemples  1  et  2  du  paragraphe  50. 
Les  conditions  que  doivent  remplir  les  fonctions  X,  Y,  Z,  des  variables 
X,  y,  z,  pour  qu'il  en  soit  ainsi  sont  exprimées  par  le  théorème  suivant. 

Théorème.  —  Pour  que  le  travail  ne  dépende  que  des  extrémités  de 
lare  de  courbe  décrit  par  le  mobile,  il  faut  et  il  suffit  que  Vexpression 

\dx-h\dy-{-Zdz 

soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction  U{x,  y,  :). 

En  d'autres  termes,  il  faut  et  il  suffit  que  X,  Y,  Z  soient  les  dérivées 
partielles  d'une  fonction  U(.r,  y,  z)  par  rapport  h  x,  k  y  ei  k  z. 

1"  La  condition  est  nécessaire.  Soit  .Mq  un  point  fixe,  M  un  point 
variable.  Le  travail  pour  aller  de  M^  en  M  ne  dépend  pas,  par  hypo- 
thèse, de  la  forme  du  chemin  M^M;  il  ne  dépend  que  de  la  position 
de  M,  c'est-à-dire  des  valeurs  des  coordonnées  .r,  y,  -  qui  fixent  la  posi- 
tion de  ce  point.  Le  travail  de  M^  à  M  est  donc  une  fonction  l]{x,  y,  z) 
de  ces  trois  variables.  Cherchons  la  dérivée  partielle  de  U  par  rapport 
à  x;  pour  cela  donnons  à  y  et  -  des  valeurs  fixes  y^,  z^  et  soit  M, 
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{x^,  j/„  z^)  un  point  fixe,  M(j?,  y,,  :,),  un  point  variable  de  la  parallèle 

à  Ot  menée  par  le   point   Mj.  Lorsque    M  décrit  cette  parallèle,  U 

devient  une  fonction  U  {x,  y,,  3,)  de  la 

seule  variable  x.  Pour  aller  de  M^  en  M 

on  peut  suivre  un  chemin  quelconque 

allant  de  M^  à  M,  et  le  segment  recli- 

ligne  MjM;  le  travail  sera 

\:{x,y,,z^)  =  C-h  r\dx, 

si  on  désigne  par  C  la  constante 
U{x^,  y^,  :,)  qui  représente  le  travail  de  M„  à  M,.  Le  second  membre  est 
une  fonction  de  x  qui  a  pour  dérivée  \{x^,  i/,,  s,)  pour  x  =  x^.  On  a, 
par  suite,  en  enlevant  les  indices. 


:'x 


=  X(x,y,z). 


X.  Y,  Z  sont  donc  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  U(x,  y,  z).  Si 
l'on  avait  pris  un  autre  point  fixe  Mo,  la  fonction  U'(x,  t/,  z)  correspon- 
dant à  ce  point  ne  différerait  de  U  que  par  une  constante  puisque  U  et 
U'  ont  la  même  différentielle.  D'ailleurs,  pour  aller  de  M„  en  M,  on 
peut  passer  par  M^  et  l'on  a 


ou 


\]'{x,y,  3)  =  C 


''M, 

U(x,  y,  :). 


C  désignant  ici  la  conslanle  f-,,". 
2"  La  condition  est  suffisante. 
Supposons,  en  effet,  que 

\dx  -f-  Ydy  -t-  7.dz  =  d\^{x,  j/,  :; 

et  calculons  le  travail  pour  un  arc  de  courbe  allant  de  M,/.r„,  y„,  z^)  à 
M,(x,.  y^,  :,).  Le  long  de  cet  arc,  .r,  y,  z  sont  des  fonctions  d'un  para- 
mètre q  qui  se  réduisent  h  Xi^,  y^,  z^  pour  q  =  q^,  et  à  .r,,  y^,  z^  pour 
q=  qy  et  U(.r,  ;/,  :)  devient  une  fonction  de  q  dont  \dx-\-  Ydy  -h  Zdz 
est  la  différentielle.  Le  travail  est 


x,^'  =  I     \dx'-h  \'dy  H-  Zdz  =  j 


"dV 
dq 


dq, 


par  suite, 

Ci.=    l"'-r-  V'  --)'!;=  ^' {^r  î/i.  =1)  — U(-ï-o-  î/o'  =o)- 

Le  travail  ne  dépend  donc  que  de  la  position  des  points  Mq  et  M,. 
Lorsque,  le  travail  élémentaire  étant  une  différentielle  totale,  le  tra- 
vail total  ne  dépend  que  de  la  position  des  extrémités  de  lare  décrit 


366  DYNA.MIQl,!-:    DU    POINT 

par  le  mobile,  on  dit  que  le  champ  dérive  d'une  fonction  de  forces. 
Cette  fonction  est  la  fonction  U(x,  y,  z)  dont  le  travail  est  la  diiïéren- 
tielle.  Elle  n'est  définie  quà  une  constante  additive  près,  car  on  peut 
évidemment  remplacer  U  par  U-hC. 

La  fonction  —  U  =  V  s'appelle  le  potentiel.  On  dit  aussi  que  le 
champ  dérive  d'un  potentiel  et  l'on  a 

Le  potentiel,  comme  la  fonction  de  forces,  n'est  défini  ([u'à  une  con- 
stante additive  près. 

Remarque,  —  Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  suppose  que  la 
fonction  \l{x,  y,  z)  ait  une  seule  détermination  en  chaque  point  du 
champ,  c'est-à-dire  que,  en -partant  d'un  point  M  avec  une  valeur  déter- 
minée pour  U,  en  se  déplaçant  sur  une  ligne  fermée  partant  de  M  et 
en  suivant  par  continuité  les  valeurs  de  U,  on  retrouve  la  même  valeur 
numérique  de  U  quand  on  revient  au  point  M.  Il  n'en  serait  pas  ainsi, 
par  exemple,  pour  la  fonction 

U (.r,  »/,:)  =  arc tg| 

qui  donne  naissance  au  champ 

^x  X-  -h  y-  :\y       X-  -h  ?/-  ' 

Si  l'on  part  d'un  point  M  avec  la  détermination  principale  de  l'arc 
tangente  et  si  l'on  décrit  un  chemin  fermé  entourant  une  fois  l'axe  des 
z  en  suivant  par  continuité  les  valeurs  de  U,  on  revient  au  point  M 
avec  une  valeur  numérique  qui  dilfère  de  la  première  de  ±27:  suivant 
le  sens  dans  lequel  on  a  tourné  autour  de  l'axe  0:.  Dans  le  champ 
défini  par  les  fonctions  X,  Y,  Z,  le  travail  n'est  pas  indépendant  du 
chemin.  Il  n'en  serait  ainsi  que  si  on  limitait  le  champ  à  une  portion 
de  l'espace  dans  laquelle  l'axe  Os  ne  pénétrerait  pas. 

53.  Surfaces  de  niveau.  —  Lorsque  le  champ  dérive  d'une  fonction 
de  forces  U,  on  appelle  surfaces  de  niveau  les  surfaces  ayant  pour 
équation 

\J{x,y,z)  =  C, 

C  étant  une  constante.  Deux  surfaces  de  niveau  n'ont  pas  de  point  de 
rencontre,  puisque  en  un  point  commun  aux  deux  surfaces 

u  devrait  être  égal  h  la  fois  à  C,  et  à  C^.  Par  chaque  point  Mo(aro,  ?/„,  z^) 
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du  champ,  Il  passe  une  surface  de  niveau  ;  en  eiïet,  pour  qu'une  surface 
de  niveau  passe  par  M,,,  il  fnul  ([ue 

U  (j-'o,  i/o,  :.,)  =  <^- 

Inversement,  la  surface  de  niveau 

\]{x,ij,z)  =  {]{x^,y^,z,,) 

passe  l)ien  par  le  point  M^. 

Calculons  le  travail  pour  un  chemin  allant  d'un  point  Mg(x^,  y^,  :„)  de 
la  surface  de  niveau  U^Cq  à  un  point  y\^{x^,y^,  z^j  de  la  surface  de 
niveau  U  =  C,.  Ce  travail  est  égal  à 

UK,  ?/p  -,)  —  U(a-„,  y„  :„)  =  C^  —  C,. 

Il  demeure  le  même  lorsque  le  point  M,^  varie  sur  la  surface  de 
niveau  U  =  C^  et  le  point  M,  varie  sur  la  surface  de  niveau  U  =  Gi. 
Pour  aller  d'une  surface  de  niveau  à  une  autre  surface  de  niveau,  le 
travail  est  non  seulement  indépendant  du  chemin  mais  encore  du 
point  de  départ  et  du  point  d'arrivée.  En  particulier,  le  travail  est  nul 
lorsque  les  extrémités  du  chemin  sont  sur  une  même  surface  de  niveau. 

Supposons  que,  dans  un  champ  de  forces,  les  forces  soient  parallèles 
à  un  plan  lixe  et  ne  dépendent  pas  de  la  distance  à  ce  plan  de  leur 
point  d'application.  Si  le  plan  a  été  pris  comme  plan  des  xij,  on  aura 

\=X{x,rj).         \=Y{x,y),         Z=0; 

les  lignes  de  force  sont  des  courbes  planes  contenues  dans  des  plans 
parallèles  au  plan  des  xy  et  qui  se  déduisent,  par  des  translations 
parallèles  à  0:,  de  celles  d'enlre-elles  qui  sont  contenues  dans  le  plan 
des  xy.  Si  le  champ  dérive  d'une  fonction  de  forces,  c'est  que 
\dx-\-\dy  est  la  dillérentielle  totale  d'une  fonction  {]{x,ij).  Les 
surfaces  de  niveau  \J{x,  j/)  =  C  sont  des  cylindres  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  0-;  les  sections  droites  de  ces  cylindres  s'appellent 
des  courbes  de  niveau.  Un  champ  tel  que  nous  venons  de  le  définir 
s'appelle  un  champ  plan  parce  que  l'étude  de  ce  champ  résulte  de 
l'étude  de  la  distribution  des  forces  dans  le  plan  des  xy. 

54.  TiiÉORÉMK.  —  En  chaque  point  d'un  champ  dérivant  d'une  fonction 
de  forces,  la  force  est  normale  à  la  surface  de  niveau  qui  passe  par  ce 
point. 

Soit  iMo(Jo,  j/o,  2^1  un  point  du  champ  et 
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l'équation  de  la  surface  de  niveau  qui  passe  par  ce  point.  La  normale 
à  la  surface  au  point  M^  contient  le  vecteur 

^  =  X(j-„,  ij,,  3,),         ~  =  Y  (a-o,  J/o'  -o)'         ^=^'  (^"o-  ?/•>'  =o). 

•^^f,  •'«/il  '^n 


0  '  "0 


c'est-à-dire  le  vecteur  force. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  les  lignes  de  forces  rencontrent  à 
angle  droit  les  surfaces  de  niveau.  Soit,  en  eflet,  M„  un  point  d'une 
ligne  de  forces  L,  la  tangente  en  M,,  à  la  courbe  L  contient  le  vecteur 
force  au  point  Mg  et  ce  vecteur  est  normal  à  la  surface  de  niveau 
passant  par  >!„. 

Les  lignes  de  forces  sont  donc  les  trajectoires  orthogonales  des 
surfaces  de  niveau.  Lorsque  le  champ  est  plan,  les  lignes  de  forces 
sont  les  trajectoires  orthogonales  des  lignes  de  niveau. 

Exemples.  —  1°  Dans  le  champ  de  la  pesanteur, 

X=:0,         Y  =  0,         Z  =  —  mg. 
\di-  -h  Ydy  -h  Z'/:  =  —  mgdz  =:d{ —  mgz)  ; 

on  peut  prendre  1'  =  —  mgz;  les  surfaces  de  niveau  sont  les  plans 
horizontaux  rrrrC"";  les  lignes  de  forces  sont  les  verticales. 

2°  Champ  d'une  force  centrale  ne  dépendant  que  de  la  dislance  au 
centre.  On  a  • 

\dx  H-  \d;i  -^'Ldz  —  ■j{r)dr  =  rf'I>(r), 

en  désignant  par  <I>!^r)  une  primitive  de  'f('');  on  peut  prendre 
U=:<l>(r)  =  'i>(v/a^-4-j/^-t-z^);  les  surfaces  de  niveau  <l)(r)  =  C  sont  les 
sphères  j'r^C";  les  lignes  de  forces  sont  les  rayons  de  ces  sphères 
concentriques. 

Remarque  I.  —  Si  Xo?x-h  Yrfy -h  Zrf:  est  une  dilTérentielle  totale, 
celte  propriété  subsiste  lorsqu'on  prend  de  nouveaux  axes  de 
coordonnées.  En  effet,  si  \dx -^  \ dg -\- Zdz  est  une  différentielle 
totale,  le  travail  est  indépendant  du  chemin  et  réciproquement.  Or 
celle  propriété  du  travail  est  indépendante  de  la  position  des  axes  de 
coordonnées. 

Remarque  II.  —  Soit  un  axe  quelconque  A;  nous  allons  définir  la 
dérivée  de  V{x,  y,  -)  suivant  la  direction  A,  en  chaque  point  M  de  A. 
Soient  U  et  U'  les  valeurs  de  U  au  point  M  et  au  point  de  A  voisin  M'; 

formons  le  rapport  .    ;  la  limite  de  ce  rapport,  lorsque  M'  vient 

MM' 


f 
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in   M.   est,  par  définition,  la  dérivée  de  U,  au  point  M,  suivant  la 
direction  A. 

Je  dis  que  cette  dérivée  est  égale  au  nombre  Ka  qui  mesure  la  pro- 
jection sur  A  de  la  force  d'origine  M.  En  effet,  on  peut  toujours 
supposer  que  l'axe  A  a  été  pris  comme  axe  Ox;  la  valeur  de  U'  —  U 
ne  change  pas,  puisqu'elle  évalue  le  travail  de  la  force  lorsque  le  mobile 

va  de  M  en  M'.  La  limite  du  rapport est  égale  à  ' — =X  et  X 

MM'  c'>x 

représente  le  nombre  Fa- 

En  particulier,  calculons,  en  chaque  point  du  champ,  la  dérivée  de  U 

suivant  la  normale  à  la  surface  de  niveau  passant  par  ce  point.  Nous 

choisirons  sur  celle  normale,  comme  sens  positif,  celui  de  la  force  au 

point  M.  Nous  aurons  l'égalité 

an         ' 

en  appelant  -j-  la  dérivée  suivant  l'axe  choisi  et  F  le  nombre  qui 

mesure  l'intensité  de  la  force  qui  se  confond  ici  avec  sa  projection  sur 

Taxe.  Le  nombre  -—  étant  positif,  on  voit  que  le  rapport  ,  dont 

dn  MM' 

il  est  la  limite,  est  positif  si  MM'  est  assez  voisin  de  zéro  ;  si  M'  est  pris 

dans  la  direction  positive  de  la  normale,  MM'  est  positif:  il  en  est  de 

même  de  U'  — U,  c'est-à-dire  que  U'  >  U.  Gomme  le  sens  positif  est 

celui  de  la  force,  on  voit  que  celle-ci  est  dirigée  dans  le  sens  pour 

lequel  U  va  en  croissant.   On  dit  plus  brièvement  que  la  force  est 

dirigée  dans  le  sens  des  surfaces  de  niveau  croissantes  :  cela  signifie 

que  si  M'  décrit  le  vecteur  force,  de  l'origine  à  l'extrémité,  les  valeurs 

de  U  correspondant  à  ce  point  M'  vont  en  croissant.  En  résumé,  Vinten- 

silé  de  la  force  en  M  est  égale  à  la  dérivée  de  U  prise  suivant  l'axe 

normal  à  la  surface  de  niveau  qui  passe  par  M  et  dirigé  vers  les  surfaces 

de  niveau  croissantes. 

Traçons   deux    surfaces    de    niveau    voisines    correspondant    aux 

valeurs  U  et  U -l- £  (£  >  0);  en  chaque  point  de  la  première  surface, 

la  force  est  dirigt'e  suivant  la  demi-normale  qui  perce  en  M' la  seconde 

-urface  et  son  intensité  est  approximativement  égale  à  ^^rrrr,  si  t  est 

assez  petit.  Donc,  le  long  de  la  première  surface,  linlensité  de  la  force 
varie  en  raison  inverse  de  la  distance  MM'. 

Lorsque  le  champ  est  plan,  les  courbes  U(x,  y)  =  C  représentent  les 
lignes  de  niveau  dans  le  plan  des  xy.  La  force  est  normale  en  chaque 
point  du  plan  à  la  ligne  de  niveau  qui  passe  par  ce  point  et  elle  est 
dirigée,  sur  cette  normale,  dans  le  sens  des  lignes  de  niveau  croissantes. 


lEXtHALES. 
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55.  Théorème.  —  ^\'  le  champ  d'une  force  F^  dérive  d'une  fonction 

de  forces  \.\  et  si  le  champ  d'une  force  F,  dérive   d'une   fonction    de 

forces  Uj,  le  champ  F,  -+-  Fj  dérive  d'une  fonction  de  forces  \]^  -h  U^. 

En  effet,  le  champ  de  F,  est  défini  par  les  fondions  Xj,  \\.  Z^  et 

Ion  a 

\^dx  -h  \\dij  H-  Z^(/;  :=  d\\  ; 

le  champ  de  Fj  est  défini  par  les  fonctions  X^,  Yj,  Z.^  el  l'on  a 
\Jx  +  YJij  -f-  ZjC?:  =  dlJ.y 
On  déduit  de  là  : 

(Xj  +  X.;)dx  -4-  (Y.  H-  Y.)rfy  H-  (Z,  +  Z,)rf:  =  (/(U^  +  U^). 

Or  X,-i-Xj,  Y,  4- Y,,  Zj-f-Z^  sont  les  fonctions  qui  déterminent  le 

champ  Fj  +  F.^,  c'est-à-dire  le  champ  défini,  en  chaque  point,  parla 

somme  géométrique  des  vecteurs  ¥^  et  F.^  et  l'égalité  précédente 
montre  que  ce  champ  dérive  de  la  fonction  de  forces  U,  -h  U.^. 

Le  théorème  s'étend  immédiatement  au  champ  formé  par  la  somme 
d'un  nombre  quelconque  de  forces. 

Soit,  par  exemple,  le  champ  de  la  pesanteur  pour  lequel  U^  =  —  mgz 
et  le  champ  défini  par  une  force  centrale  attractive  passant  par  l'ori- 
gine et  proportionnelle   à  la  distance,  pour  laquelle  o{r)=^  —  kr  et 

kf- 
Uj^-^-^.  Le  champ  formé  par  la  somme  de  ces  forces  dérive  de  la 

fonction  de  forces — (mgz-{-z^^^i'')-  Les  surfaces  de  niveau,  ayant 
pour  équation 

-h-T^-^7ngz  =  —  C, 
OU 

j k{x^  -h  y-  -^  z"2)  +  mgz  4-  C  =  0, 

sont  des  sphères  concentriques.  On  vérifie  d'ailleurs  aisément  que  la 

force  F, ^Fjpasse  par  un  point  fixe  de  Os  et  que  son  intensité  est 
proportionnelle  h  la  distance  de  son  point  d'application  à  ce  point 
fixe. 

56.  Force  vive.  —  On  appelle  foi'ce  vive  d'un  point  matériel  de 
masse  m  le  produit  rnu^  de  sa  masse  par  le  carré  de  sa  vitesse.  11  existe, 
entre  la  variation  de  la  force  vive  d'un  point  M  qui  se  déplace  sur  sa 

trajectoire  sous  la  seule  action  d'une  force  F  el  le  travail  de  cette  force, 


J 
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une  relation  remarquable  dont  l'énoncé  constitue  le  théorème  de  la 
force  vive. 

Théorème  de  la  force  vive.  —  Lorsqu'un  point  matériel,  soumis  à  la 
seule  action  d'une  force  F,  va  du  point  M^  au  point  M,  de  sa  trajectoire, 
la  demi-variation  de  la  force  vive  est  égale  au  travail  de  la  force  F  pour 
le  déplacement  correspondant  : 

1  M 

^{mv]  —  mvl)  =  '^yi], 

«0  et  u,  désignant  les  valeurs  de  la  vitesse  en  Mj,  et  en  M^. 

Démontrons  d'abord  le  théorème  pour  un  déplacement  infiniment 
petit;  nous  Tobtiendrons  en  introduisant  l'expression  de  l'accélération 
tangentielle  en  fonction  de  u  et  de  s  dans  l'une  des  équations  intrin- 
sèques du  mouvement  : 

Elle  s'écrit,  en  effet, 

1     rfu^  1 

2Wï-^  =  F„         ou         d^mv'^z=Vtds. 

Cette  dernière  relation  exprime  que  la  clifférenlielle  delà  demi-force 
vive  est  égale  au  travail  élémentaire  sur  la  trajectoire. 

Intégrons,  entre  M^  et  M,,  les  différentielles  qui  sont  dans  les  deux 
membres  de  la  dernière  égalité;  quelle  que  soit  la  variable,  l'abscisse 
curviligne  s  par  exemple,  on  aura 

£'d(^^mv-^=^^^mv^y  =  ^{mv-  —  mvl), 
et 

rF,ds  =  Zl, 
donc 

1  M 

^{mv]  —  mvl)z=T,^. 

Pour  le  calcul  du  travail,  différents  cas  peuvent  se  présenter  : 
1°  la  force  dépend  de  la  position  et  de  la  vitesse  du  mobile;  dans  ce 
cas,  le  calcul  du  travail  exige  la  connaissance  préalable  de  la  trajec- 
toire et  de  la  vitesse,  c'est-à-dire  la  connaissance  complète  du  mou- 
vement. Le  théorème  ne  peut  être  utilisé  pour  la  détermination  de  ce 
mouvement. 

2°  La  force  ne  dépend  que  de  la  position  du  mobile;  le  point  est 
placé  dans  un  champ  de  forces,  le  calcul  du  travail  peut  être  effectué 
quand  on  connaît  la  trajectoire.  Donc,  lorsque  la  trajectoire  est  connue, 
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le  théorème  peut  être  utilisé  pour  calculer  la  vitesse  en  chaque  point 
et  achever  la  détermination  du  mouvement. 

3°  Le  champ  dérive  d'une  fonction  de  forces  \J{x,  y,  z);  le  travail 
peut  être  calculé  sans  que  l'on  connaisse  la  trajectoire;  si  x^,  y^,  Zq 
sont  les  coordonnées  de  la  position  initiale  du  mobile,  on  a,  en  chaque 
point  cp,  y.  z  de  la  trajectoire, 

^{mv-  —  mvl)  =  V{x,  y,  z)  —  l]{x,,  y„,  z,) 
ou 

-mv-—l'{x,  y,  z)  =  ^mii  —  \]{x,,  y„,  :o)  =  /'- 

La  constante  h  s'appelle  la  constante  des  forces  vives.  Par  exemple, 
pour  un  point  mobile  dans  le  champ  de  la  pesanteur,  on  peut  prendre 

U  =  —  ^'i^-;  le  théorème  de  la  force  vive  exprime  que  ^my- -1-771^2  est 
constant  ou  que  v--i~'igz  est  constant. 

Remarque.  —  L'égalité 

^7771;-^  U  (a-,  y,  s) -h  A 

montre  que,  chaque  fois  que  le  mobile  traverse  une  surface  de 
niveau  U  =  C,  la  valeur  de  v-  est  la  même.  La  direction  et  le  sens 
du  vecteur  vitesse  peuvent  varier,  mais  la  grandeur  de  la  vitesse  est 
invariable. 


57.  Énergie  cinétique.  —  Énergie  potentielle.  —  Énergie  totale.  — 
Lorsqu'un  point  matériel  est  placé  dans  un  champ  dérivant  d'une 
fonction  de  forces  U  ou  d'un  potentiel  — U,  on  peut,  en  donnant  un 
nom  aux  différents  termes  de  l'égalité 

1 

Zffnv-  —  U(a*,  y,  z)  =  h^ 

énoncer  le  théorème  de  la  force  vive  sous  une  forme  plus  imagée.  Le 

nombre  ôWit"-  s'appelle  l'énergie  cinétique  du  point  :  elle  dépend  de  la 

vitesse  du  mobile  et  non  de  sa  position;  le  nombre  — U  s'appelle 
Yénergie  potentielle'^^  du  point  :  elle  ne  dépend  que  de  la  position  du 
point  et   n'est   définie,   comme   la  fonction    U,  qu'à   une  constante 

(1)  Celle  roDCtioD  a  été  précédemment  appelée  le  potenliel;  c'est  la  notion  d'énergie 
potentielle  qui  est  l'origine  de  cette  dénomination. 


THAVAIL.    —    FORCE    VIVE  373 

addilive  près.  L'énergie  totale  est  la  somme  de  l'énergie  cinétique  et 
de  l'énergie  potentielle.  Le  théorème  de  la  force  vive,  lorsqu'on 
l'applique  à  un  point  matériel  qui  se  déplace,  dans  un  champ  dérivant 
d'un  potentiel,  sous  l'action  de  la  seule  force  du  champ,  peut  donc 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  :  Vénergie  totale  du  point  matériel  est 
constante.  Lorsque  l'énergie  cinétique  augmente,  l'énergie  potentielle 
diminue;  lorsque  la  première  est  nulle,  la  seconde  est  maximum. 

58.  Intégrales  premières  des  équations  du  mouvement.  —  L'équa- 
tion de  la  force  vive  peut-elle,  dans  le  cas  d'un  champ  de  forces 
dérivant  d'un  potentiel,  rendre  des  services  pour  l'intégration  des 
équations  du  mouvement?  Nous  écrirons  ces  équations  : 

E^  =  mx"  —  \  =  0,         E.,  =  my"  —  \  =  0.         Ej^m:"  — Z=0. 
L'équation  de  la  force  vive  peut  s'écrire 

Montrons  d'abord  que  cette  relation  entre  les  fonctions  inconnues 
'■(0»  î/(0)  -(0  6st  une  conséquence  des  équations  du  mouvement. 
En  effet,  les  deux  systèmes 

(  E,  =  0,  (  E.  =  0, 

(I)     ]  E,  =  0,         (II)  E,  =  0, 

(  E3  =  0,  (  E^x'  H-  E,j/'  H-  E33'  =  0, 

sont  équivalents  si  l'on  suppose  ^'7=0,  c'est-à-dire  si  l'on  suppose  que 
la  trajectoire  n'est  pas  une  courbe  plane  du  plan  xOy.  Il  est  évident 
que  l'on  peut  toujours  admettre  avoir  choisi  les  axes  pour  qu'il  en 
soit  ainsi.  Or,  la  dernière  équation  (II)  développée  s'écrit 

m  {x'x"  -h  y'y"  H-  ::':")  —  {yix'-hYy'-i-Zz')=0 
ou 


^[.^™=-u]=0; 


dt 

cette  équation  est  équivalente  à  l'équation  (Ij  et  le  système  (I)  est 
donc  équivalent  au  système 

(II)'  Ej  =  0,         E,  =  0.         ~mv^  =  l]^h. 

Ce  nouveau  système  est-il  plus  avantageux  que  le  premier? 

Intégrer  le  système  (I),  c'est  trouver  trois  fonctions  de  t,  x{t),  y{t), 
z{t)  qui  le  vérilient  et  satisfassent  aux  conditions  initiales  données.  11 
BQ  est,  en  général  ainsi,  lorsqu'on  a  obtenu  trois  fonctions  x{t),  y{t), 
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3(/)  vérilianl  le  système  (1)  et  contenant  six  constantes  arbitraires.  Il 
peut  arriver  que,  avant  d  avoir  déterminé  ces  fonctions,  on  obtienne 
une  relation 

contenant  une  constante  arbitraire  h  et  qui  soil  vériliée  par  toutes  les 
solutions  de  (I).  On  dit  alors  que  la  fonction  F  est  une  inléyrtile 
première  du  système  (1).  On  peut  admettre  que  l'on  a  fait  un  progrès 
dans  l'intégration  des  équations  (l),  qui  contiennent  les  fonctions 
inconnues  et  leurs  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  en  substi- 
tuant au  premier  membre  de  l'une  d'elles  une  intégrale  première  qui 
ne  contient  plus  que  les  fonctions  et  leurs  dérivées  du  premier  ordre. 
L'intégrale  des  forces  vives  nous  permet  de  remplacer  le  système  (I) 
par  le  système  (IIj'  obtenu  en  remplaçant  Ej  par  une  intégrale  première. 

Un  autre  cas  général  où  l'on  connaît  des  intégrales  premières  est 
celui  du  champ  d'une  force  centrale.  On  peut  ici  remplacer  le  système  (I) 
par  le  système  (III) 

(III)  E,  =  0,         xEj  — 3E,  =  0,         a^E,— :E,  =  0 

qui  lui  est  équivalent  si,  comme  on  peut  toujours  le  supposer,  la 
trajectoire  n'est  pas  contenue  dans  le  plan  yOz.  Supposons  que  l'origine 
soit  le  centre  des  forces,  on  aura 

xE^  —  :Ej  =  m  {xz"  —  zx")  =  m  -.-  (xz'  —  zx'), 

car  xZ  —  :X  est  nul,  la  force  passant  à  l'origine;  la  seconde  équation 
est  donc  équivalente  à 

CCZ    — —  zx    \jq 

et  la  troisième,  à 

^y'  —  y^'  =  c, 

Cq  et  C  élan  t  des  constantes.  Le  système  (I)  est  équivalent  au  système  (III)' 
qui  contient  deux  intégrales  premières 

(III)'  Ej^O,         xz'  —  :a;'=:C„,         xy'  —  ya;'  =  C. 

On  peut  aller  plus  loin  et  remplacer  le  premier  membre  de  l'une 
des  deux  équations  du  premier  ordre  qui  figurenl  dans  ce  système 
par  une  intégrale  première  ne  contenant  plus  de  dérivées.  Pour 
simplifier  les  calculs,  supposons  que  la  position  initiale  et  la  vitesse 
initiale  du  mobile  soient  contenues  dans  le  plan  des  xy,  en  sorte  que 
Zj,=  :g=:0.   Comme  Cû  =  a'(,:o  —  z^x„  =  0,  la  seconde  équation  s'écrit 

j:::'  —  zx'  =  0, 
ou 

0; 


(I)' 
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on  en  doduil 

:  =  C,.r, 

Cj  étant  une  constante  définie  par  l'égalité  :„=:C,a?„;  comme  z^  est  nul, 
et  que  x^  peut  être  supposé  dillerent  de  zéro,  on  voit  que  Cj  est  nul  et 
la  seconde  équalicjn  est  équivalente  à  2  =  0.  Le  système  (I)  est  alors 
équivalent  au  système 

(111)"  3  =  0,         x?y' —  î/a?' =  C,         H:,=0. 

La  première  équation  exprime  que  la  trajectoire  est  plane,  la 
seconde  que  le  mouvement  vérifie  la  loi  des  aires.  Nous  avons  vu  au 
paragraphe  20  qu'il  en  est  toujours  ainsi  lorsque  l'accélération  est 
centrale. 

Si  la  force  centrale  dérive  d'une  fonction  de  forces,  par  exemple  si 
cette  force  ne  dépend  que  de  la  distance  au  centre,  on  pourra,  en 
général,  remplacer  E,  par  une  nouvelle  intégrale  première,  en  écrivant 
le  théorème  de  la  force  vive.  Ainsi,  dans  ce  dernier  cas,  en  prenant 
comme  plan  des  xxj  le  plan  qui  contient  la  trajectoire,  l'intégrale  des 
aires  et  celle  de  la  force  vive  forment  un  système  de  deux  équations 
différentielles  du  premier  ordre  en  x  et  y.  L'intégration  de  ce  système 
donne  les  équations  du  mouvement. 


CIIAl'lTRt:  IV 
EXEMPLES  DE  MOUVEMENTS  D'UN  POINT  LIBRE 

59.  Mouvement  dans  un  champ  uniforme,  —  Supposons  qu'un  point 
matériel  M,  de  masse  m,  soit  lancé  d'une  position  initiale  Mo,  avec  la 

vitesse  V^,  dans  le  champ  d'une  force  F  constante  en  grandeur  et  en 
direction  :  c'est  le  cas  d'une  pierre  de  petites  dimensions  lancée  dans 
le  champ  de  la  pesanteur.  Le  mouvement  est  plan  :  en  eflet,  la  projec- 
tion M'  du  point  M  sur  un  plan  fixe  perpendiculaire  h  la  direction  de  F 
a  une  accélération  nulle;  le  mouvement  de  .M'  est  rectiligne  et  uniforme 

(voir  s;  18);  la  vitesse  initiale  de  ce  mouvement  est  la  projection  de 

— >- 

Vfl.  Si  cette  projection  n'est  pas  nulle,  M'  décrit  une  droite  et  M  reste 

—V 

dans  le  plan  parallèle  à  F  et  passant  par  cette  droite.  Si  la  projection 

de  V(,  est  nulle,  c'est  que  V^  est  parallèle  à  F;  le  point  M'  est  immobile 

et  M  décrit  une  droite  parallèle  à  F. 

Mouvement  rectiligne.  —  Le  point  M  est  lancé  de  M^,  au  temps  zéro, 

avec  une  vitesse  V^  ayant  la  même  direction  que  la  force  F.  Supposons 

que  F  soit  le  poids  et  prenons  comme  axe  0-,  un  axe  vertical  dirigé 

vers  le  haut,  l'origine  0  coïncidant  avec  M(,;  V^  sera  dirigé  suivant  la 
droite  0:  et  mesuré  sur  l'axe  0;  par  le  nombre  i\.  Une  des  équations 
du  mouvement  donne     • 

d^z  dz 

c; 


dH                         dH                      dz 
'"d7^  =  -'"^'         5F  =  -^'         Tt~- 

=  -gt 

or,  pour 

dz 

-  =  -gt-^V,, 

z=-yt'-hv,t-hc'- 

c  =^v 
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pour/=U,  z=^0;  tluncc'  =  0.  L'équation  du  mouvement  est 

1     , 

et  l'on  a 

Si  Uo^^-  c'est  ii-(lire  si  le  point  est  hincé  vers  le  bas  ou  abandonné 
sans  vitesse  initiale,  «est  toujours  néf^atif,  z  décroit  toujours;  le  point  M 
descend  sur  la  verticale  de  M^  d'un  mouvement  uniformément  accéléré. 

Si  Uq  >  0,  la  vitesse  est  positive  pour  /  <  -^  et  s'annule  au  temps 

^j  =  — ;  à  ce  niomeut,  tout  se  passe  comme  si  le  point  était  abandonné 
sans  vitesse  initiale  de  la  position  M,  dont  la  cote  est 

Le  point  est  animé  d'un  mouvement  uniformément  retardé  pour  t  <  /,, 

et  monte  de  Mo  à  M,;  puis  il  descend  d'un  mouvement  uniformément 

accéléré. 

On  peut  retrouver  ces  résultats  en  utilisant  le  théorème  de  la  force 

vive  : 

1 

-{v^  —  vl)  =  —  Qz,         v'  =  vl  —  î>gz. 

Si  Vq^O,  le  point  descend,  :  est  négatif  et  v  augmente  constamment. 
Si   ffl  >  0,   le   point   monte   au   début,   v   diminue   et   s'annule   pour 

z  =  g-  =  -i,  puis  redescend.  Lorsque  z  reprend  la  même  valeur,  y  a  la 

même  valeur  absolue,  puisque  v-  reprend  la  même  valeur;  à  la  montée 
ou  à  la  descente,  la  vitesse  a  la  même  grandeur  lorsque  le  point  tra- 
verse un  même  plan  horizontal.  Les  plans  horizontaux  sont,  en  elTet. 
des  surfaces  de  niveau. 

Mouvement  curviligne.  —  Prenons  comme  plan  xOj/,  le  plan  de  la 

— y 
trajectoire  :  il  est  déterminé  par  la  direction  de  V^  et  par  celle  de  la 

force  F,  que  nous  supposerons  toujours  être  le  poids;  0  coïncide  avec 
Mo,  Oiy  est  la  verticale  dirigée  vers  le  haut,  Oj:  l'horizontale  dirigée 

vers  le  demi-plan  limité  à  Oy  qui  contient  V,,.  Le  vecteur  vitesse  ini- 
tiale fera  donc  avec  Or  un  angle  a  compris  entre  — ^  et  -h;^"  et  les 

composantes  de  la  vitesse  initiale  seront  a-Q  =^  V^,  cos  z  >  0  et 
j/ô  =  VoSina.  Le  point  M  ,  projection  de  M  sur  Oa-,  a  une  accélération 
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nulle;  son  mouvement  est  uniforme  et  sa  vitesse  est  Vg  cosa,  réquation 
du  mouvement  de  ce  point  M'  est 

x-=.  Vq  cosa.f. 

Le  point  M",  projection  de  M  sur  Oj/,  est  lancé  de  0  avec  la  vitesse 
VoSina,  il  est  soumis  à  l'accélération  — 7,  son  mouvement  est  celui 
que  nous  venons  d'étudier,  il  suffit  de  remplacer  v^  par  Vy  sina  et  : 
par  y.  On  obtient 

y  =  — 2^/^H-VnSina./. 

Les  équations  du  mouvement  du  ]^oint  M  sont  donc 

1 

j^  =  V„cosa./,         y  =  — ^^^^-hV^sinaJ. 

Pour  avoir  l'équation  de  la  trajectoire,  il  suffit  de  tirer  /  de  la  pre- 
mière équation  et  de  porter  la  valeur  obtenue,  dans  la  seconde  :  on  a 

donc 

X  1      qx^ 

VoCOSa'  ^  2VSC0S*a         * 

La  trajectoire  est  une  parabole  d'axe  vertical,  puisque  y  est  un 
trinôme  de  second  degré  en  x.  Le  mouvement  de  M  peut  aussi  être 
considéré  comme  résultant  de  la  composition  de  deux  mouvements 
rectilignes  :  le  mouvement  relatif  du  point  M"  sur  une  verticale  et  le 
mouvement  d'entraînement  rectiligne  et  uniforme  de  cette  verticale 
défini  par  le  mouvement  de  M';  c'est  l'exemple  que  nous  avons  traité 
au  paragraphe  34. 

Étudions  le  mouvement  de  M.  Sa  projection  M' sur  Ox  se  déplace  sur 
Ox  d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse  V^cosa  >  0.  Si  x^O,  le  point 
.M"  descend  d'un  mouvement  uniformément  accéléré.  Le  point  M  décrit 
un  arc  de  parabole  qui  ne  contient  pas  le  sommet.  Si  a  >  0,  le  point  M" 
monte  jusqu'à  une  position  M,,  puis  redescend;  le  point  M,  sur  la  para- 
bole, monte  jusqu'au  sommet  iM,,  puis  redescend.  Il  traverse  de  nouveau 
le  plan  horizontal  du  point  0  au  poinl  de  chute  A.  Nous  avons  vu,  dans 

l'élude  du  mouvement  rectiligne,  que  /,  :=-2;  il  faut  remplacer  ici  v^ 

par  V„sina,  donc  t^^—° ;  pour  aller  de  0  en  A,  sur  sa  trajectoire, 

M  mettra  le  temps  2/,,  puisque  M'  décrit  OA  d'un  mouvement  uniforme. 

Ce   temps  T,   appelé   durée  du    trajet,   est   donc   1=2;^  =  —^ 

I  ■       1  •  1  •    .  »r        i    î'o  VoSin^a 

L  ordonnée  y.  du  pomt  M,  est  tt^  ou  -^ 
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Le  paramètre  /)  de  la  parabole  est  — — '■ — ,  car  on  lohlienl  on  pre- 


nant la  moitié  de  linverse  du  coefficient  de  x-  dans  son  équation.  La 
distance  OD  de  l'origine  à  la  directrice  est 


Vi 


P  — 


V:-sin2a      Mcos-^a      V* 


'-^9 


'■^9 


^9' 


Elle  ne  dépend  pas  de  Vamjle  d>'  tir  a.  Si  la  vitessse  a  une  grandeur 
constante  V^,  les  trajectoires  correspondant  aux  dilTérenls  angles  de 
tir  a  sont  des  paraboles  ayant  la  même  directrice  et  passant  par  0. 
Soit  M.„  le  second  point  de  rencontre  d'une  trajectoire  et  de  la 
droite  OF,  F  étant  le  foyer;  on  a  OF  =  OD  et  M,F  =  M,H,  on  désignant 
par  H  la  projection  de  M.,  sur  la  directrice.  Donc  MjO  est  égal  à 
MjH-hOD  et  le  point  M^  appartient  à  la  parabole  (P)  admettant  0 
comme  foyer  et  DU  comme  tangente  au  sommet;  .U^Hh-OD  est  en 
efifet  la  distance  de  M^  à  la  directrice  de  (P).  La  parabole  (P)  est 
tangente  en  M^  à  la  trajectoire,  puisque,  pour  chacune  de  ces  deux 

courbes,  la  tangente  est  la  bissectrice  de  l'angle  UM^H.  Ainsi,  les  trajec- 
toires correspondant  à  une  même  grandeur  V^  de  la  vitesse  initiale  sont 
tangentes  à  une  même  parabole  (P)  et  passent  par  son  foyer  0;  elles 
restent  tout  entières  à  l'intérieur  de  (P).  car  deux  paraboles  d'axe 
vertical  ne  peuvent  avoir  que  deux  points  communs  distincts  ou 
confondus.  Il  résulte  dp  là  qu'un  point  extérieur  à  (P)  ne  peut  être 
atteint  par  aucune  trajectoire;  c'est  pourquoi  la  courbe  (P)  porte  le 
nom  de  parabole  de  sûreté. 

Un  point  M  intérieur  à  (P)  est  atteint  par  deux  trajectoires.  Propo- 
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sons-nous,  (mi  oiïel,  do  délcrminer  l'angle  de  tir  a.  L'cqiialioii  de  l.i 
Irajecloiro  est 

!/  =  — 2V*(l-HlK'a)-l  xlKa. 

Si  l'on  se  donnr  les  eoordorinées  x  cl  y  du  hiil  M,  l'angle  a  esl 
déterminé  par  une  érjualion  du  s(uu)rid  degré  en  Iga.  On  voit  aiHément 
qu'elle  a  des  raeines  lorsque  M  est  U  l'intérieur  de  (!').  Considérons  les 
deux  trajectoires  qui  passent  en  M  ;  celle  qui  est  au-dessous  correspond 
à  la  i)lus  [)elile,  v.'ilciir  de  a,  donc,  a  la  plus  grande  valeur  di;  V„eos-/.; 
donc  la  pro.jeclion  de  M  sur  (Jx  a  une  vitesse  plus  grande  pour  la 
trajectoire  inférieun;  et  atteint  M'  plus  t6t.  Kn  d'autres  termes,  c'est  le 
projectile  r|ui  suit  la  trajectoire  inférieure  qui  arrive  en  M  le  [(r-eniier. 

Hr.vinniur.  /.  —  Si  l'on  avait  pris  trois  axes  d»;  coordonnées,  U:  t;lanl 
vertical  et  dirigé  vers  le  haut,  les  écpiations  du  rnouvcMiicnl., 

d^x      ,^  d'il       ,^  d^z 

"^  dl^  =  ^'         '"  d^  =  ^'         "^dl^  =  ^    "'•'/' 

nous  auraient  donné 

On  voit  ainsi  apparaître  les  six  constantes  que  les  conditions 
initiales  pcîrnifllent  d(!  déterminer, 

Ilemarf/uc  II.  —  Les  calculs  précédents  ne  sont  valaMes  que  pour 
un  projeclile  se  mouvant  dans  le  vide.  Dans  l'air,  le  mobile  est  soumis 

à  la  résistance  de  l'air  H,  force  que  les  expériences  rîonduisent  h 
représenter  par  un  vecteur  dirigé  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire, 
de  sens  opposé  à  celui  de  la  vitesse,  et  dont  la  grandeur  est  de  la 
forme  mcK(y),  où  V{v)  est  une  fonction  de  la,  valeur  ?;  d(!  la  vitesse  et 
c  un  coellicient  qui  dépend  de  la  forme  du  projeclile  et  des  conditions 
atmo8i)l)ériques. 

La  trajectoire  est  encore  une  courbe  jtlane  :  en  effet,  le  pf)int  M', 

—r 

projection  de  M  sur  un  plan  horizontal,  n'est  soumis  qu'à  la  force  K', 

projection  de  Jl;  celte  force  est  tangente /x  la  trajectoire  du  point  M'; 
dans  le  mouvement  de  ce  point,  l'accélération  et  la  vitesse  sont  toujours 
portées  i)ar  la  mém<!  droite,  <lonc  le  mouv(!ment  (!st  rectilignf;  (voir 
§  17,  remar(iue   Ij;   la  direction   de  celle  droite    est  donné»;   par   la 

projection  de  la  vitesse  initiale  V^.  Si  ce  vecteur  est  vertical,  la  vitesse 
et  l'accélération  sont  nulles  au  point  M,',,  [)rojcclif)ii  (bj^M^;  ce  point  M'„ 
est  immohilf  fit  la  Irajectoir*;  (îhI  une  v(!rlicale. 
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Dans  le  mouvement  rectiligne,  on  a,  avec  les  axes  choisis  plus  haut, 

dH  ^  R . 

il  faut  prendre  le  signe  h- pour  lo  mouvement  descendant  et  le  signe — 

pour  le  mouvemont  ascendant.   Si   -  =cF(y),   il  y  aura  deux  cas  à 

distinguer  suivant  que  F(y)est  une  fonction  paiie  ou  impaire. 
Si  F(t']  est  une  fonction  impaire,  F(— u)  =  — F(u).  on  aura 

—  =  -r,-cV{v) 

et  celte  équation  unique  conviendra  à  tous  les  cas;  on  peut  prendre 
par  exemple  Y[v)=z\v-"^\  A  étant  une  constante  positive  et  m  un 
entier. 
Si  F(t')  est  une  fonction  paire,  F  —  r)  =  F(u),  on  prendra 

pour  le  mouvement  ascendant;  et 

pour  le  mouvement  descendant  :  Véquation  différentielle  du  mouvement 
aura  deux  formes  différentes  correspondant  aux  deux  phases  du  mou- 
vement. Il  en  sera  ainsi  pour  F(r)  =  Ay-". 

Dans  le  mouvement  curviligne,  cette  particularité  ne  se  présente  pas 
parce  que  le  nombre  v  ne  change  pas  de  signe. 

La  résistance  de  l'air  modifie  profondément  le  mouvement.  La  tra- 
jectoire n'est  plus  une  parabole,  mais  possède  une  asymptote  verticale. 
La  fonction  ¥{v)  est,  dans  la  pratique,  représentée  par  une  table  de 
ses  valeurs  numériques,  déduites  de  lexpérience.  et  ne  peut  pas 
s'exprimer  simplement  par  des  fonctions  élémentaires.  L'intégration 
théorique  des  équations  du  mouvement  est  remplacée  par  une  inté- 
gration approchée. 

60.  Force  centrale  attractive  proportionnelle  à  la  distance.  — 
L'accélération  étant  centrale,  nous  avons  vu  au  paragraphe  20  que  le 
mouvement  est  plan.  Le  plan  de  la  trajectoire  est  déterminé  par  le 
centre  des  forces  0  et  par  la  vitesse  initiale  V^,  si  ce  vecteur  ne  passe 
pas  par  0.  Dans  ce  plan,  le  mouvement  s'effectue  suivant  la  loi  des 
aires  et,  par  suite,  le  rayon  vecteur  OM  tourne  toujours  dans  le  même 
sens.  Si  la  direction  du  vecteur  V^  passe  par  0.  le  mouvement  est  rec- 
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tiligne  et  a  lieu  sur  la  droite  OMo,  M^,  étant  la  position  initiale  du 
mobile. 

Mouvement  rcclil'Kjne.  —  Soit  0.r  la  droite  que  décrit  le  mobile,  x^ 
l'abscisse  de  M^:  x,',  la  valeur  algébrique  de  la  vitesse  initiale; 

le  nombre  ([ui  mesure  la  force  sur  le  rayon  OM,  k  étant  positif.  Une 
des  équations  du  mouvement  est 

d^x  ,  d^x        . 

m  -rpr  =  —  kx         ou  777î  +  '^  -^  =  ^' 

en  posant  —  =:co-.  Cette  dernière  équation  dilTérentielle  est  linéaire  et 

à  coefficients  constants.  Pour  l'intégrer,  nous  chercberons  des  solu- 
tions particulières  de  la  forme  e",  À  étant  une  constante  qui  doit 
vérifier  l'équation 

À-  -f-  oj-  =  0         d'où         À  =  ±  oj  i  ; 

l'intégrale  générale  est  alors 

X  =  C,e""'  -+-  C^e-''"'  =  C  cos  w  <  4-  C  sin  oj  ^ 

si  l'on  pose  C  =  C,  -h  C,  et  C  =  i(Cj  —  Cj.  Déterminons  C  et  C  à  l'aide 
des  conditions  initiales,  en  faisant  t  =  0  dans  les  égalités 

dx 
a?^  C  cosio^ -h  C  sinoj^,  777=^  —  wC  sinw/H-wG' coswi; 

il  vient 

et  l'équation  du  mouvement  sous  forme  finie  est 
a'  =  XnCosco  t  -i — smuit. 

C'est   un  mouvement  vibratoire  simple  dont  la  période  est  —  et 


l'amplitude  yx^-] — 'j.  On  voit  que  la  période  est  indépendante  des 

conditions  initiales.  En  particulier,  si  le  point  est  abandonné  sans 
vitesse  initiale,  ic^=:0,  l'équation  du  mouvement  est 

a?^  XqCOSoW. 

Au  bout  du  temps  — ,  le  mobile  revient  à  son  point  de  départ  et  se 

retrouve  dans  les  mêmes  conditions  qu'au  début.  Il  oscille  indéfiniment 
autour  de  0,  l'amplitude  des  oscillations  est  Ir^j.  On  exprime  le  fait 
que  la  durée  de  l'oscillation  est  indépendante  de  l'amplitude,  en  disant 
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que  les  oscilintions  sont  isoc/irones.  Le  lliéorèirie  do  la  force  vivf  donne 
ici 

1  k 

ou 

v'  =  x'^'  —  <„'{x-  —  xt); 

il  permet  de  calculer  la  vitesse  en  fonction  de  l'abscisse;  la  valeur 
absolue  de  v  ne  dépend  que  de  x-\  la  grandeur  de  la  vitesse  est  la 
même  à  l'aller  et  au  retour  à  une  même  distance  de  U.  Les  surfaces 
do  niveau  sont  d'ailleurs  des  splioros  de  centre  0  et  l'on  sait  que  la 
grandeur  do  la  vitesse  est  la  même  chaque  fois  qu'on  traverse  une 
surface  de  niveau. 

Mouvement    curviligne.    —    Prenons    deux    axes    rectangulaires   ou 

obliques.  Ox,  Oy  dans  le  plan  déterminé  par  0  et  V,,.  Le  point  M', 
projection,  faite  parallèlement  à  Oy,  de  M  sur  Ox  est  attiré  par  0  avec 
la  force  mesurée  par  — kx  et  le  point  .M",  projection,  faite  parallèle- 
ment à  Ox,  de  M  sur  Oy  est  attiré  par  0  avec  la  force  mesurée  par 

—  ky,  puisque  — x  et  — y  étant  les  composantes  de  MO,  celles  de 

A' -Mo  sont  —  kx  et  —  kij. 
On  a  donc 

x' 
x  =  Xf,cosojl  -\ — '^sinco/, 

0) 

y  =  y^  cos  10  ^  -h  —  sin  (o  / , 

en  désignant  par  x„,  y^,  les  composantes  de  la  vitesse  initiale  V^^. 

Ces  équations  sont  les  équations  du  mouvement  sous  forme  finie. 
Si,  en  particulier,  on  prend  comme  axe  des  x  l'axe  OM^  et  comme  axe 

des  y,  l'axe  parallèle  à  \q,  on  aura  x^  >  0,  y^)  =  0  et  x'i,  =  0,  î/,'j  =  V^,  >  0. 
Les  équations  deviennent 

X^=Xf^COS(.<)t, 


on  en  déduit 


équation  d'une  ellipse  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  :  c'est  la 
trajectoire  du  point  M;  elle  est  parcourue  suivant  la  loi  des  aires  et  le 
rayon  vecteur  tourne  toujours  dans  le  même  sens,  celui  de  Ox  vers  Oy 
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puisque  j/i  est  positif.  L'ellipse  est  décrite  dans  le  temps  ~-  indépen- 
dant des  conditions  initiales. 
Les  longueurs  des  demi-diamètres  conjugués  dirigés  suivant  Ox  cl  Oy 

sont  OMo=a^o    <?'    <)P„=^".    La 

vitesse  initiale  est  égale  au  pro- 
duit to.Ol*^,  du  nombre  m  par  la 
longueur  du  demi-diamètre  con- 
jugué de  0M„.  Celte  propriété  est 
applicable  à  un  point  quelconque  M 
de  la  trajectoire,  puisqu'on  peut 
prendre  ce  point  comme  position 
initiale;  en  efl'et,  si,  en  M,  on  lance 
le  mobile  avec  la  vitesse  qu'il  a  sur 
la  première  trajectoire,  il  décrira 
une  trajectoire  confondue  avec  la 
première.  Un  a  donc  V^co.OP, 
OP  étant  le  demi-diamètre  con- 
jugué de  OM.  Menons  le  vecteur 

0.;?  égal  à  V,  ce  vecteur  est  porté  par  OP  et  l'on  a  r^p  =  w;  or,  le  point 

p  décrit  l'hodographe  du  mouvement,  donc,  cette  hodographe  est  une 
ellipse  bomothétique  de  la  trajectoire  avec  le  rapport  d'homothétie  o)  et 
le  centre  d'homothétie  0. 

Remarque.  —  Appliquons  le  théorème  de  la  force  vive;  le  travail 
élémentaire  est 


—  krdr  =r  (/ 


et  Ion  a 


;y»)  V- 


1,  , 
2^' 


/^ 


ou 


V- 


Mais  -  =  ()P  et  ?'i=OM.  La  somme  OM'-h  UP'  est  constante.  On 

retrouve  un  théorème  de  géométrie  :  la  somme  des  carrés  des  lon- 
gueurs de  deux  diamètres  conjugués  est  constante. 

Appliquons  le  théorème  des  aires  :  la  vitesse  aréolaire  est  constante; 
cette  vitesse  est  mesurée  par  le  même  nombre  que  l'aire  du  parallélo- 
gramme OMV/9.  et,  comme  0;j=:a).OP,  l'aire  de  ce  parallélogramme 
est  égale  au  produit  par  w  de  Taire  du  parallélogramme  construit 
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sur  ()M  el  OP.  Celte  dernière  aire  est  dune  c<JusUinte  et  l'on  retrouve 
un  llK'orènio  de  ^t'-oniélrie  :  l'aipc  du  parallélogramme  conslruit  sur 
deux  diamètres  conjugués  est  constante. 

61.  Mouvement  vibratoire  amorti.  —  Mouvement  apériodique.  — 
SupposDHs  que  le  mobile  M  se  déplace  dans  un  niiiicu  qui  oppose  à 
son  mouvement  une  résistance  proportionnelle  à  la  grandeur  de  sa 
vitesse,  loi  qui,  pour  les  petites  vitesses,  est  d'accord  avec  les  expé- 
riences. Nous  nous  placerons  dans  le  cas  où  le  point  est  soumis  à  une 
force  centrale  passant  par  0  et  lancé,  d'une  position  initiale  M^,  avec 
une  vitesse  dont  la  direction  passe  par  0,  ou  abandonné  en  ce  point  Mo 
sans  vitesse  initiale. 

Le  mouvement  est  rectiligne,  car  la  projection  M'  du  point  M  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  0M„.  ayant  en  M'j  une  vitesse  et  une  accéléra- 
tion nulles,  est  en  équilibre  en  ce  point.  Le  point  Mé  étant  fixe,  le 
point  M  se  déplace  sur  OMq. 

Prenons  la  droite  OM^  comme  axe  des  x  et  supposons  la  force 
centrale  attractive  et  proportionnelle  à  la  distance  :  elle  sera  mesurée 
sur  Ox  par  — mojV.  La  résistance  sera  mesurée  par  2À7nx',  X  étant 
une  constante  numérique  positive  et  l'équation  du  mouvement  s'écrira 


mx  ^^  —  m  uj'x 


—  2/ 


OU 


T/.x'  -h  bj-x^O. 


Cette  équation  dilférentielle  linéaire  à  coefficients  constants  a  une 
intégrale  générale  dont  la  forme  dépend  des  racines  de  l'équation 
caractéristique 

7-^H-2Àr  H-  oj-  =0; 

lorsque  le  facteur  a  est  petit,  l'expression  À- ^  w^  est  négative,  les 
racines  "sont  imaginaires;  lintégrale  contient  des  lignes  trigonomé- 
triques.  Si  a-  —  w-  est  positif,  les  racines  sont  négatives,  l'intégrale 
est  une  somme  d'exponentielles  à  exposants  négatifs. 

1"  Cas.  —  A  <  w.  Posons  oj-  —  '/r^^u-^^  les  racines  de  l'équation 
caractéristique  sont  —  À  dz'w,;  l'intégrale  générale  est 

x  =  e~"(Ccosojj/-i- C  sinco,/).  - 


el  l'on  a 


x'  =  e""^'[(oj,C'  —  /X)  coso)^l  —  (wjC  -h  /.C'j  sin OJ,/]. 


Calculons  C  et  C  en  exprimant  que,  pour  /  =  0,  x  et  x'  prennent  les 
valeurs  x^,  et  x'»;  nous  aurons 

a-,', -h  À  a:,, 


C  —  Xq, 
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C'  = 
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=  e  >'6r,,cosco/  +  ?î^:tÀi^.sinc..,/y 


L'expression  entre  parenthèses  peul  se  mettre  sous  la  forme 
A  sin((.i,^ -f- 9),  A  désignant  ramplilude  et  -^  la  phase  initiale,  ([ue 
l'on  détermine  par  identilication.  en  posant 

Asm'^:=a7„,        Acos-i^ — ■ -, 

0), 

on  en  tire,  en  particulier, 


Les  égalités 

x  =  Ae"s\n{ot^l-\-.'^), 
x'  :=  —  Ae-'''[Àsin(c),<-h'-f')  —  c.)^cos(a>/  -+-  ^)]' 

montrent  que  le  mouvement  est  une  vibration  amortie  voir  para- 
graphe 22).  La  vitesse  x'  s'annule  pour  les  valeurs  de  f  qui  satisfont 
il  l'équation 

ces  valeurs  sont  de  la  forme  t,  -+-  A-^;  le  sens  du  mouvenienl  du  mobile 
A 


^^t 


change  à  des  intervalles  de  temps  égaux  à  —  ;  les  oscillations  sont 
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27: 
encore  isochrones,  la  diiréo   T,  d  une  oscilltilion  eomplèle  est  T,  =  — ^  ■ 

elli'  i-'sl  plus  longue  que  la  (Jur(''i'  T  (Je  roscillation  non  amorlie  puisque 


Vw* 


);•=<(.,. 


Les  amplitudes  des  demi-.oscillalious  décroissent  en  progression  géo- 
métrique,  car   les  élongalions   maxima   et  minima  de  x  sont  de   la 

forme  Ac  ^  '  -,  la  raison  de  la  progression  est  e  -,  le  facteur  '■  '^ 
correspond  à  une  oscillation,  c'est  le  coefficient  de  réduction  pour 
deux  maxima  ou  deux  minima  consécutifs;  >  s'appelle  le  fadeur 
d' amorlissemont . 

La  variation  relative  de  la  durée  de  la  période,  due  à  l'amortissement. 

est  faible.  Supposons  par  exemple  que  le  coefticient  de  réduction  f   '^ 
1 

soit  égal  à  ^  ce  qui  correspond  à  un  amortissement  rapide;  nous  avons 

en  négligeant  lei  termes  suivants  du  développement  en  série  de  la 
racine  carrée,  puisque  (^')   f^t  égal  à  environ  un  centième.  La  varia- 

tion  relative  de  la  période,  —-s,  -  =  -^(  (^-' j  ,  ne  dépasse  pas  0,0()6. 

Construisons  le  diagramme  du  mouvement;  la  courbe  est  toujours 
comprise  entre  les  deux  courbes  en  pointillé  o^,  =  ifcAe"";  elle  est 
alternativement  tangente,  à  chacune  d'elles,  à  des  intervallçs  de  temps 

T 

égaux  à  ^-,  car.  aux  époques  pour  lesquelles  sin((o,f -i- o)  est  égal 

à  ±1,  les  valeurs  de  x  et  a'  sont  respectivement  égales  à  celles  de  x^ 
et  jj. 

2"  Cas.  —  À>co;  appelons  — /.j  et  — >.,,  les  racines  négatives  de 
l'équalion  caractéristique.  L'intégrale  est  de  la  forme 

X  =  C^e  "'-'  -+-  C^e-'-', 
avec 

.r=  —  \C^e  "'•'  — À,C,e-""'. 

La  vitesse  s'annule  une  fois  au  plus  lorsque 

Si  \  >  >v,,  cette  équation  a  une  racine  t^  quand  Q  et  C^  sont  de  signes 
contraires  et  n'en  a  pas  lorsque  ces  nombres  ont  le  même  signe. 
Lorsqu'on  a  dépassé  la  valeur  /,,  le  mobile  se  rapproche  constamment 
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et  indéfinimenl  de  Torigine;  si  /,  n'existe  jias,  le  mobile  se  rapproche 
conslaninienl  de  Torigine,  dès  le  dt'l)ul  du  mouvement.  Il  n'y  a  pas 
doscillalion,  on  dit  que  le  mouvement  est  apériodique. 

62.  Mouvement  vibratoire  troublé  par  une  force  périodique.  — 
Supposons  qu'aux  forces  précédentes  vienne  s'adjoindre  une  force 
dépendant  du  temps  et  mesurée  sur  Oj'  par  mf{l),  nous  obtiendrons  le 
cas  dune  vibration,  amortie  ou  non,  lroul)lée  par  une  force  fonction 
du  temps.  Nous  nous  placerons  dans  l'hypothèse,  fréquente  dans  la 
pratique,  où  la  force  extérieure  est  périodique,  sans  amortissement,  et 
nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  le  mouvement  primitif  est 
une  vibration  simple  ou  une  vibration  amortie. 

/*''■  Cas.  —  Le  mouvement  propre  est  vibratoire  simple. 
L'équation  du  mouvement  est 

a-"  +  oro- =  P  sin ( yJ -I- ^), 

en  désignant  par  Psin(a/H-p)  la  force  périodique.  L'équation  dilïé- 
renlielle  admet  une  intégrale  particulière  de  la  forme  Bsin(a<  +  P); 
en  substituant,  on  trouve 

or  —  a" 

en  supposant  o)^<x.  L'intégrale  générale  est 

X  =  A  sin (co t-\-'j^)-T-B  sin  (y.t-+-H). 
et  l'on  a 

x'  =  Aw  cos(co/  +  o)-\-  BaC0S(a/  +  f5). 

Déterminons  les  constantes  A  et  o  à  l'aide'  des  valeurs  initiales A'y,  a*,'  : 

A  sin  Ci  -h  Bsin^  =  Xo. 
A  to  cos  Y  +  B  X  cos  [i  =  a?„. 

On  déduit  de  ces  équations 

A2  =  (3?^,  —  B  sin  \if  H-  ~ «,  —  B  a  cos pf. 

A  étant  calculé,  sin  ^  et  cos  o  s'obtiennent  aussitôt. 

Le  mouvement  du  point  M  résulte  de  la  composition  de  deux  mou- 
vements vibratoires  de  périodes  différentes.  Le  ])remier  est  la  vibration 

9_ 

propre  de  période  T=— ,  le   second  est  dû  à  l'inlervenlion  de  la 

force  périodique,  c'est  une  vibration  qui  a  même  période  T, := —  que 
la  force.  On  peut  représenter  le  mouvement  du  point  M  en  utilisant 
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les  vecteurs  lournanls  comme  nous  l'avons  fait  au  paragraphe  '.ii. 

Soient  OA  et  OB,  deux  vecteurs  de  longueurs  A  et  B  et  tournant  dans 
leur  plan  d'un  mouvement  uniforme  autour  de  0,  le  premier  avec  la 
vitesse  angulaire  o>,  le  second  avec  la  vitesse  x.  Au  départ,  les  vecteurs 
font,  avec  un  axe  Cwe  (hj,  les  angles  f  «4  3;  à  l'instnnt  /,  les  angles 


ex: 


0 

M 

\Vn\^ 

\^\     \^ 

\  f  \     ^ 

s. 

O     \                  N. 

o\        \ 

^^/l 

Utf  \ 

^(7 

y 

' 

sont  w/H-o  et  xt-v-'^  et  la  projection,  sur  l'axe  0:r  perpendiculaire 
à  Oj/,  du  quatrième  sommet  C  du  parallélogramme  construit  sur  OA 
et  OB  est  le  point  mobile  M. 

L'angle  BOA  =  (w  —  x)l-\--:;  —3  varie  avec  le  temps.  Le  parallélo- 
gramme se  déforme  et  s'aplatit  périodiquement;  l'amplitude  OC  varie 
périodiquement  de  la  valeur  B  —  A|à  la  valeur  B-hA;  c'est  cette 
variation  périodique  qui  porte-le  nom  de  battement.  La  période  des 

battements    est  . — — — ;;   la  fréquence    des   battements  est   égale  à 

(o  —  a 
^ ^  =iN  —  N,  [,  c'est-à-dire  à  la  différence  des  fréquences  N 

et  N,  des  mouvements  vibratoires  composants. 

Étudions  le  cas  où  o>  et  a  sont  très  voisins.  Nous  supposerons  que, 
a  étant  fixe,  o>  tende  vers  x.  Pour  simplifier  les  calculs,  désignons  par 
X,  et  x[  les  valeurs  de  x  et  x'  au  temps  t^  pour  lequel  la  force  pério- 
dique est  maximum:  la  phase  ^^  =  xt^-^'^  correspondant^  sera  égale 

à  ^,  à  un  multiple  de  2tt  près.  Comme  on  peut  prendre  l'instant  /, 
pour  origine  des  temps,  l'amplitude  A  sera  donnée  par  la  même  équa- 
tion que  précédemment  :  il  suffira  de  remplacer  r,.  x'^^  |i  par  r,,  x[,  ^  • 

On  a  ainsi  ^=. 

A^  =  (B-j-,)^  +  ^: 
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l  orsque  o  leud  vers  a.  H  augmente  indéfiniinenl  puis({u'il  contient  o  —  a 
au  dénominateur.  Nous  pouvons  diviser  par  i  B  —  ,i\)-  les  deux  membres 
de  légalité  précédente,  il  vient 


(B  — a:,f~    ^co«(B  — a;,)-^' 

dans  le  second  membre,  le  second  terme  tend  vers  zéro  puisque  t» 

tend  vers  a  =  U  et  que  H  —  x^  augmente  indéllniment,  donc  a-— —  a 

pour  limite  1;  A  et  B — r,  sont  des  infiniment  grands  équivalents;  il 
^^n  est  de  mT-me  de  A  et  B,  car  B  et  B — x\,  sont  équivalents.  D'autre 
part. 

(B  —  .v^  —  A^  =  —  ^L, 
<»■ 
ou 

B  —  A  —  j-,  = 


r(BH-A  — a-,)' 

le  second  membre  a  pour  limite  zéro,  donc  B  —  A  a  pour  limite  x^. 

Ainsi,  quand  w  est  voisin  de  a.  la  dillérence  B  —  A  est  voisine  de  x^. 

L'amplitude  OC  varie  périodiquement  dune  valeur  voisine  de  x^  à  une 

"^-^ 
valeur  A  +  B  très  grande;  la  période  des  battements,  — ~ — .,  est  ici 
^  *^  a  —  (o  I 

très  longue;  le  parallélogramme  OABC  se  déforme  très  lentement,  il 

paraît  tourner  dun  mouvement  d'ensemble  avec  la  vitesse  angulaire  o 

ou  a. 

2''  Cas.  —  Le  mouvement  propre  est  tin  moucement  vibratoire  amorti. 
L  équation  différentielle  du  mouvement  est 

x"  -+-  2À.r'  H-  (.o'x  =  P  si n  (  a  /  -h  ;î  ),         0  <  /.  <  w. 

La  solution  générale  est 

x=z  Ae   "sin(oj, /-f-  i)  -+-  Bsin(a/-f-y), 

dans  laquelle  A  et  o  sont  des  constantes  arbitraires  déterminées  par  les 
conditions  initiales  j„,  xi,  du  mouvement  et  B  sin(a/-|-Y),  une  intégrale 
particulière  de  l'équation  avec  second  membre.  Pour  déterminer  cette 
dernière  intégrale,  substituons  Bsin(a/-i-v)  à  x  dans  l'équation;  nous 
aurons 

(t.)-—  x-)B  sin(x<-f-  Y)-l-  2ÀaBcos(a/-i-7) 
=  Psin(a<-i-fS). 

Pour  calculer  B  et  •;,  faisons,  dans  cette  identité,  x/h-y  =  0,  puis 

«^-4-7  =  ^; 
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il  vient 


d'où  l'on  déduit 


2/  aH=Psin(;i  — y), 
[o2— 7.=')B=Pcos(fi  — y), 


(or  —  a"'')* -+- 4a'- a*  ' 
li   étant    calculé,    on    obtient    aussitôt    les   valeurs   de    sin(^  —  y)    ^^ 

cos(fJ  — Y). 

Le  mouvement  de  M  résulte  de  la  superposition  d'une  vibration 
propre  amortie  et  d'une  vibration  non  amortie  ayant  la  même  période 
que  la  force  et  d'amplitude  B.  Lorsque  le  temps  augmente,  la  première 
vibration  s'éteint  peu  à  peu  et  la  seconde  demeure  seule.  Si  a  est  voisin 
de  (o  et  si,  en  même  temps,  À  est  petit,  l'amplitude  H  devient  considé- 
rable. Mais  elle  reste  Unie,  lorsqu'une  de  ces  deux  conditions  au 
moins  n'est  pas  remplie.  Si  l'on  redoute  l'oscillation  finale,  on  prendra 
a  difiérent  de  m  et  un  facteur  d'amortissement  assez  fort;  si,  au  con- 
traire, on  veut  entretenir  l'oscillation,  on  prendra,  à  la  fois,  un  faible 
amortissement  et  des  périodes  voisines. 

63.  Phénomènes  de  synchronisme.  —  Nous  venons  de  voir  que, 
lorsque  la  période  de  la  vibration  propre  du  mobile  et  celle  de  la  force 
introduites  sont  différentes,  l'amplitude  du  mouvement  de  M  est  de 
l'ordre  de  grandeur  des  données.  Si  ces  périodes  sont  voisines,  l'ampli- 
tude du  mouvement  de  M,  au  contraire,  peut  devenir  très  considérable. 
C'est  cette  augmentation  de  Tordre  de  grandeur  de  l'amplitude  qui 
caractérise  le  phénomène  appelé  synchronisme.  Suivant  que  les  grandes 
amplitudes  sont  utiles  ou  nuisibles,  on  cherche  à  produire  ou  à  éviter 
ce  phénomène  de  synchronisme. 

Le  cas  du  point  matériel,  que  nous  venons  d'étudier,  est  important, 
parce  que  la  dynamique  des  systèmes  et  la  physique  conduisent  à  des 
équations  semblables  et.  par  suite,  les  phénomènes  de  synchronisme 
s'introduisent  dans  de  nombreuses  questions. 

Dans  le  cas  du  balancier  d'une  pendule,  dont  l'oscillation  s'amortit 
nécessairement,  on  entretient  le  mouvement  par  des  actions 
synchrones.  Ici,  le  synchronisme  est  utile. 

Les  vibrations  propres  d'un  pont  peuvent  être  entretenues  par  le 
pas  d'une  troupe  en  marche  sur  le  pont.  Si  les  périodes  sont  voisines, 
les  oscillations  peuvent  devenir  dangereuses. 

Pour  une  voiture  de  chemin  de  fer,  il  se  produit  un  fléchissement 
des  ressorts  chaque  fois  qu'une  roue  passe  d'un  rail  au  suivant;  si  la 
période  de  ces  passages  est  voisine  d'une  période  de  vibration  propre 
des  ressorts,  l'oscillation  de  ces  ressorts  s'amplifie  et  devient  pénible. 
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Il  en  est  de  même  pour  une  automobile  qui  reçoit,  sur  une  mauvaise 
route,  des  secousses  dont  la  période  est  voisine  d'une  période  d'oscilla- 
tion propre  de  ses  ressorts.  Dans  ces  deux  derniers  cas,  on  munit  les 
ressorts  de  suspension  des  voitures,  d'appareils  amortisseurs  destinés  à 
augmenter  le  facteur  d'amortissement  À. 

64.  Force  centrale  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la 
distance.  —  L'étude  de  cette  loi  de  force  centrale  est  importante  parce 
que  le  mouvement  obtenu  est  celui  du  centre  de  gravité  d'une  planète. 
Le  mouvement  est  plan  puisque  l'accélération  est  centrale;  le  plan  de 
la  trajectoire  est  déterminé  par  le  centre  d'attiaction  0  et  le  vecteur 

V,,  :  nous  supposerons  (jue  la  direction  de  ce  vecteur  ne  passe  pas  par 
le  point  0  et  nous  laisserons  de  côté  le  cas  du  mouvement  recliligne. 
Soient  r  et  0  les  coordonnées  polaires  du  point  M  dans  ce  plan,  0  étant 
le  pôle  et  l'axe  polaire  Ox  étant  arbitrairement  choisi;  nous  prendrons- 

?('■)  =  — -p-' 

m  désignant  la  masse  du  point  et  a  une  constante  positive. 
Le  mouvement  s'effectue  suivant  la  loi  des  aires,  donc 

(1)  r^-^  =  ^^ 

C  étant  la  constante  des  aires,  c'est-à-dire  le  double  de  Taire  balayée- 
par  le  rayon  vecteur  dans  l'unité  de  temps;  par  hypothèse,  C  uest  pas. 
nul. 

Le  champ  de  force  dérive  d'une  fonction  de  forces;  on  a 

/  ,  ,              mfxdr        ,  /mu. 
'j  (r)  dr  =^ '—i —  =  a 


La  fonction  de  forces  est  —^',  Le  théorème  de  la  force  vive  exprime  que- 

1      ,      mu.      ,  ,     . 

r^mv- — — -  est  constant,  ou  que 

(2)  ,i  =  ^^h. 

Les  équations  (I  ;  et  (i),  qui  sont  du  premier  ordre  en  r  et  0,  déter- 
minent le  mouvement;  elles  proviennent  de  deux  intégrales  premières 
des  équations  du  mouvement  et  contiennent  les  deux  constantes  G  et  A 
que  l'on  détermine  par  les  conditions  initiales  : 

C  =  )■%  =  r„y*' ,         h  =  vl  —  '^, 
u",  désignant  la  composante  de  la  vitesse  initiale  suivant  taxe  %-hz)' 
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En  remplaçant   w'  par   s(in   expression    en   coordonnées  polaires,  on 
()l)ti('nl  les  (■(jiiations 

(1)  '-;77  =  ^' 

La  première  équation  est  du  premier  degré  en  dh  et  en  dl.  Si  on  en 
lire  dt  pour  le  porter  dans  {•!),  on  obtient  une  équation  en  r,  dr,  dh  qui 
est  l'équation  dirtérenlielle  de  la  trajectoire.  Si  on  en  tire  dh  pour  le 
porter  dans  (2),  on  obtient  une  équation  en  r,  dr.  dt  dont  l'intégration 
nous  donnera /•  en  fonction  du  temps,  r  =  f{t).  L'équation  de  la  trajec- 
toire nous  permettra  ensuite  de  calculer  0  en  fonction  du  temps,  f)^ij(t). 

hélermination  de  lu  trnjecloire.  —  L'équation  (l)  donne 

et,  en  portant  dans  (2), - 

dr'*  +  iHb^  _  2a        h^ 

ou 


h 


r\dh}  ^r='~C-r 
,->:       \^^\  1         2a  h  /l         a\5 


a'^         h 

Supposons  p;  -hp-^=r=0  et  faisons  le  changement  de  variable 


d'où  l'on  dt'duil 


l       a  .  /a-       h 


1 


?' /a*    ,     /?     rfu  _ 

rfô  ~~  V  L*  "^  C-  '  (JÔ  ' 


a'^         h 
(3)  devient,  en  divisant  les  deux  membres  par  J-r-h  — 

ou 

-±idH^ ==:  ; 

—  \  1  —  u- 
en  intégrant, 

Hh  1 0  —  3c  I  ^  arc  cos  u . 
u  z=z  cos(0  —  a), 
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a  étant  une  conslanle;  par  suite, 


14)  |:  =  gi-^\/^*-^^.cos(0-a): 


celte  équation,  qui  est  de  la  forme 

(5)  -  =  --+- -COS(0  — a), 

représente  une  conique  de  foyer  0,  de  paramètre  v  et  d'excentricité  e. 

-h 

Supposons  maintenant  k; -h  pï  =  U,  l'équation  i. S)  devient 


(â'-i!-&y="^ 


cette  égalité  exige  que  les  deux  conditions 

1-j^       _r-o 

qui  sont  compatibles,  soient  vérifiées;  la  Irajecloiro  est  alors  un  cercle 
de  centre  0  et  cette  solution  rentre  dans  la  solution  générale  donnée 
par  l'équation  (4).  Pour  que  l'on  soit  dans  ce  cas,  il  faut  que 


ou 


Ur,  r:,  =  (c':.y-i-(v;f 

la  condition  devient 


/l  = 

y. 

au. 

"   ''o 

-4- 

=  0, 

-;)' 

et 

' 

C 

= 

'•o^; 

ou 


^'''>'-(<-^i='- 


Cette  relation  exige  que  v'l  =  0,  &[^±i/lt.. 

'    ''o 

La  vitesse  initiale  doit  être  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  et  sa 
grandeur  égale  à  \/'^.  Ce  résultat  était  à  prévoir,  car  si  la  trajectoire 

est  circulaire,    l'accélération,    qui  est  normale   à   la  trajectoire,   est 

y* 
égale  à  -,  et,  pour  la  position  initiale,  on  a 

ou         y;;  =  ±y^,         puisque         v^  =  v1,. 


r:       7\  ' 
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Dans  le  cas  général,  calculons  le  paranièlre  p  et  l'excentricité  e  de 
la  conique.  Écrivons  pour  cela  que  les  é(iualions  (4)  et  (5)  représenlenl 
la  même  courbe;  il  faut  que 


I  en 
(7) 


on  en  déduit 

,:^     -O' 

Le  signe  de  c- —  1  est  le  même  (jue  celui  de  h. 
Donc,  comme  h  est  égal  à  cf, —  ^, 

si  l'I — ^  >  0,  e  >  1,  la  conique  est  une  liyperbole; 

2a 
si  vl ^  ^  0,  ^  =;  1 .  la  conique  est  une  parabole  ; 

si  u* ^  <0,  e  <  1,  la  conique  est  une  ellipse. 

Ainsi,  le  genre,  de  la  conique  dépend  de  la  grandeur  de  la  vitesse 
initiait'  et  non  de  son  orientation. 

Remarquons  que,  lorsque  h  est  positif,  le  mobile  ne  décrit  qu'une 
des  branches  de  l'hyperbole  :  c'est  la  branche  qui  tourne  sa  concavité 
vers  le  point  0,  puisque  l'accélération  est  dirigée  vers  le  point  0  et 
quelle  est  toujours  située  dans  la  concavité  de  la  courbe. 

Calcul  des  coordonnées  en  fonction  du  temps. 

Pour  calculer  r  en  fonction  de  t,  il  faut  éliminer  rfO' entre  (1)  et  (2). 

L'équation  (1)  donne 

,,       Cdt 

,.2 

et,  en  portant  dans  (2), 

[drV      C*      2a       , 
\dlj        r-        r 


ou 


-•^'^')'  =  Ar2  +  2ar  — C2, 
dt=  '■^'' 


;hr-  ^  2a  r  —  C" 


Le  calcul  de  la  primitive  du  second  membre  conduit  à  des  expres- 
sions différentes  suivant  le  signe  de  h.  Supposons,  par  exemple, 
h  négatif,  c'esl-à-dire  la  trajectoire  elliptique.  Nous  allons  exprimer  h 
et  C-  au  moyen  des  éléments  a  et  e  de  l'ellipse,  a  désignant  If  demi- 
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grand  axe.  Il  nous  suflira,  pour  cela,  de  résoudre  les  éiiuations  (0)  et 
(7)  qui  donnent,  en  divisant  membre  à  membre, 


r*-« 


d'où 


h  = 


L'i'quation  ((>)  s'écrit 


i.- ^  'X p  =^  <x  —  =  '  (a-  —  C-)  =  -j.a{ï  —  e-}. 
Le  trinôme  placé  sous  le  radical  devient 


et 


v/? 


a  yja'e''  —  {a  —  r)- 


Comptons  le  temps  à  partir  du  moment  où  le  mobile  passe  au 
sommet  A  du  grand  axe  le  plus  rapprocbé  de  0,  point  que  nous  appel- 
lerons le  périhélie  comme  dans  le 
cas  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  d'une  planète,  cas  où  le 
point  0  est  le  centre  de  gravité 
du  soleil.  Le  sommet  opposé  A.' 
sera,  pour  la  même  raison,  appelé 
V aphélie.  Le  rayon  vecteur  r  varie 

de 

OA  =  a  —  c  =  a  (  l  —  e) 

à 

donc,  a  —  r  varie  de  ne  k  — ne  et  Ton  peut  faire  le  changement  de 

variable 

n  —  ?'  =  f/ecosu,        O^u^Sît; 
d'où 

(lr-=.  ae  sin  udu 
et 

rg^^--_^^(^-^^QS^)"^"^"^^'^  =  a(l-ecosuWu. 

^a^e^  —  la  —  rf  aesinu 

Nous  avons  pris  comme  origine  des  temps,  le  moment  où  le  mobile 
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passe  au  périlit'Ho  A,  r  va  croître  ainsi  que  u;  nous  prendrons  donc  le 
signe  -t-  devant  le  radical  et  nous  aurons 

-  y/^rf/  =  (l  —  ecosM)(/u, 

en  intégrant  et  remarquant  que  u  et  /  s'annulent  on  même  temps, 

(8)  ijl  =  u  —  esinw         avec         n  =  -\/'-- 


L'équation  (8)  s'appelle  Véqxialion  de  Kepler.  La  durée  T  de  la  révo- 
lution du  mobile  s'obtiendra  en  faisant  w  =  27r,  d'où 


19) 


T  =  ^  =  2r:flv/-- 
n  V  IX 


Donnons-nous  une  valeur  de  l  comprise  entre  0  et  T;  l'équation  de 
Kepler, 

f[u)^u — esin!<  —  »/=0, 

nous  donnera  une  valeur  unique  de  u  comprise  entre  0  et  27:;  en  efl'et 
f  [u]=  1  —  e  cosu  est  positif,  d'autre  part, 

/■(0)  =  — »/<0,  /■|2-)=:27:  — »;>0. 

donc  f{ii)  s'annule  une  fois  entre  0  et  2-.  La  racine  u  calculée,  on  en 
déduit  /■  par  l'égalité 

r  =  a{i  —  ecosw), 

et  0  —  a.  par  l'équation  de  la  trajectoire 

1  -h  c  cos  (0  —  a)  =  - . 


Remarque.  —  Nous  voyons  que  le  mouvement  elliptique  du  point  M 
obéit  aux  lois  suivantes  : 

1°  La  trajectoire  est  une  ellipse  dont  le  foyer  est  le  point  0. 

2°  Les  aires  balayées  par  le  rayon  vecteur  sont  proportionnelles  aux 
temps  employés  pour  les  balayer. 

3°  Les  durées  des  révolutions  sont  proportionnelles  aux  cubes  des 

grands  axes. 

T-      A~- 
On  a,  eji  effet,  d  après  la  formule  (9),  -^  =  — ^. 

Nous  retrouvons  ainsi  les  lois  du  mouvement  des  planètes  dues  à 
Kepler,  en  partant  de  l'bypolhèse,  due  à  Newton,  d'une  attraction 
inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  dislance  à  un  centre  lixe. 
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65.  Point  matériel  non  libre.  —  On  dit  qu'un  point  malériel  placé 
dans  une  région  de  l'espace  est  non  libre  lorsqu'il  ne  peut  occuper 
toutes  les  positions  dans  cette  région.  Un  point.assujetti  à  rester  sur 
une  surface  (S)  ou  sur  une  courbe  (L)  est  non  libre.  Si  le  point  a  la  forme 

d'une  petite  boule  M,  on  pourra 
le  supposer  placé  entre  deux 
surfaces  très  voisines  (S)  et  (S'); 
si  le  point  est  simplement  posé 
sur  la  surface  (S),  il  faudra  tenir 
compte  du  fait  qu'il  est  libre 
de  quitter  la  surface.  Dans  le 
cas  d'une  courbe,  on  peut 
supposer  que  le  point  M  a  la 
formedunpetil  anneau  traversé 
par  la  courbe:  si  le  point  a  la  forme  d'une  petite  boule,  on  pourra 
imaginer  que  la  courbe  a  la  forme  d'un  canal  de  petit  diamètre,  dans 
lequel  le  point  est  placé.  Si  le  point  est  simplement  posé  sur  la  courbe, 
il  faudra  tenir  compte  de  la  possibilité,  pour  le  point,  d'abandonner 
cette  courbe. 


66.  Réactions  des  supports  —  Principe  de  l'action  et  de  la  réaction. 
—  Supposons  qu'un  point  matériel  pesant  soit  placé  sur  une   table 

horizontale.  Il  est  en  équilibre  sur  ce  support  et  soumis  à  son  poids  P; 

la  table  joue  le  même  nMe  qu'une  force  R  égale  et  directement  opposée 

à  P.  Nous  dirons  que  la  tal>le  exerce  sur  le  point  M  une  réaction  R. 
C'est  la  région  de  la  table  voisine  de  M  qui  exerce  cette  réaction,  nous 
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dirons  qu'elle  est  exercée  par  Ir  point  M  île  la  table  qui  est  au  conluel 
de  M. 

Newton  a  énoncé  le  priiieipt-  expérimental  suivant  qui  se  vérifie 
directement  et  par  ses  conséquences  : 

Si  un  poinl  matériel  A  exerce  sur  un  point  inati;rii'l  X'  une  force  F  dirif/ée 
suivant  la  droite  AA',  le  point  A'  exerce  sur  le  jtoint  A  une  force  F'  direc- 
tement opposre  II  F. 

L'une  de  ces  forces,  F  ou  1",  s'appelle  Vaction,  l'autre,  F'  ou  F, 
s'appelle  la  réaction.  Le  principe  de  Newton  porte  aussi  le  nom  de 
principe  de  Vaction  et  de  la  réaction. 

Le  point  M    de  la  talde  exerçant  sur  le  point  M  une  réaction  H,  le 

point  M  exerce  sur  .M  .  d'après  le  principe  de  Newton,  une  actifjn  Q, 

égale  et  directement  opposée  à   K,  c'est-à-dire  é^ale  à  P.  Les  deux 

vecteurs  P  et  Q  coïncident,  mais  il  itnporte  d'observer  que  la  force  P  a 

comme  point  d'application  le  point  M  l't  que  la  force  Q  a  comme  point 
d'application  le  point  M  .  La  force  Q  s'appelle  la  pres.iion  du  point  M 
sur  son  appui. 

Soit  encore  un  point  pesant  M  suspendu  à  une  extrémité  d'un  lil 
inextensible  et  flexible  dont  l'autre  extrémité  0  est  fixée.  Si  O.M  pend 
verticalement,  le  point  M  est  en  équilibre:  le   fil  exerce  donc  sur  le 

point  M  une  réaction  R  égale  et  directement  opposée  au  poids  P  du 
point  M.  Inversement,  le  point  M  exerce  sur  le  point  .M  ,  extrémité  du 

fil  tendu,  une  action  O  égale  à  P.  Celte  force  Q  s'appelle  la  tension  du 
fil. 

Heinarqw  I.  —  Lorsque  le  point  M  est  placé  entre  deux  surfaces 
voisines,  ou  dans  un  canal  de  petit  diamètre,  ou  lorsqu-'il  a  la  forme 

d'un  anneau  traversé  par  une  courbe  indéformable,  la  direction  de  H  est 
sans  importance.  Il  n'en  est  plus  de  même  si  le  point  M  est  posé  sur 

une  surface  ou  maintenu  par  un  fil.  Dans  le  premier  cas,  il  faut  que  Q 

appuie  le  point  sur  la  surface,  c'est-à-dire  (jue  K  soit  dirigé  du  coté 

de  la  surface  qui  contient  .M;  dans  le  second  cas,  il  faut  que  Q  tende 
le  fil  qui,  par  hypothèse,  n'oppose  aucune  résistance  à  la  i-qmpression 

puisqu'il  est  flexible,  c'est-à-dire  que  R  soit  dirigée  de  M  vers  0. 

/lemarrjue  II.  —  Nous  supposons,  dans  les  exemples  qui  précèdent 

—V 

comme  dans  les  suivants,  que  les  forces  Q  ne  sont  pas  assez  considé- 
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ral>les  pour  amener  la  rupture  des  supports;  (J  ne  doit  ni  briser  la 
table  dans  le  premier  exemple,  tii  casser  le  til  dans  le  second. 


67.  Lois  du  frottement  au  r.epos-  —  Supposons,  que  le  point 
pesant  .M  soit  placé  sur  un  plan,  incline  d'un  angle  a  sur  l'horizon. 
Lexpérience  montre  que  l'équilibre  subsiste  tant  que  l'angle  a  ne 
dépasse  pas  une  valeur  limite  -f.  Lorsque  a>  o,  le  point  se  met  à 
glisser  sur  le  plan  incliné. 

.      ~^ 
Supposons  .a^^;  la  réaction  R  du  plan  est  égale  et  directement 

opposée  au  poids  P;  cette  force  est  la  résultante  dune  réaction  N  nor- 
male au  plan  et  d'une  force  T  contenue  dans  le  j)lanet  dirigée  suivant 

T 

une  ligne  de  pente.  On  a  tga  =  :j^   et,  comme   tgjc  ^  tg  o  = /',  on  a 

ï 

j^^/"  ou  T^^^.  Un  pourrait 

aussi  décomposer  le  poids  P  en 

— >-      -> 
deux  forces  T'  et  N'  respective- 

ment  opposées  à  T  et  à  N.  La 

force  T'  tend  à  faire  glisser  le 

point  sur  le  plan,  la  force  T 
s'oppose  à  ce  glissement.  En 
fait,  la  surface  plane,  si  on  la 
regardait  au  microscope,  mon- 
trerait une  série  de  saillies  dont  le  nombre  et  la  grandeur  donnent  à 

cette  surface  une  rugosité  plus  ou  moins  grande.  Le  point  M,  au  contact 

— > 
<ie  ces  saillies,  est  soumis  à  une  réaction  oblique  11.  C'est  celte  rugosité 

qui  donne  lieu  au  phénomène  appelé  froilcnvrnt.  L'angle  maximum  ç. 
s'appelle  Yangle  de  frottement  et  sa  langenle  /"  est  le  coefficient  de 
frottement.  L'expérience  montre  que  langle  j  ne  dépend  pas  de 
l'étendue  de  la  petite  surface  par  laquelle  le  point  M  est  en  contact 
avec  le  plan.  Il  ne  dépend  que  de  la  matière  et  de  la  nature  des  deux 
surfaces  en  contact,  du  degré  de  poli  du  plan  par  exemple;  plus  le 
plan  est  poli,  plus  l'angle  =.  est  petit.  On  peut  encore  diminuer  ^  en 
lubrifiant  la  surrace  du  plan,  en  la^  rendant  glissante,  avec  de  l'huile, 
par  exemple,  si  le  plan  est  en  métal.  Si  le  plan  est  parfaitement  poli, 
l'angle  s.  est  très  voisin  de  zéro,  le  frottement  est  négligeabli*,  la  réac- 
tion R  est  normale  au  plan.  On  dit,  brièvement,  qu'il  n'y  a  pas  de 
frottement. 
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Voici  quelques  valeurs  de  i  et  de  f. 


stnsiANi'.KS                                                               •:; 

/■ 

1 
Bois  sur  bois Sec. 

—             Savonneux. 

Métal  sur  métal Sec. 

—              Humide. 

Cuir  sur  métal Sec. 

—               Humide. 

—              draissê. 

U"         à  26"  1/2 
2"        à  iri/2 

8"  1/2  à  11'  1/2 

16"  1/2 

29"  1/2 

20"  1/2 

8"  1/2 

U,25  a  0,5 
0.04  à  0,2 
0,15  à  0,2 

0,:i 

0,56 

0,36 

0,15 

Supposons  maintenant  que  le  point  M  soit  placé  sur  une  surface  (S) 

quelconque  et  désignons  par  F  la  résultante  des  forces  appliquées  à 
ce  point.  Dans  le  voisinage  de  .M,  nous  pourrons  remplacer  la  surface 
par  son  plan   langent;   nous  voyons  qu'il  y  aura  équilibre  tant  que 

l'angle  x  de  1"  avec  la  normale  à  la  surface  sera  inférieur  à  o.  Consi- 
dérons le  cnne  de  révolution  qui  a  comme  axe  la  normale  n^hi  à  la 


surface  et  dont  le  demi-angle  au  sommet  est  -v.  Ce  cône  est  appelé  le 
cône  de  froHement.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  est  nécessaire  que  la 
force  F  soit  à  l'intérieur  du  cône  de  frottement.  Si  le  point  est  posé 

sur  la  surface,  il  faut  encore  que  F  soit  contenue  dans  le  demi-cùne 
situé  du  C(Hé  de  la  surface  qui  ne  contient  pas  le  point. 

Si  le  point  M  est  placé  sur  une  ligne  (L),  on  peut,  dans  le  voisinage  de  M, 
remplacer  cette  ligne  par  le  plan  tangent  perpendiculaire  au  plan  /MF, 

formé  par  la  force  F  et  la  tangente  /'M/;  pour  l'équilibre,  il  faut  que 

l'angle  a  de  la  force  F  et  de  la  normale  »M»'  à  ce  plan  soit  inférieur 
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à  .f-,  donc  que  l'angle  de  la  force  el  de  la  tangenle  t'Wt  soit  supérieur 
à  ;j  —  f.  La  force  F  doil  donc  être  extérieure  au  cône  de  révululion 

qui  a  tomnie  axe  la  tangente  et  conmie  demi-angle  au  souinu't  ^^  —  ci. 

Ce  cône  joue  ici  le  rôle  de  cône  de  frottement. 

T  — ^ 

Dans  chacun  des  cas  précédents  le  rapport  ^,  de  la  composante  de  F 

tangente  à  la  surface  ou  à  la  courbe  à  la  composante  normale  à  cette 
surface  ou  à  cette  courbe  ne  dépasse  pas  /'.  On  peut  donc  énoncer  les 
Inis  du  frottement  à  l'état  de  repos  de  la  manière  suivante. 

Pduv  (jit'un  pdinl  matériel  plac'  sur  loie  .siufacr  ou  nue  nnirbr  sait 

—V 

en  équilibre  sous  l'oction  d'une  force  F,  il  faut  et  il  suffit  ijne  le  rapport 

F  "^ 

^  de  la   composante  de   F  lanrjente  à   la  surface  ou  à  In  courljr  à  lu 

composante  de  F  normale  à  la  surface  ou  à  la  courbe  ne  dépasse  pas  le 

coefficient  de  frottement  et  que,  quand  il  y  a  lieu.  F  soit  diriçiée  de 
manière  à  appuyer  le  jjoint  sur  la  surface  ou  sur  la  courbe. 

Lorsque  V,  =  fF^j,  c'est-à-dire  lorsque  F  est  placée  sur  une  généra- 
trice du  cône  de  frottement,  on  dit  que  le  point  M  est  en  équilibre 
limite. 

Exemples.  —  Si  un  point  matériel  M,  de  poids  p,  est  placé  sur  une 
table  horizontale  et  tiré  horizontalement  par  un  til.  il  demeure  au  repos 
tant  que  la  tension  du  fil  ne  dépasse  pas  pf.  Si  le  point  est  une  petite 
bille  en  bois  posée  sur  une  table  en  bois,  f  pourra  varier  suivant  les 

cas  de  7  à  T^  et  la  tension  maximum  sera  comprise  entre  ^  et  v 

4      2  "^  4        2 

Si  le  point  M  est  placé  à  l'intérieur  d'une  coupe  hémisphérique  dont 
le  grand  cercle  formant  le  bord  est  placé  horizontalement,  il  sera  en 
équilibre  en  tout  point  de  la  calotte  sphérique  intérieure  au  cône  de 
révolution  dont  le  sommet  est  le  centre  de  la  sphère,  l'axe  vertical  et 
le  demi-angle  au  sommet  égal  à  o. 

68.  Lois  du  frottement  pendant  le  mouvement.  —  Soit  encore  N  la 
— /■ 
composante  normale  et  T  la  composante  tangentielle  de  la  réaction 

de  la  surface  ou  de  la  courbe  sur  le  point  M.  Pour  une  surface,  T  est 

dans  le  plan  tangent  à  M;  pour  une  courbe,  T  est  dirigée  suivant  la 
tangente.  Les  lois  expérimentales  du  frottement  pendant  le  mouvement 
sont  les  suivantes. 

1"  La  force  T  a  la  même  direction  que  le  recteur  vitesse  du  point  M  el 
le  sens  opposé. 
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2"  Llnleusili'  T  est  tmi jours  ri/filc  à  /"N. 

— >- 
Il  iiii|H)rtt'  lit'  rcmaniiuM-  que  la  force  N  varie,  en  général,  avec  la 

position  du  point  M;  l'intensité  de  la  force  T  varie  de  manière  que  le 

rapport  ^  reste  constaininenl  égal  h  f. 

Si  la  valeur  de  /"est  très  l'aihle,  el  si  N  ne  devient  pas  trop  considf'-- 

— y 

rallie,  on  poiirr;i  négligei-  la  Ibrci^  T.  La  réaction  de  la  surface  ou  de  la 
courbe  est  alors  normal»';  on  dit,  brièvement,  qu'il  n'y  a  pas  de 
rrottemeiil. 

/:x(-iiiplcs.  —  Supposons  qu'un  point  M  soil  lancé  sur  une  surface 
(S)  el  ne  soil  soumis  à  aucune  force  autre  ([ue  la  réaction  de  la  surface. 

Le  point  |>eut  être  considéi'é  comme  libre  et  soumis  aux  forces  N  et  T; 

■—y 

j)uisque  T  est  porté  par  la  tangente  à  la  trajectoire  (C),  et  que  la  résul- 

tante  de  N  et  T  est  dans  le  plan  osculateur  de  la  trajectoire,  le  plan 

osculateur  à  la  courbe  contient  ces  deux  vecteurs  IVi  et  T.  Ce  plan  oscu- 
lateur à-  (C)  est  normal  à  la  surface  (S).  Les  courbes  tracées  sur  une 
surface  (S)  et  telles  que  leur  plan  osculateur  soit  normal  à  la  surface 
s'appellent  les  lignes  f/i''mlrsi(jiii's  de  cette  surface.  Les  trajectoires  (C) 
sont  donc  des  gcodésiques.  Sur  une  sphère,  les  lignes  géodésiques  sont 
les  grands  cercles;  sur  un  cylindre,  ce  sont  les  hélices.  Les  lignes 
géodésiques  possèdent  la  propriété  d'être  le  plus  court  chemin  qui 
joint  deux  de  leurs  points  lorsque  ces  points  sont  assez  rapprochés. 
On  voit  que  la  forme  des  trajectoires  ne  dépend  pas  du  coeflicient  de 
frottement;  celui-ci  n'intervient  que  pour  modilier  la  loi  du  mouve- 
ment sur  la  trajectoire. 

Supposons  encore  que  le  point  M  soit  lancé  à  l'intérieur  d'un  petit 
tube  (L;  et  ne  soit  soumis  à  aucune  force  autre  que  la  réaction  de  la 

ligne  (L).  Le  plan  osculateur  à  (L)  est  déterminé  par  les  vecteurs  N 

et  T.  Donc  la  réaction  normale  est  dirigée  suivant  la  normale  princi- 
pale à  la  courbe. 

69.  Mouvement  d'un  point  pesant  snr  un  plan  incliné.  —  Supposons 
qu'un  point  pesant  M  soit  placé  sur  un  plan  incliné  (P)  au  point  0  et 
abandonné  sans  vitesse  initiale,  ou  lancé  du  point  0  avec  une  vitesse 
représentée  par  un  vecteur  contenu  dans  le  plan.  Le  point  va  rester 
sur  le  plan,  car,  s'il  l'abandonnait,  il  devrgiit  décrire  un  arc  de  parabole 
d'axe  vertical,  tangente  au  plan  et,  par  conséquent,  tout  entière  au- 
dessous  de  ce  plan.  Cela  est  impossible,  donc  M  reste  dans  le  plan  et 
la  composante  de  son  accélération,  normale  au  plan,  est  toujours  nulle. 
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Donc,  la  composante,  normale  au  plan,  de  la  résultante  des  forces  qui 
agissent  sur  le  poini  est  toujours  nulle  et 

iN  —  N'  =  N  — ?»^cosa  =  0; 

N  est  donc  constamment  égal  à  m^cosa. 
Le  point  M  se  déplace  dans  le  plan  (1^)  sous  Paclion  :  1"  de  la  force 


T'  =  7?j(/sina  constante  en  grandeur  et  en  direction  :  cette  direction 
est  celle  des  lignes  de  pente;  2°  de  la  force  Tr=:/'N  r=z/>?!^  cosa  con- 
stante en  grandeur,  mais  dont  la  direction  est  celle  de  la  tangente  à  la 
trajectoire. 

Bornons-nous  au  cas  où  la  vitesse  initiale  est  nulle  ou  dirigée  suivant 
une  ligne  de  pente  du  plan.  Dans  ce  cas,  le  point  M  décrit  cette  ligne 
de  pente.  En  effet,  la  projection  M'  du  point  .M  sur  une  horizontale  a, 
au  début,  une  vitesse  et  une  accélération  nulles  puisque  la  vitesse  et 
les  forces  agissant  sur  M  sont  dirigées  suivant  la  ligne  de  pente  du 
point  0.  M'  est  en  équilibre  et  M  décrit  cette  ligne  de  pente. 

/er  f;(is   —  j^Q  vitesse  iiiitiale  est  nulle.  —  Si  x^o,  le  point  M  reste 
immobile.  Si  a  >  -i,  le  point  M  va  descendre  sous  laction  de  la  force 


T'  —  T ^  ing  sin  a  —  fmg  cos a  ^  mg  i  sin  a 


sin 


coso 


cosx 


sin  (g —  y 


)= 


mg 


COS'i 


car  T'  >  T.  Le  point  est  soumis  à  une  force  constante  en  grandeur  et 
en  direction.  Il  descend,  le  long  de  la  ligne  de  pente,  d'un  mouvement 


uniformément  accéléré  dont  raccéléralion  est  g 


sin  (a  —  Ci) 


COScû 


2-"   Cas.  —   La  vitesse  initiale  est  dirigée  vers  le  has. 
commence  par  descendre.  On  a  toujours 

T,      rr  sin(a  —  *) 


Le  point 


mg 


cosa. 


Le   point  est  soumis  à  une  force  constante  dirigée  vers  le  haut  si 
T'  <  T,  c'est-à-dire  si  a  <  cj-,  et  vers  le  bas  si  T'  >  T,  ou  x  >  cp. 


r.Ql  ILIHUE    I:T    mouvement    I)L'    l'OlNT    MATERir.r-    NON    LIFUtK 


40» 


Si  a  <  j,  la  force  1'  est  supérieure  à  T'.  lo  point  est  soumis  à  l'acct;- 
léralion  conslaiil»' 

T  — r_    sin(g,  — a)_    . 
m  "^       cosci  '  ' 


dirigée  vers  le  iiaul.  il  descend  d'un  mouvement  uniformément  retardé 
jus({u"au  moment  t^  où  la  vitesse  s'annule.  Nous  sommes  alors  dans 
les  conditions  du  1"''  cas.  Comme  a  <  9,  le  point  est  en  équilibre. 

Calculons  /,  ;  la  vitesse  au  temps  /  est  V,,  —  •//,  si  V„  est  la  grandeur 
de  la  vitesse  initiale;  elle  s'annule  pour 

^'0  _      VqCOS  <p 


V„-^-'7,  =0, 


/. 


\7sin('i  —  a) 


Si  a  >  *.,  la  force  T'  est  supérieure;!  T,  le  point  est  soumis  à  laccé- 
lération  constante 


T— T         sin( 
=  0 


'). 


COS; 


dirigée  vers  le  bas.  Il  descend  indéfiniment  d'un  mouvement  unifor- 
mément accéléré. 

Dans  le  cas  liinite  où  x  =  o,  T=:T',  le  point  n'est  soumis  à  aucune 
force,  son  mouvement  est  uniforme. 


^^?^!^ 


.?"   Cas.  —   La  vitesse  iniliale  est  dirir/ée  vers  le  haut. 
commence    par    monter.    La 

force  T,  opposée  à  la  vitesse, 
est  dirigée  vers  le  bas,  comme 

—V 

la  force  T'.  On  a 
T  -r-T'  =  m(j  (sinz -h/cos7.):= 
sin(a-|-  -^) 


Le   point 


^  "t,7 


coso 


r 


Le  point  monte  d'un  mouvement  uniformément  retardé,  sa  vitesse, 
V„  —  Yi'î  s'annule  au  temps  t^  donné  par 


V       V 


COSo- 


g  sin(a4-'i)' 

A  linslant  /,,  nous  nous  retrouvons  dans  le  premier  cas.  Si  ^t^-j. 
le  mobile  s'arrête.  Si  a  >  -y,  le  mobile  descend  d'un  mouvement  unifor- 
mément accéléré  avec  l'accélération  •;. 

Cas  on  le  frottement  est  ni-f/ligeable.  —  Dans  ce  cas,  le  mobile  est 
soumis  à  la  seule  force  J' ^mgsïny..  Il  est  placé  dans  un  champ  uni- 
forme plan.  Si  la  vitesse  initiale  a  une  direction  quelconque,  M  décrit 


406  DYNAMIQUE    DT    POINT 

une  parabole  dont  l'axe  est  une  ligne  lic  penle.  Si  la  vitesse  initiale  est 
dirigée  suivant  une  ligne  de  pente,  le  mouvement  t-sl  rectiligne;  il  a 
été  étudié  au  paragraphe  59. 

70.  Mouvement  sans  frottement  d'un  point  pesant  sur  un  cercle 
vertical.  —  Pendule.  —  Supposons  (junn  point  matériel  M.  de  masse  /;j, 
S(»il  assujelti  à  rester  sur  une  circonférence  de  centre. ()  dont  le  plan 
est  vertical.  On  peut  supposer  que  .M  est  une  petite  bille  lancée  dans 
un  tube  circulaire,  ou  un  anneau  traversé  par  la  circonlérence.  On 
peut  aussi  supposer  que  le  point  M  est  relié  au  point  fixe  0  par  un  til 
tendu  OM  et  qu'il  est  lancé,  de  la  position  initiale  M„,  avec  une  vitesse 
dirigée  suivant  la  tangente  au  cercle  vertical  de  centre  0  et  de 
rayon  OM  = /.  Je  dis  que,  dans  ce  cas,  le  point  M  se  déplace  sur  ce 
cercle  vertical;  en  effet,  ce  point  est  soumis  à  deux  forces,  son  poids  mg 
dirigé  suivant  la  verticale  descendante  et  la  réaction  du  til,  force 
dirigée  suivant  .MO.  La  projection  M'  de  M  sur  un  plan  horizontal,  celui 
du  point  0.  par  exemple,  est  soun)ise  seulement  à  une  force  centrale, 
projection  de  la  réaction;  comme  la  vitesse  initiale,  projection  d'une 
vitesse  tangente  au  cercle,  passe  par  le  point  (>,  le  point  M'  décrit  la 
droite  <)M',  et  le  point  M  reste  dans  le  plan  vertical  considéré. 
Quand  M  est  relié  au  point  0  par  un  til  tendu,  on  dit  que  l'on  a  un 
pendule  simple. 

Prenons  un  axe  0:  vertical  dirigé  vers  le  bas;  le  théorème  de  la 
force  vive  va  nous  donner  le  mouvement,  puisque,  d'une  part,  nous 
connaissons  la  trajectoire  et  que,  d'autre  part,  la  réaction  de  la  circon- 
férence, étant  normale  à  cette  circonférence  puisqu'il  n'y  a  pas  de 
frottement,  a  un  travail  nul.  Le  théorème  de  la  l'orce  vive  a,  pour  celte 
raison,. la  même  expression  que  si  le  point  était  libre  dans  le  champ  de 
la  pi'sanleur  : 

ou 

v-  =  ^2g{z  —  a), 

en  posant 

a--  -^ 

Traçons  la  droite  (D),  horizontale  de  cote  a;  nous  distinguerons 
deux  cas  suivant  que  i  D)  coupe  le  cercle  ou  ne  le  coupe  pas. 

/'"■  Cns;  (D)  ne  Coupe  pas  le  cercle,  il  faut  pour  cela  que  a  <  —  l  ou 
que 


2^ 


<-/,  vl>^g{z,-^l). 
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Kans  ces  coiidilions,  v  ne  s'annule  jamais;  sa  valeur  absolue  varie 
entre  un  minimum  ^-2g{—l  —  a)  et  un  maximum  y/iipit  —  a);  le 
CDJ  a. 


(^\B' 


mobile  tourne  toujours  dans  le  même  sens  sur  le  cercle,  le  mouve- 
ment est  révoiutif;  la  vitesse  est,  à  chaque  instant,  la  même  que  si  le 
mobile  tombait  librement  du  plan  horizontal  de  (D). 

2"  Cas;  (D)  coupe  le  cercle  aux  points  A  et  A';  nous  supposons 
v;,  <  %(;„-h  /)  et  le  point  M^  lancé,  par  exemple,  vers  le  bas.  Le  point  M 
décrit  le  cercle  jusqu'en  .\'  où  la  vitesse  s'annule,  puis  retombe  et 
remonte  jusqu'en  A  et  ainsi  de  suite;  le  mouvement  est  oscillatoire  ou 
pendulaire.  Une  oscillation  est  composée  d'une  allée  de  A  en  A'  et 
d'une  venue  de  A'  en  A.  La  durée  de  l'oscillation  est  le  temps  mis 
par  le  mobile  parti  de  .\  pour  aller  en  A'  et  revenir  en  A. 

Calcul  de  la  réaction.  —  Désignons  par  N  le  nombre  qui  mesure  la 
réaction  de  la  circonférence  sur  la  direction  positive  .MO  de  la  nor- 
male principale.  L'équation  intrinsèque  du  mouvement  relative  à  la 
normale  principale  donne,  si  nous  projetons  les  forces  sur  la  direc- 
tion .MO, 

n- 

mg  cosO, 


en  désignant  par  0  l'angle  de  CM  avec  0:,  compté  positivement  vers  la 
droite.  Comme  on  a  .  . 

3  =  /cosO,         r-^27  :  —  a), 

celle  équation  devient 

N=iï22(._„)  +  ,„,=  =  7(3.— 2„)  =  ?'^(:-|>.  • 


Traçons  la  droite  (A),  horizontale  de   cote  T^a  :  N  est  positif  et  le 
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point  appuie  sur  le  cercle,  lorsqu'il  est  au-dessous  de  A,  N  esl  négatif 

et  le  point  tire  sur  le  cercle  lorsqu'il  est  au-dessus  de  A. 

Lorsque  le  point  M  est  suspendu  par  un   fil,  c"est-à-dire  dans  le 

cas  du  pendule,  l'hypothèse  que  N  est  négatif  ne  peut  être  admise. 

car  le  fil   est   supposé  flexible.    Lorsque  N   s'annule,  le  fil  lléchit.  la 

réaction  disparait  et  le  point  M  est  libre.  Examinons  donc  dans  quels 

cas  N  peut  changer  de  signe.  Si  le  mouvement  est  révolutif,  a  est 

négatif  et  (A)  est  au-dessous  de  (D);  pour  que  (A)  ne  coupe  pas  le  cercle, 

il  faut  que 

2 

9 


Si  cette  condition  est  remplie,  le  fil  reste  tendu  et  le  point  M  tourne 
autour  de  0:  c'est  le  mouvement  de  la  fronde. 

3/\ 

Si  '^gizo-^  l)  <vl<2g{Zff-\-—\,  (D)  ne  coupe  pas  le  cercle  et  le 

mouvement  est  révolutif,  mais  (A)  coupe  le  cercle  en  B  et  B'.  Lorsque  M 
arrive  à  l'un  de  ces  points,  le  fil  se  détend  et  le  mobile  se  meut  d'abord 
comme  s'il  était  libre. 

Si  i^^  <  %(r„-i- /j,  le  mouvement  est  oscillatoire,  (A)  est  au-dessous 
ou  au-dessus  de  (D)  suivant  que  a  esl  négatif  ou  positif.  Si  a  esl 
négatif,  c'est-à-dire,  si  vl  >  2^S(„  (A)  coupe  le  cercle  en  B  et  B'  au- 
dessous  de^  D.  le  fil  se  défend  en  l'un  de  ces  points.  Si  o  est  positif, 
c'est-à-dire  si  '-  <  igz„.  (A)  est  au-dessus  de  (D^,  le  fil  reste  tendu  de  A 
en  A'. 

Remarque.  —  Lorsque  le  point  M  arrive  en  B  par  exemple,  et  que 
le  fil  se  détend,  le  mobile  esl  libre  sous  l'action  de  la  pesanteur;  il 
décrit  un  arc  de  parabole  dans  le  plan  vertical  du  cercle.  Celle  parabole 
esl  tangente  au  cercle  au  point  B',  puisque  le  vecteur  vitesse  est 
langent  au  cercle  et  à  la  parabole  :  la  directrice  esl  la  droite  !  D),  puisque 
la  vitesse  initi-ale,  sur  la  parabole,  esl  la  même  que  si  le  mobile 
tombait  du  plan  horizontal  de  (D).  La  parabole  et  le  cercle  ont  la 
même  courbure  en  B',  puisque  N  étant  nul.  la  force  est  la  même  dans 
les  deux  mouvements  et  par  conséquent  les  accélérations  normales 
sont  identiques  :  en  d'autres  termes,  le  cercle  0  est  le  cercle  de  cour- 
bure de  la  parabole  au  point  B'. 

Le  point  .M  décrit  la  parabole  jusqu'au  moment  où  il  se  trouve  à  la 
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dislancp  /  <lu  puinl  t>:  alors  I*'  lil  si-  tétiil  liius([UiTiif'nl  et  l'on  a  à 
étudier  un  proMcine  de  choc. 

Petites  oscUlalions.  —  horhronisme.  —  IMarons-nous  dans  le  cas  où 
la  vitesse  initiale  r„  est  nulle;  le  point  M,,  joue  alors  le  rôle  de  l'un 
des  points  A  ou  A',  de  A  par  exemple;  on  a  ici  t  =  :„.  le  mouvement 
est  oscillatoire  car  (D)  coupe  le  cercle:  le  fil  reste  toujours  tendu  si 

0,,^^ ,  il  se  détend  en  IV  si  0„  >  ^^  car  i  A)  est  au-dessus  de  (D)  si  :„  est 

positif  et  au-dessous  de  (D)  si  :„  est  négatif.  Supposons  que  0„  ait  une 
valeur  petite,  l'angle  0  variera  entre  -i- 0„  et  —  0,^;  nous  remplacerons 
l'équation  des  forces  vives  par  l'une  des  équations  intrinsèques  du 
mouvement  qui  est  ici  plus  commode  : 

dv       ., 

Or,  l',  =  — inrjs'xn'),  si  l'on  prend  comme  sens  positif  des  arcs  celui 

,    .    ,         .         ,  jdb     ,   dv      ,d-')     ...        ,.        , 

(\u\   correspond   a  0  croissant;    v  ^=  I ^    et  -tj=zI-j-^:    I  équation   duv 

mouvement  devient 

d'f)  7,-    , 

^,  =  -ys.nO. 

Si  f)„  est  petit,  sinO  peut  être  remplacé  par  h  dans  l'équation  et  l'on  a 

d^       q 

équation  difTérentielle  dont  l'intégrale  générale  est 

0  =  o„  ces  y/^  t  -^  e;,  y/^  sin  y/^  / . 


Or,  0',  =  0,  donc 


0=0,jCos\/^/. 


Le  mouvement  est  périodique,  la  durée  T  dune  demi-oscillation 
est  donnée  par 

T  ne  contient  pas  0,  donc  :  La  durée  d'une  petite  oscillation  est  indé- 
pendante de  Son  amplitude. 

On  dit  que  les  petites  oscillations  sont  isochrones  :  cela  signifie 
que  leur  durée  ne  dépend  pas  de  la  grandeur  de  0„. 

Oscillations  finies.  —  Si  0„  n'est  pas  très  petit,  la  substitution  de  0  à 
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sinO  iniroduil  une  erreur  daulanl  plus  imporlanle  que  Oy  est  plus 
grand.  Reprenons  l'équalion  des  forces  vives 

V-  ^  2(/(:  —  :•„)  =  ^^/(cosO  —  cosO^). 

Dautre  pari,  c  =  '  ^^^ .  do»*-* 


l[^y  =  ^^'.li^os(j-cos%). 


i  nous  parlons  du  point  A'  correspondant  à  la  valeur  —  O^,  langle  0 
)sit 
(/O 


croit  avec  l  et  -t?  est  positif  peudanl  la  première  demi-oscillation  ; 


^^^  =  y/-|vcosO  — cosO„, 


€t 

rfo 


V  ^-'-i  v>^(cose  — cosOj  *  !?-'*»  \:2(cos( 


'v-icosô  —  cosOj  '^  g  J  <>o  ^:2(c'os0  —  cosO^) 

La  durée  T  der  la  demi-oscillalion  est  exprimée  par  une  intégrale 
elliptique.  Sa  valeur,  pour  les  dillerentes  valeurs  attribuées  à  0„,  est 
donnée  par  des  tables  numériques.  L'examen  de  ces  tables  montre  que 

la  valeur-  v/-  obtenue  pour  les  petites  oscillations  s'applique  jusqu'à 

Oy^rSS"  avec  une  erreur  relative  inférieure  à  0,01  el-jusqu'à  0,,^  70" 
avec  une  erreur  relative  inférieure  à  0,1. 

Petites  oscillations  amorties.  —  Supposons  que  le  mobile  M  éprouve 
dans  l'air  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  égale  à  2ÀmV; 
l'équation  intrinsèque  du  mouvement  utilisée  pour  les  petites  oscilla- 
tions devient 

,nl-rT  =  —  "2 /. ?» '  T.  —  ma  ^\n 0, 

dl-  dt         -^ 

ou,  en  remplaçant  encore  sinO  par  0, 

dt-^"  dt^  l'  —  ''- 
C'est  l'équation  étudiée  au  paragraphe  61.  Il  suffit  de  remplacera: 
par  0.  w^  par  y  et  de  supposer  nul  x,j=:0„.  On  obtient 

0  =  Oo''""  (  cos  w,  ;  -h  —  sin  (o,  t  \         avec        w,  =  \/f  —  >■'  • 

Nous  supposons,  ce  qui  correspond  à  l'observation,  que  /.*  soit 
inférieur  à  i.  Les  oscillations  sont  amorties  et  leurs  amplitudes 
décroissent  en  progression  géométrique.  Mais,  les  oscillations  demeurent 
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isorhro)ies,  leur  durée  "'■  élanl,  du  reste,  conirne  nous  I  avons  vu,  jteu 

0., 

modiliée  par  la  présence  de  la  résistance. 

71.  Pendule  cycloïdal.  —  Les  raisonnements  faits  au  début  du  para- 
graphe préc('denl  pour  étudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur 
une  cireonléreuce  en  négligeant  le  frottement  sont  applicables  à  une 
courbe  (4uelconque  contenue  dans  un  plan  vertical.  L'équation  des 
forces  vives, 

v-  =  '2g(z  —  a), 

ne  dépend  pas  de  la  forme  de  la  courbe  et  la  nature  du  mouvement  est 

liée  au  nombre  des  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  la  droite  i  D). 

Supposons   (|ue    la   courbe   soit  un  arc  de  cycloide  dont  l'axe  de 

symétrie  est  vertical  et  la  concavité  tournée  vers  le  haut  et  que  le 


point  M  soit  abandonné  en  .\.  sans  vitesse  initiale:  a  sera  égal  à  :„  et  la 
droite  (D)  sera  l'horizontale  de  .\.  Le  mobile  oscillera  entre  A  et  A'.  Je 
dis  que  les  oscillations  sont  ici  rigoiirnnsenient  isochrones,  c'est-à-dire 
que  leur  durée  est  indépendante  de  l'amplitude  ou  de  la  longueur  de 
lare  AA'.  Nous  avons  toujours  l'équation 


'dt 


d-s 
'IF 


riig  sinO, 


en  comptant  les  abscisses  curvilignes,  îi  partir  du  sommet  0'  de  la 
cycloide  et  positivement  vers  la  droite;  â  est  l'angle  de  la  normale  MI 
à  la  courbe  avec  l'axe  vertical  0:.  Traçons  le  cercle  générateur  de  la 
cycloïde  (§  34,  4°),  I  est  le  centre  instantané  de  rotation,  et,  dans 
le  roulement  de  ce  cercle  sur  01,  la  distribution  des  vitesses  est  la 
même  que  si  le  disque  circulaire  tournait  à  chaque  instant  autour  de  I, 

on  a  donc 

ds=  nid'j  =  lcos()dfi,  ■ 
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/  désignant  \v  diamètre  du  cercle,  et  par  suite,  en  intégrant, 

,s-  zz=  /  sin  0, 

puisque  5  et  0  sont  nuls  en  même  temps.  L'équation  du  mouvement  du 
point  M  sur  la  courbe  devient,  en  remplaçant  sinO  par  ., 

d-s       q         „ 

n 

donc  le  mouvement  est  périodique  simple,  la  période  étant  2?:  V/  -• 

EXERCICES  SUR  LE  LIVRE  II 

1.  —  D'un  point  0,  on  lance  verticalement  vers  le  haut,  avec  la 
vitesse  r^,  un  point  matériel  pesant.  Au  même  instant,  on  laisse  tomber, 
sans  vitesse  initiale,  un  point  matériel  de  même  masse,  d'un  point  0' 
situé  sur  la  verticale  de  0  à  la  distance  '^g  et  au-dessus  de  ce  point  : 
rj  désigne  le  même  nombre  que  l'accélération  due  à  la  pesanteur. 

1"  Calculer  l'époque  de  la  rencontre  des  deux  mobiles  et  déter- 
miner leur  position  à  ce  moment. 

2"  Dans  le  cas  où  la  rencontre  a  lieu  au  point  0,  on  suppose  que  les 
mobiles  continuent  leur  route  solidairement,  la  vitesse  devenant,  au 
moment  de  la  rencontre.  la  moyenne  arithmétique  des  vitesses  des 
deux  mobiles.  Tracer,  pour  chacun  des  mobiles,  le  diagramme  des 
espaces  depuis  son  départ  de  0  ou  de  0'. 

2.  —  A  l'instant  zéro,  un  point  matériel  pesant  est  lancé  d'un 
point  0.  dans  le  vide,  avec  une  vitesse  de  grandeur  y„.  située  au-dessus 
du  plan  horizontal  H  du  point  0,  avec  lequel  elle  fait  langle  aigu  a. 
Le  projectile  rencontre  de  nouveau  le  plan  H  au  point  0'. 

1°  La  valeur  r„  demeurant  la  même,  il  existe  une  seconde  trajec- 
toire issue  de  0  qui  va  passer  par  0'.  Calculer  l'intervalle  de  temps 
qui  sépare  les  arrivées  en  0'  des  deux  projectiles  supposés  partis 
simultanément  de  0. 

ÎL"  Soient  M  et  M'  les  positions  des  deux  projectiles  au  même  instant. 
Montrer  que  la  droite  MM'  conserve  une  direction  invariable  et  cal- 
culer la  distance  MM'.  Quel  serait  h;  mouvement  de  M'  par  rapport  à 
un  système  de  comparaison  entraîné  avec  le  point  M  dans  un  mouve- 
ment de  translation? 

3'  Désignons  par  T  la  durée  du  trajet  00'  sur  la  première  trajec- 
toire et  par  T'  le  temps  pendant  lequel  le  projectile  reste,  au-dessus 
du    plan    H,   à    une    hauteur   supérieure   à    la  moitié  d(^   la   hauteur 
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maximum  ;i  laquelle  il  s'élève.  Calculer  le  rapport  y  et  la  diflerence 

des  deux  valeurs  de  T'  correspondant  aux  deux  trajectoires  passant 
par  0  et  0'. 

;{.  —  Une  pièce  d'artillerie  A  a  tiré  un  projectile  qui,  après  avoir 
traversé  un  ballon  captif  B,  est  allé  tomber  en  C,  sur  le  plan  hori- 
zontal (A)  qui  contient  A,  à  la  dislance  AC  =  4  000  m.  de  la  pièce. 
En  appelant  P  la  projection  de  H  sur  le  plan  (H),  on  a  constaté  que 
Al»  =  2 000  m.  et  PB  =  1  000  m. 

1"  On  demande  l'angle  sous  lequel  la  pièce  a  tiré  et  la  valeur  v  de  la 
vitesse  initiale  du  projectile. 

2°  Quelle  était  la  vitesse  du  projectile  quand  il  a  traversé  le  ballon? 

3"  La  nacelle  du  ballon  détruit  tombe  verticalement;  trouver  sa 
vitesse  quand  elle  arrive  en  P.  La  comparer  à  la  vitesse  précédente. 

On  néglige  la  résistance  de  lair  et  celle  que  le  ballon  a  pu  oilrir. 

4.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oj/,  0::  et  un  point 
matériel  M.  Soient  A  et  B  les  pieds  des  perpendiculaires  MA  et  MB 
abaissées  du  point  M  respectivement  sur  (Jx  et  Oy.  Le  point  M  est 
soumis  à  l'action  de  deux  forces  P  et  Q.  La  force  P  est  dirigée 
suivant  MA,  de  M  vers  A;  la  force  Q,  suivant  MB,  de  M  vers  B.  Les 
intensités  des  forces  P  et  Q  sont  données  par  les  formules 

P  =  9  ?n/.:'- .  MA ,         Q  =  16  wA- .  MB, 

où  m  désigne  la  masse  du  point  M  et  /.•  une  constante  donnée. 

1"  Étudier  le  champ  de  forces  résultant  des  forces  P  et  Q  ffonction 
de  forces,  lignes  de  forces,  surfaces  de  niveau,  travail  pour  un  dépla- 
cement donné). 

2"  Déterminer  le  mouvement  du  point  M,  supposé  libre,  soumis  à 
l'action  des  deux  seules  forces  P  et  0,  et  partant  de  l'origine  0  avec 
une  vitesse  initiale  donnée.  Ce  mouvement  est-il  périodique? 

3°  On  suppose  en  second  lieu  que  le  point  M  est  assujetti  à  rester, 
en  y  glissant  sans  frottement,  sur  la  circonférence  (C)  de  rayon  R 
ayant  pour  équations  paramétriques 

Dr  3R  B\7        , 

ar=:RsinO,         v  ^ -y- cosO,         :  =  — ^cosO. 

Déterminer  le  mouvement  du  point  M  lancé  d'un  point  de  la  circon- 
férence (C)  avec  une  vitesse  initiale  donnée.  Calculer  la  réaction  de 
la  circonférence. 

o.  —  Un  point  matériel  pesant,  de  masse  ?n,  se  meut  dans  un  milieu 
q  ui   oppose  une  résistance  représentée  à  chaque  instant  t   par  un 
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vecleur  porte  par  la  tangcnle  à  la  trajectoire,  de  sens  contraire  à  celui 
du  vecleur  vitesse  et  dont  la  grandeur  est  égale  à  kvi\,  V  désignant 
la  grandeur  de  la  vitesse  et  k  un  coefficient  positif  constant. 

\  rinstant  zéro,  le  mobile  est  lancé  d'un  i)oinl  0  avec  une  vitesse 
de  grandeur  V„  faisant  Tangle  a  avec  un  plan  horizontal. 

1"  Déterminer  la  position  M  du  mobile  à  l'instant  /.  Construire  la 
trajectoire  et  son  asymptote  D.  Feut-on  choisir  les  valeurs  de  V, 
et  de  a  de  façon  que  la  projection  orthogonale  du  point  M  sur  une 
verticale  se  déplace  d'un  mouvement  uniforme. 

-2"  La  tangente  en  M  à  la  trajectoire  rencontre  la  droite  1)  au  point  T. 
Montrer  que  la  grandeur  V  de  la  vitesse  au  point  M  est  égale  à  /i.MT. 

3"  On  suppose  que  le  point  matériel  soit  lancé  verticalement  vers  le 

haut  et  que  V^  soit  égal  à  x»  y  désignant  l'accélération  due  à  la  pesan- 
teur. Calculer  je  rapport  du  travail  de  la  résistance  du  milieu  à  celui 
de  la  pesanteur,  lorsque  le  mobile  va  du  point  0  au  point  le  plus 
élevé  de  sa  trajectoire. 

6.  —  Un  point  matériel  M,  de  masse  m,  est  rapporté  à  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  Ox»/:.  Ce  point  est  attiré  par  un  centre  P 
et  l'intensité  de  la  force  attractive  est  égale  à  orm  x  MP,  oj  désignant 
une  constante  et  MP,  la  distance  du  point  M  au  centre  P.  Le  centre 
attractif  P  se  déplace  sur  l'axe  0:  et  sa  cote,  à  l'instant  t,  est  égale  à  al, 
a  désignant  une  constante. 

Déterminer  le  mouvement  du  point  M,  définir  la  trajectoire  et 
Ihodographe,  avec  les  conditions  initiales  suivantes  : 

1"  Au  temps  /^O,  le  point  .M  est  lancé  du  point  iM,j  |  — ,  0,  0  j  avec 

une  vitesse  dont  les  composantes  sont  (0,  0,  2a). 

2°  .Vu  temps  /=0.  le  point  M  est  lancé  de  .M„  avec  une  vitesse  dont 
les  composantes  sont  (U,-  a,  0). 

7.  —  Étudier  le  mouvement  d'un  point  pesant,  de  poids  P,  lancé 
vers  le  haut  suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  incliné 
qui  fait  avec  le  plan  horizontal  l'angle  a;  ce  point  part  de  la  position 
initiale  0  avec  la  vitesse  i\  et  il  subit,  de  la  part  du  plan,  une  résistance 
due  au  frottement,  dont  le  coefficient  est  /. 

Examiner  les  cas  particuliers  : 

1"  a  =  45%        /'=0,o 
2»  a  =  30°,         f=i. 

H.  —  Un  plan  incliné,  faisant  l'angle  a  avec  la  verticale,  porte  à  sa 
partie  supérieure  une  poulie  très  petite  0  dont  le  plan  passe  par  la 
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ligne  de  penlf^  OA  du  plan  incliné.  Dans  le  plan  verlical  AOIi.  un  fil 
llexible  et  inextcnsiMc,  de  masse  nt'-gligealile,  passe  sur  l;i  poulii'  et 
porte  à  ses  extrémités  deux  pnints  j)esants  .M  et  M',  de  même  masse. 
Le  point  M  repose  sur  le  plan  incliné  supposé  rugueux;  le  coefficient 
de  frottement  est  /'=tg:i.  Le  point  M'  est  au  bout  du  brin  OM'  qui 
pend  librement  devant  la  paroi  verticale  OB.  A  l'instant  initial,  les 
points  M  et  .M'  sont  abandoimés  sans  vitesse  initiale  et  le  lil  est 
tendu. 

étudier  les  mouvements  des  points  M  et  M'. 

9.  —  Dons  points  pesants  M.  M',  de  poids  p,  ;/,  sont  attachés  aux 
deux  extrémités  d'un  fil  inextensible.  Le  point  .M'  repose  sur  un  plan 
horizontal  (II);  ce  plan  est  percé  d'un  trou  où  passe  le  lil  de  façon  à 
laisser  pendre  un  brin  au  bout  duquel  est  suspendu  le  point  M.  L'n 
frottement,  de  coeflicient  /",  est  exercé  par  le  plan  sur  le  point  M'. 

1"  Quelle  est  la  valeur  que  )>  ne  doit  pas  dépasser  pour  que  le  frotte- 
ment maintienne  M'  en  équilibre. 

2"  On  suppose  le  lil  tendu  horizontalement  et  le  point  M  abandonné 
sans  vitesse  initiale;  dans  lliypotlièse  où  le  point  M'  est  toujours  fixe, 
calculer  la  vitesse  de  M  et  la  réaction  du  fil  en  tVmction  de  la  distance 
de  M  au  plan  (H).  On  en  conclura  la  condition  pour  que  le  mouvement 
pendulaire  du  point  .M  ne  trouble  par  l'immobilité  du  point  M'.  On 
admettra  que  la  réaction  du  lil,  variable  avec  le  temps,  est  la  même  à 
ses  deux  extrémités. 

-10.  —  Un  point  matériel  pesant  .M  est  aJmndonné  sans  vitess;'  ini- 
tiale en  un  point  O  d'un  plan  incliné  rugueux.  Le  coefficient  de  frotte- 
ment est  variable  et  sa  valeur,  en  chaque  point  du  plan,  est  égale  au 
quotient,  par  la  constante  /.,  de  la  distance  de  ce  point  à  une  hori- 
zontale fixe  (H    du  plan. 

1"  Dans  quelle  région  (K)  du  plan  doit  être  placé  le  point  0  pour  que 
le  point  .M  se  mette  en  riiouvement? 

2"  Trouver  le  mouvement  du  point  M  loi-sque  sa  position  initiale  est 
sur  la  droite  (H). 

3"  Étudier  le  mouvement  du  point  M  lorsque  sa  position  initiale  0 
est  située,  dans  la  région  (R),  au-dessous  de  i  H). 

11.  —  Sur  une  ligne  de  pente  d'un  plan  incliné  rugueux  de  pente  f^, 
on  place,  sans  vitesse,  à  l'époque  zéro,  deux  points  matériels  pesants  de 
même  masse.  M  et  M';  les  points  M  et  M  sont  réunis  par  un  fil  tendu, 
inextensible  et  de  masse  négligeable,  et  le  point  M'  est  au-dessus  de  M. 
Les  coeflicients  de  frottement.de  M  et  M'  sur  le  plan  sont  f  ei  f  :  /"est 
inférieur  à  f. 


416  .  EXERCICES    SLR    LE   LIVRE   11 

Kludier  les  dilVerenles  circonstances  qui  peuvent  se  présenter  suivant 
la  valeur  de  /p. 

On  admet  que,  lorsqu'un  til  de  niasse  négligeable  est  tendu,  la  ten- 
sion est  la  même  en  chacun  de  ses  points. 

12.  —  l'n  fil  élastique  est  fixé  à  une  extréinilc,  «n  U,  et  pend  vertica- 
lement. A  son  autre  extrémité  M  est  attaché  un  point  matériel,  de 
masse  m.  qui  porte  un  til  élastique  identique,  à  lextréniité  M'  duquel 
est  un  point  matériel  de  même  masse  m.  Trouver  la  longueur  de  chaque 
fil  au  moment  de  l'équilibre.  Cas  de  p  fils  égaux. 

La  tension  d'un  fil  élastique  tendu  de  longueur  .r  est  k{Ji-  —  /),  /  dési- 
gnant la  longueur  naturelle  du  fil  et  A-  un  coellicient  numérique 
constant. 

1."}.  —  In  pendule  suspendu  au  plafond  d'un  wagon  de  chemin  de 
fer  fait  langle  a  avec  la  verticale.  Quelle  est  l'accélération  du  train 
supposé  se  mouvoir  d'un  mouvement  de  translation  rectiligne? 

l't.  _  Trois  fils  égaux  de  longueur  AM,  >1M  .  M  P..  inextensibles  et 
de  masses  négligeables  sont  reliés  en  M  et  M  et  portent  en  ces  points 
deux  poids  égaux  de  grandeur  P.  L'extrémité  A  du  premier  fil  et 
l'extrémité  B  du  dernier  sont  fixés  à  deux  clous  A  et  B  situés  sur  une 
horizontale  et  à  la  distance  îLo.  l'un  de  l'autre.  Trouver  les  tensions  des 
fils  quand  le  système  est  en  équilibre. 

15.  —  Un  point  pesant  M,  de  masse  m,  est  placé  sur  une  table  hori- 
zontale rugueuse;  le  coefficient  de  frottement  est  /'.  Ce  point  est  attiré 
proportionnellement  à  la  dislance  par  un  point  fixe  0  de  la  table.  On 
le  lance  d'une  position  M,,  de  la  table  avec  une  vitesse  dont  la  direction 
passe  par  ().  Étudier  le  mouvement. 

16.  —  Un  fil  élastique  est  fixé  à  une  extrémité,  en  0,  et  porte  à  l'autre 
extrémité  une  petite  boule  pesante  de  masse  m.  On  amène  cette  boule 
au  point  ()  et  on  l'abandonne  sans  vitesse  initiale.  Étudier  le  mouve- 
ment en  négligeant  la  masse  du  iil. 

17.  —  Trois  points  matériels  pesants  A,  O,  B,  de  même  masse  in, 
sont  réunis  par  deux  fils  élastiques  identiques  (>.\  et  UB.  La  longueur 
naturelle  de  chaqu<î  fil  est  l  et  Ton  admet  que,  lorsciue  ce  fil  est  tendu 
et  a  la  longueur  x,  la  tension  est  égale  à  k(:r  —  /).  k  désignant  un 
coefficient  numérique  constant. 

On  place  ces  points  en  ligne  droite.  0  situé  entre  \  et  B,  sur  une 
table  rugueuse  horizontale,  après  avoir  tendu  chaque  fil,  OA  et  OB 
ayant  la  mi'me  longueur,  et  on  les  abandonne  sans  vitesse  initiale. 

l''  Quelle  doit  être  la  valeur  /'du  coefficient  de  frottement,  supposé 
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If  mt''iiie  puiir  les  trois  points,  pour  que  le  système  reste  en  équilibre 
tant  qu<'  la  longueur  AB  ne  dépasse  pas  lil. 

2°  Le  coeflicient  de  froltemenl  ayant  celle  valeur  f.  on  place  les 
points  comme  précédemment,  en  donnant  à  AH  la  longueur  M.  étudier 
les  mouvements  des  points  A  et  B. 

IS.  —  L'n  point  pesant  1*.  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  hélice  «-ir- 
culaire  d'axe  vertical,  part  sans  vitesse  d'une  position  A,  située  à  la 
cote  a  au-dessus  du  sol.  On  demande  le  temps  /,  quil  mettra  pour 
atteindre  le  sol  et  la  vitesse  i\  à  l'instant  où  il  y  arrive.  On  appellera 
r  le  rayon  du  cercle  de  base  de  l'hélice  et  h  son  pas. 

En  même  temps  que  le  point  P  quitte  la  position  A,  on  lance  un 
second  point  pesant  Q,  verticalement  à  partir  du  sol,  avec  une  vitesse 
initiale  ascendante  Uo  telle  que  ce  mobile  Q  retombe  après  avoir 
atteint  la  hauteur  a.  Avec  quelle  vitesse  le  point  Q  reviendra-t-il  au  sol? 
Quelle  relation  y  a-t-il  entre  v^  et  v^'?  Dans  quelles  conditions  les 
mobiles  P  et  Q  arriveront-ils  au  sol  en  même  temps?  Montrer  que  cela 
ne  dépend  que  de  la  forme  de  l'hélice.  Quel  est,  dans  ce  cas,  l'angle 
sous  lequel  l'hélice  coupe  les  génératrices  du  cylindre  circulaire  sur 
lequel  elle  est  tracée? 

19.  —  Vtï  fil  élastique,  dont  la  longueur  naturelle  est  /,  est  fixé  en 
un  point  \  par  une  extrémité  et  vient  passer  à  travers  un  petit  anneau 
horizontal  fixe  B,  de  dimensions  négligeables.  La  distance  .\B  est  égale 
à  /.  A  l'autre  extrémité  du  fil  est  attaché  un  point  matériel  pesant  M. 
La  masse  du  fil  est  négligeable  et  l'intensité  de  la  force  exercée  sur  le 
point  matériel  par  la  tension  du  fil  est  égale  à  A., MB.  k  désignant  un 
coefficient  numérique  positif  constant.  Lorsque  le  système  est  en  équi- 
libre, le  point  M  occupe  une  position  0,  telle  que  B0=:2/. 

1"  Démontrer  que,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M,  la  résul- 
tante des  forces  qui  agissent  sur  lui  passe  par  un  point  fixe. 

2°  On  place  M  en  un  point  M^  et  on  l'abandonne  sans  vitesse  initiale. 
Étudier  le  mouvement  de  M  dans  les  deux  hypothèses  suivantes  :  M,, 
est  sur  la  droite  BO,  au-dessous  de  0  et  BM^=  3/,  ou  bien  .AI,,  est  dans  le 
plan  horizontal  de  0. 

3"  On  lance  M  d'un  point  M„  du  plan  ABO  avec  une  vitesse  initiale 
normale  à  ce  plan  et  de  grandeur  v^.  Étudier  le  mouvement. 

La  valeur  v^  restant  fixe,  où  doit  être  placé  M^  pour  que  la  trajectoire 
"de  M  soit  un  cercle? 

20.  —  Un  petit  anneau  de  poids  négligeable  est  mobile  sur  une 
ellipse  réalisée  matériellement.  L'ellipse  est  rugueuse  et  le  coefficient 
de  frottement  est  f.  Le  point  est  attiré  par  les  foyers  de  l'ellipse  pro- 
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porlionnellemenl  à  la  distance,  le  fadeur  de  proporlioniialilé  étant  le 
même  pour  les  deux  foyers.  Trouver  les  positions  d'équilibre. 

il.  —  Une  fronde  est  formée  par  une  pierre  et  un  (il  au  l.t»ut  dutiuel 
ci'l-te  pierre  est  lixée.  Le  fil  a  oO  centimètres  de  long  et  fait  .">  tours 
par  seconde.  Lùclier  ce  lil  de  manière  que  la  porlée  soit  maximum. 

2:2.  —  Un  pendule  est  réalisé  par  un  point  pesant  M.  de  poids  p, 
attaché  à  rextrémité  d'un  111  inextensible  OM  dont  l'autre  extrémité  0 
est  fixe;  la  longueur  du  lil  est  désignée  par  /.  Le  til  étant  tendu  horizon- 
talement, on  lance  le  point  M  avec  la  vitesse  verticale  r„.  dirigée  vers 
le  haut. 

1"  Appliquer  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  du  point  M  ; 
calculer  la  réaction  T  du  fil  et  dire  si  le  mouvement  sera  révolutif  ou 
oscillatoire. 

2"  Au  cas  où  le  lil  cesserait  d'être  tendu,  quel  mouvement  prendra  le 
point  M?  Écrire  les  équations  finies  de  ce  mouvement.  Dire  si  le  mobile 
pourra,  au  cours  de  ce  mouvement,  venir  tomber  au  point  0  et  quelle 
valeur  doit  avoir  vl  pour  que  celle  circonstance  se  produise. 

On  pourra  introduire  dans  les  calculs  l'angle  a  que  l'ait  le  til  avec  la 
verticale  ascendante  au  moment  où  le  fil  cesse  d'être  tendu  et  établir 
la  relation  existant  entre  y.  et  les  données  t'    et  l. 
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CONDITIONS   NÉCESSAIRES   DE   L'ÉQUILIBRE 


72.  But  de  la  statique.  —  La  statique  a  pour  but  l'étude  des  coédi- 
tions d  équilibre  des  corps.  Elle  comprend  la  staliffue  (Ju  point  walérïel 
et  la  sta'ique  des  systèmes  de  points  matériels.  Celle  dernière  se  divise 
en  deux  parties  :  statique  dit  corps  solidr  et  statique  de^  corps  défor- 
miihles.  En  réalité,  aucun  corps  n'étant  parfaitement  solide,  la  statique 
du  corps  solide  n'est  qu'une  première  approximalion  de  l'élude  de 
l'équilibre  des  corps  réels. 

Un  dit  qu'un  système  de  points  est  en  équiHhy-e  absolu  lorsque 
chacun  de  ses  points  est  en  équilibre  par  rapport  au  système  des  axes 
tixes.  Nous  prendrons  le  plus  souvent  des  axes  liés  à  la  terre  :  un 
sy.<-tème  de  points  sera  dit  en  équilibre  rplatif  par  rapport  à  la  terre, 
ou  plus  brièvement,  en  équilibre,  s'il  est  immobile  par  rapport  à  ces 
axes. 

Nous  avons  vu  au  paragraphe  40  que  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  de  l'équilibre  absolu  d'un  point  matériel  est  que  la  somme 
géométrique  des  forces  agissant  sur  lui  soit  nulle,  et  nous  avons 
montré  au  paragraphe  41  que  la  condition  demeurait  sensiblement  la 
laème  pour  l'équilibre  relatif  par  rapport  à  la  terre. 

Il  est  évident  qu'un  système  do  points  est  en  équilibre  lorsque 
chacun  d'eux  est  en  équilibre.  Donc,  pour  qu'un  système  de  points 
soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que,  pour  chacun  des  points,  la 
somme  géométrique  des  forces  qui  agissent  sur  lui  soit  nulle. 
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73.  Forces  extérieures.  Forces  intérieures.  —  Considérons  un 
syslème  de  /;  points  maluriols,  M,,  .M^,  . .  .,  M,,.  Los  forces  qui  agissent 
sur  un  point  do  ce  syslème,  M,  par  exemple,  peuvent  être  partagées 
en  deux  groupes.  Colles  qui  sont  dues  à  l'action,  sur  le  point  M,,  de 
points  matériels  étrangers  au  système  (poids,  actions  électriques, 
magnétiques,  réactions,  etc.)  :  nous  les  appellerons  les  forces  exté- 
rieures agissant  sur  M,.  Celles  qui  sont  dues  aux  actions  sur  le  point  M, 
des  (»  —  1)  autres  points  du  système,  M^,  M^,  ...,  M„  :  nous' les 
appellerons  les  forces  intérieures  agissant  sur  M,. 

Les  forces  extérieures  sont  les  forces  dues  aux  actions^  sur  les  points  du 
système,  de  points  matériels  étrangers  à  ce  système. 
Les  forces  ixilérieures  sont  les  actions  mutuelles  des  points  du  syslème. 

Par  exemple,  dans  un  liquide,  les  forces  intérieures  sont  les  actions 
des  molécules  d'eau  prises  doux  à  deux;  dans  un  solide,  ce  sont  les 
actions  des  molécules  solides  prises  deux  à  deux,  actions  qui  main- 
tiennent l'invariabilité  de  la  dislance  de  ces  molécules. 

D'après  le  principe  de  l'action  et  de  la  réaction,  les  forces  intérieures 
sont  deux  à  deux  directement  opposées  :  si  on  les  représente  par  des 
vecteurs,  la  résultante  générale  du  système  de  vecteurs  obtenu  est 
nulle  et  le  moment  résultant  de  ce  système  est  partout  nul.  Donc  : 

Le  système  des  vecteurs  forces  intérieures  est  équivalent  à  zéro. 

Les  forces  extérieures  peuvent  être  mesurées  expérimentalement, 
les  forces  intérieures  échappent  aux  déterminations  expérimentales: 
c'est  pourquoi  il  est  utile  d'obtenir  des  conditions  d'équilibre  qui  ne 
fassent  pas  intervenir  les  forces  intérieures. 

74.  Conditions  nécessaires  de  l'équilibre.  —  Considérons  un  système 
de  ?!  points  matériels  en  équilibre  et  désignons  par  (S  )  le  système  des 
vecteurs  forces  extérieures,  par  (S,)  le  système,  équivalent  à  zéro,  des 
vecteurs  forces  intérieures,  et  par  (S)  le  système  de  tous  les  vecteurs 
forces,  tant  intérieures  qu'extérieures,  agissant  sur  tous  les  points. 

Le  système  (S)  est  équivalent  à  zéro  puisqu'il  est  formé  par  la  réu- 
nion de  n  systèmes  équivalents  à  zéro  :  ce  sont  les  systèmes  formés 
par  les  forces  qui  agissent  sur  chaque  point  matériel. 

D'autre  part,  le  système  (S,)  étant  équivalent  à  zéro,  le  système  (Se), 
qui  s'obtient  en  supprimant  d'un  syslème  (S)  équivalent  à  zéro,  un 
autre  système  (S,)  équivalent  à  zéro,  est  lui-même  équivalent  à  zéro. 
Donc  : 

Pour  quun  système  de  points  matériels  soit  en  équilibre,  il  est  néces- 
saire que  les  forces  extérieures  forment  un  système  de  vecteurs  équivalent 
à  zéro. 
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Le  tiléorèmo  précédent  énonce  une  condition  d'équililtre  universelle, 

«•n  ce  sens  qu'elle  est  applicable  à  un  syslèmL'  quelconque  de  points 

inalériels.   L'expression  analytique  de  celle  condition  donne  les  six 

coitdilions  né'i'ssuires  de  Vi-quilibn'. 

Soient,  en  elVel,  X,  Y,  Z,  I>,  M,  N,  les  composanles  de  la  résullanle 
->  — V 

générale  OR  et  le  mornenl  résullanl  OG  du  système  (Sj,  pris  à  l'origine 

des  coordonnées.  Les  vecteurs  OR  et  OG  devant  être  nuls,  t)ii  a  les  six 

équations 

X  =  U,         L=0, 

Y  =  0,         -M  =  0, 

Z  =  0,         N  =  0. 

E.vempl^:s.  —  Considérons  de  l'eau  dans  un  verre  placé  sur  une  table; 
le  système  de  points  matériels  formé  par  l'eau  est  en  équilibre;  les 
forces  extérieures  sont  :  les  poids  des  particules  deau,  les  réactions 
des  parois  du  verre,  les  actions  de  lair  sur  la  surface  libre.  Le  système 
de  toutes  ces  forces  est  équivalent  à  zéro. 

Soit  encore  le  système  de  points  matériels  formé  par  le  verre;  les 
forces  extérieures  sont  :  les  poids  des  particules  du  verre,  les  réactions 
de  l'eau  sur  les  parois  qu'elle  touche,  les  actions  de  l'air  sur  les  parois 
qu'il  touche,  les  actions  de  la  table  sur  la  portion  de  paroi  qu'elle 
touche.  Le  système  de  toutes  ces  forces  est  équivalent  à  zéro. 

Soit  entin  le  système  formé  par  le  verre  et  l'eau;  les  forces  exté- 
rieures sont  :  les  poids  des  particules  de  verre  et  des  particules  d'eau, 
les  actions  de  l'air,  les  réactions  de  la  table.  Les  actions  et  les  réac- 
tions de  l'eau  et  de  la  paroi  intérieure  du  verre  sont  ici  des  forces 
intérieures. 

Remarque.  —  La  condition  nécessaire  précédente,  que  nous  appel- 
lerons la  condition  universelle  d'équilibre,  n'est  pas  toujours  suffisante; 
par  exemple,  appliquons  aux  extrémités  d'un  fil  élastique  rectiligne 
deux  forces  directement  opposées  et  tirant  sur  le  fil;  elles  forment  un 
système  équivalent  à  zéro,  mais  le  fil  n'est  pas  en  équilibre,  il  s'allonge. 

Nous  verrons,  au  chapitre  suivant,  que  la  condition  générale  de 
l'équilibre  est  suffisante  dans  le  cas  d'un  corps  solide. 

75.  Fractionnement  d'un  système  de  points  matériels.  —  Considé- 
rons un  système  de  n  points  matériels  en  équilibre.  Si  nous  prenons  le 
sysième  formé  par  ;;  de  ces  points,  ce  système  sera  aussi  en  équilibre, 
et  le  système  des  forces  extérieures  appliquées  à  ces  p  points  sera 
équivalent  à  zéro.  Il  importe  de  remarquer  que  les  actions,  sur  lès /> 
points  considérés,  des  n  —  p  points  restants  du  système  sont  mainte- 
nant des  forces  extérieures. 
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DaDS  l'exemple  du  système  formé  par  un  viire  empli  d'eau  et  posé 
sur  une  table,  on  peul  considérer  séparément  le  système  formé  par 
l'eau  :  les  pressions  exercées  sur  l'eau  par  les  parois  du  vase  sont  alors 
des  forces  extérieures. 

Lorsqu'on  partage  un- système  en  systèmes  partiels,  on  obtient  de 
•  nouvelles  conditions  d'équilibre  toutes  nécessaires.  Si  elles  sont 
remplies  pour  tous  les  fractionnements  possibles,  le  système  est  évi- 
demment en  équilibre  puisqu'on  peul.  en  particulier,  prendre  le 
système  formé  par  un  point  quelconque  du  système. 

Quand  un  corps  est  fo;mé  par  la  réunion  de  plusieurs  pièces  ou 
organes,  il  est  souvent  commode  d'appliquer  la  «ondition  d'équilibr»-  à 
chacun  des  organes.  On  peul  ainsi  souvent  déterminer  les  actions 
mutuelles  de  ces  organes. 

Le  fractionnement  permet  aussi  de  préciser  les  actions  intt'rieures 
d'un  système.  Considérons,  par  exemple,  un  fil  tendu,  de  masse  négli- 
gea.ble.,  et  en  équilibre  sous  l'action  de  deux  forces  d'intensité  P  direc- 
tement opposées,  appliquées  aux  extrémités  .\  et  B  du  fil.  Soit  M  un 
point  du  iil,  et  considérons  la  portion  AM  du  lil  :  elle  est  en  équilit»r..'. 

Les  forces  extérieures  sont  la  force  P  appliquée  en  A  et  les  actions  sur 
AM  de  la  partit^  MB  du  fil.  Ces  actions,  toutes  dirigées  suivant  \H, 

forment  avec  P  un  système  équivalent  à  zéro;  on  peut  les  remplacer 

par  une  force  T  directement  opposée  à  P  et  appliquée  en  M.  Cette. 

force  T  est  la  tension  du  fil.  On  voit  que,  en  deux  points  quelconques 
du  til,  les  tensions  sont  des  forces  égales. 
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ÉQUILIBRE    DU    CORPS    SOLIDE 


76.  Réduction  d'un  système  de  forces.  —  Consiiiùrons  un  corps 
solide  soumis  à  des  forces  cxlrrieurus  formant  un  système  (S)  :  l'aire 
la  réduction  de  ce  système,  c'est  le  remplacer  par  un  autre  système 
(S)  plus  simple  c"esl-à-dire  comprenant  moins  de  forces,  ou  plus 
commode, Çde  manière  que  l'équililire  ne  soit  pas  troublé  ou  que  le 
mouvement  du  corps  ne  soit  pas  modilié.  C'est  ce  que  l'on  exprime  en 
disant  que  cette  réduction  ne  change  pas  l'état  du  corps. 

77.  Forces  directement  opposées.  Principe.  —  l'our  faire  la  réduction, 
nous  nous  appuierons  sur  le  principe  suivant  étiihli  par  l'expérience  et 
par  la  vérilicalion  des  conséquences  qu'on  en  lire. 

l'rincipc.  —  On  peut,  sans  rhanip'f  l'i'lai  cCnn  rorp^  aolidc,  introduire 
ou  supprimer  deux  forces  direcleincnt  ojipa- 
sées. 

Conséquence  I.  — On  peut,  sans  changer 
rélal  d'un  corps  solide,  transporter  une 
force  le  long  de  sa  ligne  d'action.  Suppo- 
sons qu'une  force  F  ail  son  point  d'appli- 
cali(m  en  A  ;  je  dis  qu'on  peut  la  remplacer 

—V 

par  une  force  égale  F'  dont  le  point 
d'application  B  est  sur  sa  ligne  d'action. 
On  peut  en  efTel,  sans  changer  l'état  du 
corps,   ajouter     les     forces     directement 

opposées  F'  et  F,  dont  le  point  d'applica- 
tion commun  est  B.  Les  forces  F  et  Fj  sont  directement  opposées;  on 

—V 

pcMt  les  supprimer  sans  changer  I  état  du  corps.   Il  reste  la  force  F' 
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Appelons  «  opération  I  »  l'adjonclion  ou  la  suppression  de  deux  forces 
directement  opposées  et  «  opération  I'  »  le  transport  d'une  force  le 
long  de  sa  ligne  d'action.  L'opération  I'  équivaut  à  deux  opérations  I. 

Conséquence  IL  —  Supposons  que  plusieurs  forces  agissant  sur  le 
solide  aient  des  lignes  d'action  qui  concourent  en  un  point  0  intérieur 
au  corps.  On  peut,  par  l'opération  I ,  les  transporter  i^n  0.  Leur  action 
sur  le  point  matériel  O  n'est  pas  moditîée  si  on  les  remplace  par  leur 
somme  géométrique.  Inversement,  on  peut  remplacer  une  force 
agissant  en  0  par  plusieurs  forces  dont  les  lignes  d'action  concourent 
au  point  0.  L'état  du  corps  n'est  pas  moditié.  Nous  appellerons 
«  opération  H  »  la  substitution,  à  plusieurs  forces  concourantes,  do 
leur  somme  géométrique  ou  la  substitution  d'une  force  unique  à 
plusieurs  forces  concourant  en  son  point  d'application.  L'opération  II 
ne  modifie  pas  l'état  du  corps  solide. 

Nous  avons  supposé,  dans  le  raisonnement,  que  le  point  U  fait  partie 
du  corps  solide.  S'il  était  à  l'extérieur,  on  devrait  supposer  qu'il  est 
relié  au  solide  par  une  armature  rigide  à  laquelle  aucune  force  exté- 
rieure n'est  appliquée,  donc,  en  particulier,  de  poids  négligeable. 

78.  Opérations  élémentaires.  —  Les  opérations  I,  I',  II  portent  le 
nom  d'opcniiiiin.s  élémeniaires.  Un  peut  répéter  chacune  d'elles  un 
certain  nombre  de  fois  sans  que  l'état  du  solide  soit  modifié. 

Nous  allons  montrer  comment,  par  l'application  répétée  des  opéra- 
tions élémentaires,  on  peut  remplacer  tout  système  (S)  de  forces 
agissant  sur  un  solide,  d'abord  par  trois  forces,  puis  par  deux  forces. 


79.   Réduction 


à    trois   forces.    —  Soient   0,   A,    B,    trois   points 

__^  quelconques   appartenant  au 

solide.     Nous     remplacerons 

chaque  force  F  du  système  (S) 
par  trois  forces  passant  res- 
pectivement   par    0,    A,    B. 

B  Supposons  d'abord  que  F  ne 
soit  pas  dans  le  plan  U,  A,  B. 
En  utilisant  au  besoin  l'opé- 
ration r.  nous  pouvons 
admettre  que  son  point  d'ap- 
plication M  est  extérieur  à  ce 
plan;  les  droites  MO,  MA.  MB 

forment  un  trièdre.  Par  l'opération  II,  nous  pouvons  remplacer  F  par 

trois  forces  /',,  [.,,  /j,  dirigées  suivant  les  arêtes  du  trièdre  et  dont  F  est 


fs 
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la  somme  géométrique.  La  force  /",  sera  appliquée  en  (),  la  force  /j  sera 

appliquée  en  A,  et  la  force  /'^  sera  appliquée  en  B.  Si  la  force  F  est  dans 
le  plan  OAB,  nous  joindrons  MA  et  MB  et  la  remfilacerons  par  deux 

forces  l'y  t\  appliquées  en  A  et  B;  ici,  /",  sera  nulle. 

En  répétant  cette  série  d'opérations  pour  chacune  des»  forces  qui 

furnienl  le  système  (S),  nous  obtiendrons  n  forces  f^  appliquées  en  (), 
n  forces  f\  appliquées  en  A,  n  forces  [^  appliquées  en  B. 

Par  Topération  il,  nous  remplacerons  les  n  forces  /',  par  leur  résul- 
tante R,  les  n  forces  f^  par  leur  résultante  P,  les  n  forces  /j  par  leur 

résultante  Q.  Le  système  des  trois  forces  P,  (J.  H  pourra  être  substitué 
au  système  (S-,  sans  que  l'état  du  corps  soit  modifié,  puisqu'on  est 
passé  de  ce  système  à  celui  des  trois  forces  par  l'application  répétée 
d'opérations  élémentaires. 

Le  choix  des  trois  points  0,  A,  B  est  arbitraire  pourvu  qu'ils 
déterminent  un  plan.  Donc  : 

On  peut  remplacer  un  système  de  forces  agissant  sur  un  corps  solide 
par  trois  forces,  appliquées  en  trois  points  arbitraires  du  corps  non  situés 
en  ligne  droite. 

80.  Réduction  à  deux  forces.  —  Supposons  donc  le  système  réduit 
'fi 


aux  trois  forces,  P,  Q.  Fi,  appliquée^  respectivement  aux  p  )ints  A,  B,  0. 
Les  plas  déterminés  par  0  et  P  d'une  part,  par  0  et  Q  d'autre  part, 
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ont  au  moins  une  droite  commune  A  puisque  le  poinl  0  leur  «"^t 
commun.  Soit  i2  un  point  arbitrairement  cijoisi  sur  A. 

Par  l'opération  II,  on  peut  remplacer  P  par  deux  forces  P,  et  P., 
dirigées  suivant  AO  et  Ai>,  dont  P  est  la  sioiime.  De  la  même  manière, 
on  peut  remplacer  Q,  par  une  force  Q,  passant  en  0  et  une  force  O2 
passant  en  LJ.  Il  nous  reste  actuellement  trois  forces  R,  Pp  Q,,  concou- 
rant en  0  et  deux  forces,  P,,  Q_,  concourant  en  û.  Par  l'opération  11, 
on  peut  remplacer  les  forces  R,  P,,  Q,,  par  leur  somme  F  appliquée  au 

point  de  concours  0  et  les  forces  P^,  Q,  par  leur  ?omme  <!•  af'pliquéf  au 
point  de  concours  il.  Donc  : 

On  peut  remplacer  un  système  de  forces  atjissant  sur  un  corjis  solide 
par  deux  forces,  le  point  d'application  dr  l'une  d^elles  étant  urbitr,,ire- 
inent  choisi  dans  le  corps. 

Ainsi,  ({uelque  grand  que  soit  le  nombre  des  forces  qui  agissent  sur 
un  corps  solide,  on  peut  toujours  leur  substituer  deux  forces  conve- 
nablement choisies,  sans  que  l'état  du  corps  soit  modifié. 

81.  TiîiORÈJiE.  —  Les  opérations  élémentaires  la'issent  invariables- la 
résultante  générale  et  le  moment  résultant. 

En  d'autres  termes,  lorsqu'on  applique  à  un  système  (S)  un  certain 
nombre  d'opérations  élémentaires,  on  obtient  un  système  (S)  qui  a 
même  résultante  générale  el,  par  rapport  à  un  point  quelconque  de 
l'espace,  même  moment  résultant  que  le  système  (S). 

Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  faire  voir  que  l'opération  I  et  lopé- 
tion  II  n'allèrent  ni  la  résultante,  ni  le  moment  résultant,  car  l'opéra- 
tion r  résulte  de  deux  opérations  I. 

Soient  OR  la  résultante  générale  el  OG,  le  moment  résultant,  au 

point  0,  du  système  (S).  Le  vecteur  OR  est  la  somme  géométrique  des 

vecteurs    OF,',  QK,   ...,  OF^,,  égaux   aux    vecteurs   F,,   F, !'„. 

L'addition  ou  la  suppression  de  deux  vecteurs  dont  la  somme  est  nulle 

ne  change  pas  OR,  puisqu'on  peut  remplacer,  dans  une  somme 
géométrique,  deux  vecteurs  par  leur  somme.  Ici,  cette  somme  est  zéro. 

De  même,  le  vecteur  OG  est  la  somme  des  vecteurs  0(j,,  0G.„  . . . ,  0G„. 

—y    —y  -V 

moments   de   F,,    F^,    ...,    F„,   par   rapport  à   0.    L'addition   ou   la 

suppression  de  deux  vecteurs  dont  la  somme  est  nulle  ne  change  pas 

0(j,  puisque  les  moments  correspondants  sont  aussi  deux  vecteurs 

—y         —y 
dont  la  somme  est  nulle.  Donc,  l'opération  I  n'altère  ni  OR,  ni  OG. 
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F'assoiis  à  rijptM'ation  II.  Supposons  i\iio  les  v»*cleiirs  F,,  F,,  F^soionl 

^  »  — y       -—y       —  ^ 

•concouranls  et  rtMiiplarons-Ies  par  leur  souiine  F.  Alors,  OF^.  OF;^,  Ol'i 
sont  remplacés  par  leur  somme  el  nous  sav(jns  «jne  cela  n'altère  pas 

OU.    De    même,   d'après   le   théorème  établi  au    paragraphe    (iO,   les 

-V      — >      — >  — ■'- 

moments  O'j^.  Otî^,  OG.  sont  remplacés  par  leur  somme  el  U(jî  demeure 

— *■         ' — 'T 
le  même.  Donc,  ropéralion  1!  n'altère  ni  (JR,  ni  0(i. 

Kn  répétant  autant  de  fois  qu'on  le  veut  les  opérations  I,  l   et  W.  on 

modilie  le  système  (S),  mais  les  vecteurs  OK  el  00  demeurent 
invariables. 

Conséquetiee.  —  Nous  savons  que,  par  l'application  répétée  des 
opérations  élémentaires,  on  peul  remplacer  tout  système  de  forces  (S) 

par  deux  for<'es  F  et  <!•.  La  résultante  générale  el  le  moment  résultant 

du  sy^^tème  de  ces  deux  forces  sont  les  mêmes  que  pour  le  système  (S). 

En   particulier,  si   le  système  (S)   est  équivalent  à  zéro,   il  en  est  de 

— ">  — ^  . 
même  du  système  F,  «t.  La  somme  géométrique  de  ces  forces  étant 

nulle,  ces  forces  sont  opposées  el  forment  un  couple  élémentaire.  Le 
moment  résultant  est  l'axe  de  ce  couple;  comme  ce  moment  résultant 
•est  nul,  le  bras  de  levier  du  couple  est  nul  el  les  forces  sont  directe- 
ment opposées. 

82.  Équilibre  du  solide  libre.  —  Pour  qu'un  solide  soit  en  équilibre, 
il  est  nécessaire  que  le  système  (S)  des  vecteurs  forces  qui  lui  sont 
appliquées  soit  équivalent  à  zéro. 

Supposons  celle  condition  remplie;  nous  pourrons,  sans  changer 

l'état  du  corps,  remplacer  (S)  par  deux  forces  V  et  <\>  directement 
opposées.  L'expérience  montre  qu'un  solide  soumis  à  deux  forces 
direclemenl  opposées  el  placé  au  repos,  demeure  au  repos;  cela  nous 
conduit  à  admettre  le  nouveau  principe  : 

Principe.  — -  Un  solide  soumis  à  deux  forces  direclemenl  opposées  et 
placé  au  repos,  resle  en  équilibre. 

Donc,  si  le  système  (S)  est  équivalent  à  zéro,  le  solide,  placé  au 
repos,  reste  en  équilibre  :  il  demeure  au  repos. 

On  dit  aussi  que  les  forces  qui  constituent  le  système  (S)  se  font 
équilibre  sur  le  corps  solide  ou,  plus  brièvement,  que  le  système  (S) 
est  en  équilibre. 

La  condition  d'équilibre,  nécessaire  pour  tout  système  matériel,  est 
suffisante  pour  le  solide  et  l'on  peul  énoncer. le  théorènîe  suivant  : 
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Théorèmk.  —  Pour  qu'un  corps  solide  placé  au  repos  reste  en  iu/uiUhrey 
il  faut  et  il  suffît  que  le  système  des  forces  extérieures  appliquées  à  ce 
solide  soit  équivalent  à  zéro. 

Expression  analytique  de  la  condition  d'équilibre. 

Soient    \  =  ï:X.    Y  =  XY,,  Z=:ï:Z,,   les   composantes   de  OR,  et 

— > 
LrrzïL,,  M  =  ilM,,  N  = -N,,  les  composantes  (le  00,  0  étant  l'origine 

des  coordonnées  et  les  notations  étant  celles  du  paragraphe  8  et  du 

paragraphe  7  4.  Pour  que  le  système  (S)  soit  équivalent  à  zéro,  il  faut 

et  il  suffit  que 

X  =  0,         Y  =  0,         Z  =  ();         L  =  0,         M=0,      *N=0. 
Ce  sont  les  conditions  analytiques  de  l'équilibre. 

Remarque'  1.    —    Daprès    le    principe    précédent,    nous    pourrons 

supprimer  les  forces  F  et  <!•;  le  solide,  placé  au  repos,  reste  en  équi- 
libre; donc,  un  solide  qui  n'est  soumis  à  aucune  force  extérieure  et  qui 
est  placé  au  repos  reste  en  équilibre.  Le  résultat  est  le  même  que  pour 
un  point  matériel. 

Inversement  nous  pouvons  substituer  au  principe  énoncé  au  présent 
paragraphe  le  principe  suivant  :  un  solide  placé  au  repos,  qui  n'est 
soumis  à  aucune  force  extérieure,  reste  en  équilibre.  Le  principe 
énoncé  s'en  déduit  aussitôt. 

Remarque  II.  —  Comme  nous  l'avons  indiqué  au  paragraphe  9,  il 
n'existe  pas  de  solide  invariable.  La  conception  du  solide  invariable 
est  une  conception  abstraite  que,  dans  une  pre-mière  approximation, 
nous  substituons  à  celle  d'un  solide  réel  peu  déformable.  Lorsqu'un  tel 
solide  est  soumis  à  deux  forces  directement  opposées,  il  «e  déforme  un 
peu  avant  de  demeurer  immobile.  Le  système  des  forces  intérieures 
se  modifie  et,  en  chaque  point  d'application  d'une  force  extérieure, 
["équilibre  s'établit  entre  cette  force  et  les  forces  intérieures  appliquées 
à  ce  point.  Ceci  suppose  que  les  forces  extérieures  ne  soient  pas  assez 
considérables  pour  amener  la  rupture  du  corps. 

Remarque  III.  —  Supposons  que  le  système  (S),  en  équilibre  sur  un 
solide,  soit  formé  par  la  réunion  de  deux  systèmes  (S')  et  (S")  :  on  dit 

que  ces  systèmes  s'équilibrent.  Soient  OR',  OG',  la  résultante  générale 

et  le  moment  résultant  de  (S'):  OU",  OG",  les  éléments  correspondants 

pour  (S");  puisque  le  vecteur  OR,  somme  géométrique  de  OR'  et  OR", 

est  nul,  les  vecteurs  OR'  et  OR"  sont  directement  opposés;  puisque  le 
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vecteur  OG,  somme  géométrique  de  OG'  el  OG",  est  nul,  les  vecteurs 

OG'  et  OG"  sont  directement  opposés.  Ainsi  : 

Pour  qur  deux  si/s(èuies  di'  forces  appliifuées  à  un  solide  s' équilibre  ni, 
il  faut  ft  il  suffit  que  leurs  résultantes  générales  soient  directement 
opposées  et  que,  en  chaque  point,  leurs  moments  résultants  soient  direc- 
tement opposés. 

Remarque  IV.  —  Lorsqu'un  système  (S)  est  en  équililjro,  le  momont 
résullant  par  rapport  à  un  axe  quelconque  A  est  nul.   En  cfTet,   le 

momonl  résultant  0(i  par  rapport  à  un  point  0  de  A  est  nul;  or,  le 
moment  résultant  par  rapport  à  A  est  le  nombre  qui  mesure  sur  cet 

axe  la  projection  de  OG  :  il  est  donc  nul. 

83.  Équilibre  dun  système  de  trois  forces.  —  Soient  V^,  F.^,  Fj  trois 
forces  dont  les  lignes  d'action  sont  distinctes;  prenons  un  point  lixe  A 

sur  la  ligne  d'action  de  Fj  et  non  situé  sur  la  ligne  d'action  de  F,;  le 

—y 
point  A  el  la  droite  qui  porte  F',  déterminent  un  plan  P.  Soit  A  un  a.ve 

-de  ce  plan,  passant  par  A.  Les  moments  de  F,  et  de  F.^  par  rapport 
à  A  sont  nuls,  puisque  A  rencontre  les  lignes  d'action  de  F,  et  F^.  Le 
moment  résultant,  par  rapport  à  A,  du  système  des  trois  forces  se 

réduit  au  moment  de  F^.  Si  les  forces  se  font  équilibre,  le  moment 
résultant  est  nul,  donc  aussi  le  moment  de  F3.  Par  suite,  F.,  el  A  sont 


/■/ 


dans  le  même  plan.  Si  on  fait  tourner  A  autour  de  .\,  on  voit  que  F.esl 
située  dans  le  plan  P.  Ainsi  les  forces  F^  et  F3  sont  dans  un  même  plan, 
ce  plan  contient  un  point  quelconque  A  de  la  ligne  d'action  de  F;, 
donc  il  contient  F^.  En  définitive,  les  trois  forces  sont  dans  un  même 
plan. 

Supposons  que  deux  des  trois  forces,  F,  el  F^  par  exemple,  60  ren- 
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conlrenl  en  B.  alors  IV  doit  être  diroctonitiil  opposée  à  la  somme  do  l\ 
i't  \'\  construite  on  B,  donc  F,  passe  par  B  ot  les  trois  forces  sont  con- 
courantes. Si  l'on  construit  la  résultante  générale,  on  voit  que  F,,  F^.  F3. 
sont  des  vecteurs  égaux  au\  trois  c«Més  d'un  triangle  parcourus 
successivement  dans  un  sons  déterminé.  Réciproquement,  si  les  l'orces- 
sont  concourantes  et  égales  aux  côtés  d'un  triaii<^le  dont  le  périmètre 
est  parcouru  dans  un  sens  déterminé,  elles  sont  en  écjuilibre,  car  cha- 
cune d'elles  est  directement  opposée  à  la  somme  géométriquo  des 
deux  autres. 

Supposons  maintenant  que  deux  quelconques  des  trois  forces  ne  se- 
rencontrent  pas.  Les  trois  forces  sont  parallèles.  Gomme  la  résultante 

générale  est  nulle,  il  faut  que  deux 
dos  forces,  F,  et  F.,  par  exemple,  aient 

/^ ^  le  même  sens  et  la  troisième  Fj,  le 

/  2  sens    opposé.     L'intensité    de    cette 

,'^2  force  est  la  somme  des  intensités  des- 

"'^-^        /  deux  autres. 

7/  Soit  B  un  point  de  F3,  les  moments- 

de  Fj  et  de  F^  par  rapport  à  B  sont 

directement    opposés,    puisque    le 

moment  résultant  est  nul  et  que  le 
— >- 
moment  de   F3   est   nul.    Donc   le   point   B   doit   être    dans    la   l.iiiide 

,.    .  •  — ^      — "  ->■ 

limitée  par  les  lignes  d'action  de  F,  et  F.,.  En  d'autres  termes,  F,  passe 

entre  F,  et  F,.  D'autre  pari,  il  faut  que 

F,xBM,  =  F^xBH,,         ou         ïJ^j-^M"' 

BU,  et  BH^  étant  les  dislanc^s  de  B  aux  deux  forces.  Si  on  mène  par  R 
une  sécante  quelconque,  coupant  en  Bj  et  B^  les  lignes  d'action  des 

L>r>  TMI 

forces,  le  rapport  ttô^  est  égal  au  rapport  |^„'  et  on  peut  écrire 

BB,~BB," 

Béciproquement,  si  la  force  qui  passe  entre  les  deux  autres  a  le  sens^ 
opposé  à  celui  des  forces  extrêmes  et  une  intensité  égale  à  la  somme 
de  leurs  intensités;  si  de  plus,  une  sécante  quelconque  B,BB.,  est 
partagée  par  la  force  intermédiaire  en  segments  inversement  propor- 
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li-iiint'ls  aux  intensités  des  forces  extrénfies,  les  trois  forces  se  font 
é(juilil>re.  car  la  résultante  générale  et  le  moment  résultant  en  H  sont 
nuls. 

En  résumé  : 

Poin^que  trois  forces  se  fassent  l'uiuitibrc,  il  faut  et  il  suffit  :  i"  ijU  elles 
soient  dans  le  même  plan  ;  2°  ou  bien  qu  elles  soient  concourantes  et  égales 
aux  ratés  dun  triangle  parrourus  dans  un  sens  déterminé  ;  ou  bien 
qu'elles  soirnt  parnllèles  :  dans  ce  dernier  cas,  les  forces  extrêmes  doivent 
avoir  Ip  mèmr  sens  et  la  force  intermédiaire^  le  sens  opposé  et  une  inten- 
sité égale  à  la  somme  des  iiitrnsités  des  forces  extrêmes;  en  outre,- une 
sécante  quelconque  doit  être  partagée  par  les  trois  forces  en  deux  segments 
inversement  proportionnels  aux  forces  extrêmes  qui  limitent  ces  segments. 


CHAPITRE  III 

SYSTÈMES  DE  FORCES  ÉQUIVALENTS  SUR  UN  SOLIDE 

84.  Systèmes  équivalents.  —  On  dil  que  deux  systèmes  de  forces  sout 
équivalents  sur  un  curps  solide  lorsqu'on  peut  les  substituer  Vun  à  Vautre 
sans  changer  Vétat  du  corps. 

En  d'autres  termes,  quand  on  remplace  un  système  par  l'autre,  le 
corps,  s'il  est  au  repos,  demeure  au  repos;  s'il  est  en  mouvement,  la 
loi  de  ce  mouvement  n'est  pas  modiliée.  Nous  emploierons  souvent 
l'expression  «  systèmes  équivalents  »  à  la  place  de  «  systèmes  équiva- 
lents sur  un  solide  », 

Nous  avons  vu,  par  exemple,  que  l'application  répétée  des  opérations 
élémentaires  change  un  système  (S)  en  un  système  (S')  équivalent  au 
premier.  Les  deux  systèmes  ont  alors  même  résultante  générale  et 
même  moment  résultant  en  chaque  point  0  de  l'espace.  Le  théorème 
suivant  exprime  que  cette  conclusion  est  vraie  dans  tous  les  cas. 

Théorème.  —  Pour  que  deux  si/stèmes  de  forces  soient  équivalents  sur 
un  solide,  il  faut  et  il  suffît  qifils  aient  même  résultante  générale  et 
même  moment  résultant  en  tout  point  de  l'espace. 

La  condition  est  nécessaire  :  soient  (S)  et  (S')  deux  systèmes  équiva- 
lents, OR,  OG,  OR',  OG'  la  résultante  générale  et  le  moment  résultant 
par  rapport  à  un  point  quelconque  0,  du  système  (S)  et  du  système  (S'). 

Soit  (S,)  un  systènre  ayant  une  résultante  générale  ORj,  et  un  moment 

résultant  au  point  O,  OG,,  respectivement  opposés  à  OR  et  OG;  on  peut, 
par  exemple,  prendre  pour  (S,)  le  système  formé  par  des  forces  direc- 
tement opposées  aux  forces  du  système  (S).  Les  systèmes  (S)  et  (SJ  se 
font  équilibre  sur  le  solide.  Sans  changer  l'état  d'équilibre,  on  peut 

remplacer  (S)  par  (S');  donc  (S')  et  (S,)  se  font  équilibre.  .■Mors.  OR' est 

opposé  à  OR,,  donc  égal  à  OR  et  oG'  est  opposé  ù.  OG,.  donc  égal  à  OG. 
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La  condilion  est  suffisante  :  Supposons  que  (S)  et  (S')  aient  ménic 
résultante  générale  ot  mémo  moment  résultant  en  un  point  0  (et  par 
suite,  en  tout  point,  comme  il  résulte  immédiatement  des  formules  du 
paragraphe  S).  Appelons  (S")  le  système  formé  par  des  forces  direc- 
lement  opposées  à  celle  du  système  (S').  Supposons  le  corps  soumis 
aux  forces  du  système  (S)  :  nous  pourrons,  sans  changer  son  état,  lui 
ajouter  toutt^s  les  forces  des  systèmes  fS')  et  (S"),  car  cela  revient  à 
appliquer  l'opération  1  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  forces  dans  (S;.  Les 
systèmes  (S)  et  (S")  se  font  équilibre,  puisque  la  résultante  générale 
de  (S"),  opposée  à  celle  de  fS'),  est  opposée  à  celle' de  (S)  qui  lui  est  égale 
et  le  moment  résultant,  au  point  0,  de  (S"),  opposé  à  celui  de  (S'),  est  ■ 
opposé  à  celui  de  (S)  qui  lui  est  égal.  Par  l'application  répétée  des 
opérations  élémentaires,  c'est-à-dire  sans  changer  l'état  du  corps,  on 
peut  enlever  toutes  les  forces  des  systèmes  (S)  et  (S"j  qui  se  font  équi- 
libre. 11  ne  reste  plus  que  les  forces  de  (S'),  et,  comme  l'état  du  corps 
est  demeuré  le  même,  (S)  et  (S')  sont  équivalents. 

Remarque  I.  —  La  démonstration  montre  que,  si  deux  systèmes  sont 
équivalents,  on  peut  passer  de  Tun  à  l'autre  par  l'application  répétée 
d'opérations  élémentaires.  On  obtiendrait  donc  tous  les  systèmes 
équivalents  à  un  système  donné  en  appliquant  à  ce  système,  un 
nombre  arbitraire  de  fois  et  dans  un  ordre  arbitraire,  les  opérations 
élémentaires. 

/iemar'iui'  If.  —  Pour  montrer  que  deux  systèmes  sont  équivalents, 
il  suffit  d'établir  qu'ils  ont  même  résultante  générale  et  même  moment 
résultant  en  un  point  particulier  de  l'espace.  La  seconde  partie  de  la 
démonstration  précédente  prouve  que  les  systèmes  sont  alors  équiva- 
lents et  la  première  partie  prouve  ({u'ils  ont  même  moment  résultant 
en  tout  point  de  l'espace.  Ce  dernier  fait  est  aussi  une  conséquence 
des  formules  du  paragraphe  8  qui  expriment  les  composantes  du 
moment  résultant  en  un  point  quelconque  à  l'aide  des  composantes  de 
la  résultante  générale  et  du  moment  résultant  en  un  point  particulier 
•■hoisi  comme  origine  des  coordonnées. 

85.  Systèmes  équivalents  à  une  force  unique.  —  Tout  système  de 
forces  est  équivalent  à  deux  forces;  cherchons  à  quelle  condition  un 

— V 

système  (S)  est  équivalent  à  une  force  unique  F,  qu'on  appelle  alors  la 
résultante  du  système.  OR  et  OG  sont  les  mêmes  pour  (S)  et  pour  le 
système  formé  par  la  force  unique  F;  or,  pour  F,  OG  est  perpendicu- 
laire à  F.  donc  ù  OR.  Ainsi,  si  (S)  est  équivalent  à  une  force  unique,  la 
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résultanle  générale  et  le  monieiil  résullant  on  un  point  quelconque  0 
sont  rectangulaires. 

—V 

Héciproquement.  supposons  que  OK  et  OG  soient  rcclangulaircs  pour 
un    point    déterminé    0.    Dans    le    plan    P,    perpendiculaire    en    U, 

à  UCi,  plaçons  une  force  V  égale  h 

OK,  dont  la  ligne  d'a(;tion  est  à 
une  distance  OA  du  point  0  telle 
que  (  ).\  X  un  =  OG.  Sur  la  droite 
OK,  menée,  dans  le  plan  P,  per- 
pendiculairement à  OK,  il  existe 

deux    points    u    ^;i    distance  ^  - 

du  point  0.  Pour  lun  de  ces  deux  points,  le  point  A.  le  moment  de  V 

coïncide  avec  le  vecteur  OG.  Pour  l'aulr»'  point,  le  moment  de  F  serait 

opposé  i\  OG.  La  force  F  est  équivalente  à  (S)  :  en  effet,  la  résultante 

générale  de  F  est  le  vecteur  égal  OK;  le  moment  résultant  de  F,  au 

point  0,  est.  par  construction,  le  vecteur  OG;  ces  éléments  sont  les 

mêmes  pour  F  et  pour  (S),  par  suite  F  et  (S)  sont  équivalents.  Nous 
énoncerons  donc  la  proposition  suivante  : 

THÉoni:ME.  —  La  condition  nécessaire  et  sufjisanto  pour  t/u'ini 
système  de  forces  soit  équivalent  à  une  force  unique  est  que  la  résultnuti' 
ijénérale  et  le  moment  résultant  soient  perpendiculaires . 

liemorque.  —  Dans  lénoncé  précédent,  le  point  0  par  rai)piirt 
auquel  on  prend  le  moment  résullant  est  laissé  arbitraire.  En  effet, 

si   en    un    point    déterminé    Op    OiR   et  0,G   sont    rectangulaire*,    le 

système  (S)  est  équivalent  à  une  force  unique,  donc,  en  tout  point  0 

—y         — > 
de  l'espace.  OK  et  OG  sont  rectangulaires. 
i 

Expression  analytique  de  la  condition.  —  Le  point  0  étant  l'origine 

des  coordonnées,  les  composantes  de  OH  et  OG  sont  X,  Y,  Z  et  L,  M,  N. 
Les  deux  vecteurs  étant  rectangulaires,  leur  produit  scalaire  doil  élre 
nul,  donc 

L\-{-MV  +  NZ=0. 

.  Kéciproquement,  si  celte  condition  est  remplie  et  si  OK  et  OG  sont, 
l'un   et  laulre,  diflérents  de  zéro,   le  système  est  équivalent  à   une 

force  F.  Appelons  .r,  y,  c,  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de- 
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s.i  ligne  tl'acli'in  cl  écrivons  que  le  inoinenl  de  I',  au  poiiil  i),  est  le 
vecleurO(i,  nous  aurons 

yZ  —  :V  =  !..  U  ee;  î/Z  —  :V  —  L  =  0. 

;\_.tZ  =  M,         ou         \  =  z\  —  :rA  —  y\  =  0. 

x\'  —  ij\  =  N;  W^x\  —  y\  —  y  —  {)- 

ces  équations  représentent  trois  plans  r  =  (),  V  =  (),  W^^O  ijui 
passent  par  la  même  droite  puiscjue 

et  que  \.  Y,  Z  ne  sont  pas  nuls  tous  les  trois.  Supposons  en  eflel  que  Z, 
par  exemple,  ne  soit  pas  nul.  Les  deux  premiers  plans,  dont  luii  est 
parallèle  à  Ox  et  l'autre  à  Oy,  se  coupent  suivant  une  droite  (D).  Les 
coordonnées  de  tout  point  de  (D)  annulent  U  et  V  et,  par  suite,  \\Z  à 
cause  de  la  dernière  identité.  Comme  Z  n'est  pas  nul,  W  est  nul  et 
tous  les  points  de  (D)  appartiennent  au  troisième  plan. 

On  aurait  d'ailleurs  pu  remarquer  aussi  que  X.  Y,  Z,  L,  M,  .\  sont 
ici  les  coordonnées  d'un  vecteur  comme  il  a  été  établi  au  paragraphe  (i. 

Si  OG  est  nul,  la  condition  est  remplie  et  F  coïncide  avec  OR.  Si  Oïl 
est  nul,  la  condition  est  remplie,  mais  le  système  (S)  ne  peut  pas  être 
équivalent  à  une  force  unique,  puisque  sa  résultante  générale  est 
nulle.  Le  système  (S)  est  un  couple. 

L'expression  analytique  do  la  condition  est  donc 

LX-f-MY;   NZ=0,         avec         X--4- Y- —  Z- >  0. 

86.   Systèmes  équivalents  à  un  couple  élémentaire.  —  Dans  un 

couple  élémentaire,  système  de  deux  forces  opposées,  F  et  F',  la  résul- 
tante générale  est  nulle  et  le  moment  résultant  ou  axe  du  couple  est, 
quel  que  soit  le  point  0,  égal  à  un  vecteur  lixe.  Si  un  système  (S)  est 
équivalent  à  un  couple  élémentaire,  il  est  donc  nécessaire  que  sa 
résultante  générale  soit  nulle. 

Réciproquement,  si  la  résultante  générale  est  nulle,  nous  avons  vu 
que  le  moment  résultant  est  partout  égal  à  un  vecteur  fixe.  Le  système 

est  é(|uivalent  à  un  couple  .élémentaire,  car  les  forces  F  et  •!>  que  l'on 
obtient  dans  la  réduction  de  (S)  à  deux  forces,  ayant  une  somme 
géométrique  nulle,  sont  opposées.  On  peut  aussi  raisonner  comme  au 

paragraphe  précédent.  Clonslruisons,  dans  le  plan  P,  une  force  F  dont 

le  moment  par  rapport  au  point  O  soit  égal  à  0(j,  et  soit  F'  la  force 

opposée,  d'origine  0.  Le  couple  F,  F'  est  équivalent  à  (Sj  :  en  eiTet,  la 
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résultante  générale,  égale  à  zéro,  est  la  même  pour  le  couple  et  pour 

—V 

(S),  et  le  moment  résultant,  au  point  0,  égal  à  OG,  est  le  même. 

Couples  équivalenls.  —  Deux  systèmes  (S)  et  (S'),  formant  couple 
l'un  cl  l'autre,  sont  équivalenls  lorsqu'ils  ont  même  moment  résultant 
c'est-à-dire  même  axe,  et  réciproijuenient.  En  particulier  (S)  et  (S') 
peuvent  être  des  couples  élémentaires.  Ainsi  : 

Pour  que  deux  couples  élémentaires  soient  équivalents,  il  foui  et  il 
suffit  que  leurs  axes  soient  égaux. 

On  peut  donc  transporter  un  couple  élémentaire  F,  F'  dans  son  plan 
ou  dans  un  plan  parallèle,  modifier  la  direction  et  l'intensité  des  forces 
etla  grandeur  du  bras  de  levier,  pourvu  que  l'axe  du  couple  demeure 
le  même  :  l'état  du  corps  solide  auquel  il  est  appliqué  ne  sera  pas 
changé. 

Composition    des    couples    élémentaires.  —    Considérons    plusieurs 

couples  élémentaires  :  Fj,  F|;  ¥^,  F^;  ....  Leur  ensemble  forme  un 
système  (S)  qui  est  un  couple,  puisque  sa  résultante  générale,  somme 

géométrique  des  forces  Fj,  F,',  F^,  F^,  ...,  est  nulle.  Le  système  (S) 

est  équivalent  à  un  couple  élémentaire  d'axe  OG.  Cet  axe  est  la  somme 

géométrique  des  moments  OG,,  OGÎ,  OGj,  OG4,  . .  .  des  forces  de  (S). 

Remplaçons  OG,  et  OGi'  par  leur  somme  0^,  qui  est  l'axe  du  couple 

Fj,  FJ;  remplaçons  OGj  et  OG-i  par  leur  somme  'Og.,  qui  est  l'axe  du 

couple    Fj,   Fi,   etc.    On    voit    que    OG   est  la   somme   des    vecteurs 

Ogr,,  Og„  ...  :  l'axe  du  couple  équivalent  à  (S),  et  que  l'on  appelle 
couple  résultant,  est  donc  la  somme  géométrique  des  axes  des  couples 
formant  le  système  (S).  Ainsi  : 

Le  sxjstème  formé  par  plusieurs  couples  élémentaires  est  équivalent  à 
un  couple  élémentaire  unique  dont  l'axe  est  la  somme  géométrique  des 
axes  de  ces  couples. 

87.  Réduction  d'un  système  de  forces  à  une  force  et  à  un  couple. 
Soient  OR  et  OG  la  résultante  générale  et  le  moment  résultant  au 
point  ()  d'un  système  (S).  Considérons  le  vecteur  OR.  comme  une 
force  R,  et  soit  F,  F'  un  couple  d'axe  OG.  Le  système  (S)  est  équivalent 
au  système  formé  par  la  force  R  et  par  le  couple  F,  F'.  En  effet,  ces 
deux  systèmes  ont  même  résultante  générale  OR,  puisque  F  +  F'^0, 
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et  ils  ont  mèm(î  moment  résullanl  au  point  0,  puisque  l'axe  du  couple 

->  —y 

est  OG  et  le  moment  de  II  est  nul.  Donc  : 

Un  système  de  forces  est  équivaleul  à  uif  stjstcme  fonnr  par  une  /orcn 
et  un  coiiplr. 

11  peut  arriver  que  la  force  suit  nulle  :  le  système  équivaut  à  un 
couple  élémentaire;  ou  que  l'axe  du  couple  soit  nul  :  le  système 
admet  une  résultante  unique.  Dans  le  premier  cas  la  force  est  nulle 
quelle  que  soit  la  position  de  O;  dans  le  second  cas,  l'axe  n'est  pas 
toujours  nul,  il  est  seulement  perpendiculaire  à  la  force. 

88.  Applications.  —  Appliquons  les  résultats  précédents  à  l'étude 
des  ditlérenls  cas  de  réduclion  d'un  système  de  forces  (S)  agissant  sur 
un  solide;  désignons  par  H  et  G  les  grandeurs  de  la  résultante  géné- 
rale OU  et  du  moment  résultant  OG  ii  l'origine  0  des- coordonnées  : 


R  =  ;.V-+-Y■^-4-Z^  G  =  VL- -+- M- H- N^ 

Si  LX-l-MY-hNZ  n'est  pas  nul,  le  système  peut  être  remplacé  par 
deux  forces,  ou  par  une  force  et  un  couple  élémentaire. 

Si  LX  -r  M  Y  -f-  NZ  est  nul  et  li=:0,  le  système  est  équivalent  à  une 
force  unique;  si  Fl  =  0  et  G:^0,  le  système  est  un  couple,  équivalent 
à  un  couple  élémentaire;  si  Ur=G=:0,  il  y  a  équilibre.  Voici  un 
tableau  résumant  cette  discussion  : 

lA  -+-  MY  -h  IN  Y  ==  0.  Une  force  et  un  couple,  ou  deux  forces. 

;  K=:U  une  force  unique, 

LX    -  M  Y  —  X  Y  =  0  )  R  ^  0     G  3=  0     un  couple  élémentaire, 

(  R  =  0     G=:0     équilibre. 

Cas  particuliers.  —  1**  Supposons  que  les  forces  soient  toutes 
situées  dans  un  plan  P,  comme  il  arrive  fréquemment  dans  les  pièces 
de   construction,    pièces   qui   ont    un   plan   de  symétrie   dans   lequel 

agissent  les  forces.  Tous  les  vecteurs  OG,,  OG^,  . .  .,  0G„  sont  perpen- 

diculaires  à  P,  donc  OG  est  perpendiculaire  à  P  et,  par  suite,  à  OR 
qui  est  situé  dans  ce  plan.  Donc  si  R  =  0,  le  système  a  une  résultante; 
si  R  =  0,  G  7^  0,  le  système  équivaut  à  un  couple  ;  si  R  =  G  =  U,  il  y  a 
équilibre. 

Remarque.  —  Prenons  le  plan  P  comme  plan  des  xy;  on  aura  Z  =0, 
L  =  M=Oet,  par  suite.    LX -i- MY -f- NZ  =0.  Si   R  =  s  >^''--^''  =  0. 
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le  syslt'inc  éi|iiivaul  à  la  force  F  portée  pur  la  droite 

.rV  — î/X  =  N, 

dont  on  obtient  l'équation  en  écrivant  que  le  moment  à  l'origine  de  la 

force  F  appliquée  en  {x,  y)  est  mesuré  par  N,  sur  l'axe  O:. 

!2"    Supposons   que    les    forces   soient    concourantes;    on    peut    les 
remplacer  par  leur  somme  géométrique  appliquée  à  leur  point  de 

concours  O.  Nous  sommes  ici  dans  le  cas  oii  OG  est  nul. 

3°  Supposons  que  les  forces  soient  parallèles  à  une  direction  A,  les 
-moments  (Kî,,  OG^,  . . .,  OG,,  sont  dans  le  plan  normal  à  A  mené  par 

0.  il  en  est  de  même  de  OG;  donc  OG  est  perpendiculaire  à  Oli,  qui  a 
la  direction  A.  Si  R=è:0,  le  système  a  une  résultante;  si  R  =  0,  le 
système  équivaut  à  un  couple  ou  est  en  équilibre. 

Dans   le    chapitre    suivant,   nous   nous   occuperons    d'une   manière 
particulière  du  cas  d'un  système  de  forces  parallèles. 


CHAlMTIIi:    IV 
FORCES   PARALLÈLES.    CENTRES    DE    GRAVITÉ 


89.  Réduction  dun  système  de  forces  parallèles.  —  Les  systèmes 
de  forces  paiallrles  otlVenl  un  inlérêl  particulier  parce  qu'un  de  ces 
systèmes  est  très  important  :  le  système  dû  à  la  pesanteur,  qui  agit  sur 
tous  les  corps  à  la  surface  de  la  terre.  En  un  même  lieu,  les  poids 
des  points  matériels  qui  constituent  un  corps  sont  des  forces  parallèles. 

.Nous  avons  vu  au  paragraphe  précédent  qu'un  tel  système  a  une  résul- 
tante unique  lorsque  la  résultante  générale  n'est  pas  nulle,  c'est-à-dire 
lorsque  la  somme  des  intensités  des  forces  qui  tirent  dans  un  sens 
n'est  pas  égale  à  la  somme  des  intensités  des  forces  qui  tirent  en  sens 
contraire.  Dans  le  cas  où  ces  deux  sommes  sont  égales,  le  système 
équivaut  à  un  couple  élémentaire.  Si  l'axe  de  ce  couple  est  nul,  le 
système  est  en  équilibre. 

Retrouvons  ces  résultats  par  le  calcul  :  soient  a,  [i,  v  les  paramètres 
directeurs  d'un  axe  A  parallèle  à  la  direction  des  forces;  P,,  I'.^,  . . .,  l*„, 
les  nombres  qui  mesurent  les  forces  sur  l'axe  A  ;  a\,  ij^,  /,:  x.,.  ij.,,  :.,,  .  . ., 
-'.1'  Un-  -.1'  les  coordonnées  des  points  d'application.  Les  coordonnées 
de  la  force  qui  a  le  numéro  i  sont 

\,=:aP,,  V=[iP,.  /,  =  vP,. 

L,  =  l>,(y.Y_r,-8),         >l.  =  P,(:.,a  — j-r;),         N,  =  P,  >,S  — //.a  . 

Les  ccMuposantes  de  la  résultante  générale  sont 

Z=1Z  =:yïP,. 
Les  composantes  du  moment  résultant  à  l'origine  sont 

1j 1j,  —  ;—  r,j/,  —  p—  r ,-,, 

M  =  ï  M,  =  aï  P,:,  —  v^  P.ar., 
N  =  ï  N,  =  Sï  P,.r.  —  aï  P,i/,. 
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Un  vérifie  immédiatemeul  que  L\  -•-  MV  h-  NZ  =0.  Supposons  que 
P^  IP,  ne  soit  pas  nul.  Le  système  admet  une  résultante  unique  :  si 
l'on  désigne  par  .r,  7,  :  les  coordonnées  d'un  point  de  celle  résultante, 
on  a  vu  au  paragraphe  85  que 

VZ  —  :Y  =  L,         :X  — ./  Z  =  M ,  rV  — 'A  =  N . 

ou,  pour  la  première  équation, 

y  Y  p  _  :  3  p  = .;  V  p, ,/,  _  Si:  P,:,-, 
c'est-à-dire 

V  ( P.v  —  :l  p,»/;)  =  p  (P:  —  ï  p,:,)  . 
ou  encore 

Py  —  :^  P,)/.  _  Pc  — XP,3, 
P  ~  ï  ■ 

Les  trois  équations  nous  donnent  donc 

Pa-  —  S  PjX;  _  Py  — ^P,?/.  _  Ps  —  S  P,:, 
-         p        -        V 

Posons 

^  —    \'  p .    '  ^1  i,  P     '  ^         i!  P    " 

Les  équations  de  la  ligne  d'action  de  la  résullanle  deviennent 

X —  : y  —  r, ::  —  ^. 

a      ~      !i      ~~     y      ' 

ce  sont  les  équations  d'une  droite  parallèle  à  l'axe  A  et  passant  par  le 
point  G  de  coordonnées  :,  r,,  ^. 
Supposons  mai'iilenanl  que 

p  =  3:p,  =  o. 

Le  système  est  équivalent  à  un  couple  dont  l'axe  a  pour  composantes 
vZ  Piy,  —  3i:  P,:,.         y.X  P  :  —  /i:  P.a-,,         fJÏ  P,j-,  —  aX  P.j/,. 

Il  V  a  équilibre  lorsque  ces  composantes  sont  nulles,  cest-à-dire 
lorsque 

i:  p.^  _  ^P  y.  _  ^  l'i^i 

Pour  que  l'équilibre  ait  lie\i  quelle  que  soit  la  direction  des  forces, 
l'intensité  et  le  point  d'application  de  chacune  d'elles  demeurant  inva- 
riables, il  faut  que  les  composantes  de  l'axe  du  couple  soient  nulles 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  a,  [î,  y,  ce  qui  exige  que 
i:P,r^=:XP,|/,  =  i:Pi:.  =  0. 
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Un  dit  que,  dans  ce  cas,  le  système  est  en  cquili/jrr  asUtlKjue.  Dans 
les  autres  cas,  il  n'y  a  qu'une  direction  des  forces  qui  fournisse  l'équi- 
libre, celle  dont  les  paramètres  directeurs  sont  proportionnels  à 
!L:P,r,,  -P,j/i,  -Pi3,;  les  autres  directions  donnent  un  système  équiva- 
lent à  un  couple. 

90.  Centre  des  forces  parallèles.  —  Supposons  V^O;  nous  avons 
vu  que  le  système  a  une  résultante  unique  mesurée  par  le  nombre  P 
sur  l'axe  A  et  passant  par  If  point  G  don!  les  coordonnées  ;,  y,,  !|  sont 
donm-es  par  les  formules 

,  _  ^  P,x.  _  i:  P,7/,  ^  _  ï  P,:, 

^~  i:p,  '       '"'""  i:F,  '       ^~  xp.  ■ 

Les  coordonnées  de  G  sont  indépendantes  de  la  direction  des  forces; 
elles  demeurent  les  mêmes  si  on  remplace  I*,,  P^,  ...,  P„  par  les 
nombres  XP,,XP2,  ...,ÀP„,  À  désignant  un  nombre  quelconque.  Les 
coordonnées  de  G  ne  dépondent  que  de  la  [)osilion  des  points  d'appli- 
cation des  forces  parallèles  et  des  rapports  des  nombres  P,  à  l'un 
d'entre  eu.x. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Lorsque,  laissant  fixes  les  points  d'application  et  les  itilensités  de 
plusieurs  forces  parallèles  ayant  une  résultante,  on  change  leur  direction, 
la  ligne  d'action  de  la  résultante  passe  par  un  point  fixe.  Il  en  est  de 
même  si  on  multiplie-les  intensités  par  un  même  nombre.  Le  point  fi.xe 
(ji  par  lequel  passe  la  ligne  d'action  de  la  résultante  porte  le  nom  de 
centre  des  foi-ces  parallèles. 

lîemarque  I.  —  Le  centre  des  forces  parallèles  n'est  défini  que  si 
PzirO:  il  en  sera,  en  particulier,  toujours  ainsi,  lorsque  les  forces  ont 
toutes  le  même  sens. 

Remarque  II.  —  Supposons  qu'on  partage  les  forces  parallèles  du 
système  (S)  en  plusieurs  groupes  ayant  chacun  une  résultante;  par 
exemple,  supposons  que  l'on  forme  trois  groupes  ayant  des  résultantes 
mesurées  sur  A  par  les  nombres  R,,  R^,  R^.  Ces  trois  forces  auront  une 
résultante  R  identique  à  la  résultante  du  système  (S)  puisqu'elles 
forment  un  système  équivalent  à  (S).  Soient  G,,  Gj,  Gj,  les  centres  des 
forces  parallèles  dans  chaque  groupe;  si  nous  supposons  que  R,,  R.,, 
R3  soient  appliquées  en  ces  points,  leur  résultante  R  passera  par  le 
centre  G  de  ces  trois  force^.  Ce  centre  G  coïncide  avec  le  centre  des 
forces  parallèles  du  système  (S)  puisque,  lorsqu'on  fait  tourner  les 
forces  du  système  (S)  autour  de  leurs  points  d'application,  les  forces 
Rp  b..  lu  lounient  autour  de  G,,  G.„  G^. 
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Supposons  mainlenanl  que  le  système  (S)  n'ail  pas  de  résullanle 
unique;  constituons  deux  groupes  :  l'un,  l'ormé  des  forces  tirant  dans 
un  sens,  qui  a  une  résullanle  R,  et  un  centre  G,;  laulre,  Ibrmé  des 
forces  tirant  en  sens  contraire,  qui  a  une  résultante  1^^  =  — H,  cl 
un  centre  G.,.  Les  forces  R,  el  R,  forment  un  couple  équivalent  à  (S). 
Si  on  fait  tourner  les  forces  autour  de  leurs  points  d'application.  R,  et 
R^  tournent  autour  de  C^^  et  G.,,  l'axe  du  couple  varie;  en  particulier,  si 
les  forces  ont  la  direction  de  la  droite  G,G,,  les  résultantes  R,  el  ï\., 
sont  direclemenl  opposées  :  il  y  a  é(iuilibre.  Knlin,  dans  le  cas  où  (i, 
el  G.^  coïncident,  l'équilibre  a  lieu  pour  toutes  les  directions,  le  système 
est  en  équilibre  asiatique. 

/iemarrjuc  III.  —  Si.  clans  la  Coniiule  qui  donne  I,  on  fait 

on  voit  que  ^  =  0;  donc  : 

Si  les  points  d'application  des  forces  sont  dans  un  plan,  le  centre  des 
forces  parallèles  est  d>ins  ce  plan. 

Si  l'on  suppose  que  */,  =  y.^  =  . .  .  i=  y„  =  0,  el  :,  =  :_,=  ...  =  :„  :=  0, 
on  voit  que  r,  et  ^  sont  nuls;  donc  : 

Si  les  points  d'application  des  forces  sont  sur  une  droite,  le  centre  des 
forces  parallèles  est  sur  cette  droite. 

Bemarrjue  IV.  —  Supposons  que  les  forces  aient  toutes  le  même 
sens,  on  pourra  donner  à  tous  les  nombres  I',,  P.,,  . . .,  P„,  des  valeurs 
positives.  La  formule 

montre  que  si  tous  les  ;,  sont  positifs,  ^  est  positif;  en  d'autres  termes  : 
Si  tous  les  points  d'application    sont    d'un    même  côlé  d'un  plan,   le 
centre  des  forces  parallèles  est  du  même  côté  que  ces  points. 

Considérons,  par  exemple,  une  surface  fermée  convexe  conlciiant 
tous  les  points  d'application  à  l'intérieur  :  je  dis  que  le  centre  G  des 
forces  parallèles  est  à  l'intérieur  de  celle  surface.  En  etfet,  une  surface 
convexe  est  tout  entière  du  môme  côté  de  chacun  de  ses  plans 
tangents.  Donc,  le  point  G  est,  par  rapport  à  chaque  plan  tangent,  du 
même  côté  que  la  surface  :  il  ne  peut  donc  être  placé  à  Pextérieur  de 
celle  surface. 

Si  les  points  d'application  sont  dans  un  plan,  le  centre  G  esl  à 
l'intérieur  de  toute  courbe  fermée  convexe  contenant  tous  ces  i)oinU. 

l'Sxemples.  —  Prenons  comme  exemple  le  cas  de  deux  forces. 

1°  Les  forces  sont  de  même  sens,  la  résultante  esl  égale  à  P^  r-  l*o, 
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le  cc'iiire  (i  des  loi-ces  parallèles  est  silu('  sur  le  scgriienl  A,A.„  enlre 
les  points  d'applicaliori  A,,  A.^  des  deux  forces.  On  u  d'ailleurs 

Ga,__p, 

ÔA,~       i^.' 

puisque  le  moment  résultant  en  G  est  nul  et  que  les  bras  de  levier  des 
forces  sont  pro[)orlionnels  à  GA,  et  à  (JA,. 

2"  Les  forces  ont  des  sens  contraires;  la  résultante  est  mesurée 
]>ar  I',  h  P;;  le  centre  G  est  sur  la  droite  AjA._,  à  l'extérieur  du  segment 
et  l'on  a 

gâ;__  P, 

gâ;~  "K" 

On  voit  que  si  |  Pi|>iP2i.  GA,  <  GA^;  le  point  G  est  situé  sur  le 
prolongement  du  segment  A, A,,  du  eiMé  de  la  force  qui  a  la  plus  grande 


intensité.  Si,  les  points  d'application  restant  fixes,  P,  et  P^  ont  des 
valeurs  absolues  qui  difîèrent  très  peu,  la  résultante  P  a  une  intensité 
irès  faible  et  le  point  G  s'éloigne  de  plus  en  plus  car 


A.A, 

et  GA,  augmente  indéfiniment  lorsque  Pj-I-P.,  tend  vers  zéro.  Par 
rapport  à  un  point  fixe  0  du  plan,  le  moment  de  la  résultante,  égal  a 
la  somme  des  moments  des  forces,  est  de  plus  en  plus  voisin  de  l'axe 
du  couple  Pj,  —  P,  lorsqu'on  suppose  P,  constant  et  P^  voisin  de  —  Pj. 
Cest  pourquoi,  on  dit  quelquefois  qu'un  couple  joue,  au  point  de  vue 
des  moments,  le  même  rôle  qu'une  force  très  petite  dont  le  point 
d'application  est  très  éloigné. 
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91.  Moments  par  rapport  à  un  plan.  —  L'égalilé 

P;=zP^:..4-P,:,-4-...-4-P„:„. 

peut  s'exprimer  aiUremenl  en  doimanl  un  nom  particulier  aux. 
éléments  P,:,.  On  appelle  moment  d'une  force  par  rapport  à  un  plan  le 
produit  du  nombre  P,  qui  mesure  la  force  sur  un  axe  A  parallèle  à  sa 
direction  par  la  cote  :,  de  son  point  d'application  par  rapport  au  plan. 
La  notion  de  moment  par  rapport  à  un  plan  suppose  le  choix  préalable 
d'un  axe  A  parallèle  à  la  force  el  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan 
définissant  les  cotes.  Celte  notion  n'est  utilisée  que  dans  le  cas  d'un 
système  de  forces  parallèles.  Avec  cette  convention,  légalité  précé- 
dente peut  s'énoncer  ainsi  : 

Lorsqu'un  sijstème  do  forces  parallèles  admet  une  résultante,  le 
moment  de  la  résultante  par  rappurt  à  un  plan  etd  r<jal  à  la  somme  des 
moments  des  composantes. 


^* 


Remarque.  —  On  peut  supposer,  dans  la  délinition  et  le  théorème 

précédents,  que  les  cotes  ;' 
^^  jy,  des     points     d'application 

soient  comptées  '  sur  un 
axe  Os' oblique  par  rapport 
au  plan.  En  effet,  soient  0 
l'angle  de  0:'  avec  0:,  : 
el  z'  les  cotes  d'un  point  M 
comptées  parallèlement  à 
0:  et  à  Os'  :  ona  ::=:'  cosO, 
dans  le   triangle  rectangle 

MHK.  En  divisant  par  cosO  tous  les  termes  de  l'égalité  précédente,  on 

obtient 

pr^p,:;-i-p,:.:+...  +  p„::. 

92.  Centres  de  gravité.  —  Supposons  que  les  forces  P,  soient  les 
poids  des  points  matériels  d'un  corps;  le  point  G,  centre  de  ces  forces 
parallèles  qui  ont  ici  une  résultante,  égale  à  leur  somme,  formant  le 
poids  du  corps,  est  appelé  le  centre  de  gravité  du  corps.  Ce  point  est 
situé  à  l'intérieur  de  toute  surface  convexe  contenant  le  corps.  Pour 
faire  varier  la  direction  des  forces  par  rapport  au  corps,  il  est  néces- 
saire de  déplacer  le  corps  puisque  la  direction  de  la  pesanteur  est 
invariable  dans  un  lieu  déterminé.  Donc,  quand  on  change  l'orien- 
tation d'un  corps  de  forme  invariable,  le  poids  de  ce  corps  passe  par 
le  point  G,  iixe  par  rapport  à  ce  corps." 

Pour  interpréter  la  seconde  propriété  du  centre  des  forces  parallèles, 
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définissons  les  corps  lioniogènos.  On  dit  qu'un  corps  est  homogène 
lorsque  deux  portions  quelconques  de  ce  corps  ayant  le  même  volume 
ont  la  même  masse,  et,  par  conséquent,  le  même  poids.  Il  en  résulte  que 
la  masse  d'une  partie  d'un  corps  lionioffêm;  est  proportionnelle  a  son 
volume;  le  facteur  de  proportionnalité  est  la  densité  du  corps;  c'est  le 
quotient  de  la  niasse  d'une  partie  du  corps  par  le  volume  de  celle 
partie,  ou  encore  la  masse  de  l'unité  de  volume.  Nous  supposer(jns, 
dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  chaque  corps  solide  est  partagé  en  un 
grand  nombre  de  fractions  assez  petites  pour  pouvoir,  sans  erreur 
sensible,  êlre  assimilées  à  des  points  matériels.  Appliquons  en  chacun 
de  ces  points  une  force  égale  au  poids  de  l'élément  correspondant.  Le 
centre  de  gravité  G  est  le  centre  de  ces  forces  parallèles.  Si  l'on 
change  la  matière  qui  constitue  le  corps  en  conservant  sa  forme 
géométrique,  on  voit,  en  adoptant  la  même  division  en  petits  éléments, 
que  tous  les  poids  ont  varié  dans  up  même  rapport,  (jui  est  celui  des 
densités  des  deux  matières;  le  centre  G  n'a  pas  varié.  Donc  : 

La  position  du  centre  de  gravité  d'un  solide  homoffène,  par  rapport 
à  ce  corps,  ne  dépend  que  de  sa  forme  i/éométriqne. 

Nous  avons  vu  au  paragraphe  90,  remarque  II,  que,  pour  déterr 
miner  le  point  G,  on  pouvait  partager  les  forces  parallèles  en  plusieurs 
groupes  et  remplacer  les  forces  de  chaque  groupe  par  leur  résultante 
appliquée  au  centre  correspondant.  Utilisons  ici  cette  remarque  : 
pour  trouver  le  centre  de  gravité  G  d'un  corps,  on  pourra  partager  ce 

corps  en  plusieurs  parties  et  composer  les  poids  de  chacune  de  ces 

parties,  appliqués  aux  centres  de  gravité  correspondants. 

Soit  encore  un  corps  homogèi^e  présentant  une  cavité  ou  plusieurs 

cavités.  Supposons  les  cavités  remplies  par  la  matière  qui  constitue 

le  corps;    le  centre  de  gravité  G^  d\i 

corps  ainsi  rempli  est  le  centre  du  poids 

Pj,  appliqué  en  Gp  de  la  première  cavité 

rempli(%  du  poids  Pj,  appliqué  en  G^,  de 

la  seconde  cavité  remplie  et  du  poids  P 

appliqué  en  G  du  corps  considéré.  Si  ?„ 

est  le  poids  du  corps  supposé   plein, 

on  a  p_p,p.p 

donc, 

1*  =  P  —  P  —  P 

Si  nous  appliquons  en  G,  et  G^  les  forces  —  P,  et  —  P,  et  en  G^,,  la 
force  Pj,.  le  point  G  sera  le  centre  de  ces  forces  parallèles,  puisque  les 
forces  — P,  — Pj,  — P^,  équilibrent  la  force  P,,.  Cette  remarque  est 
utile  lorsqu'on  peut  déterminer  facilement  les  points  Gq,  Gp  G^. 
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93.  Centres  de  gravité  des  surfaces  et  des  lignes.  —  Consitférons 
un  solide  (loiil  une  dimension  osl  nL'{.îligL';iltU'  par  rapport  aux  dfux 
aulnes,  par  exemple  un  disque  plan,  une  lenille  de  papier,  le  corps 
ODUipiis  entre  deux  surfaces  parallèles  1res  voisines.  Le  centre  de 
gravité  de  ce  corps  est  appelé  le  centre  de  gravité  de  la  surface  ou  du 
disque  correspondant. 

Si  deux  dimensions  du  solide  sont  négligeables  par  rapport  à  la 
troisième,  par  exemple  un  fil,  un  tube  de  petit  iliauièlre.  le  centre  de 
gravité  de  ce  corps  sera  appelé  le  centre  de  gravité  de  la  ligne  avec 
laquelle  on  le  confond. 

Les  remarques  du  paragraphe  précédent  sont,  bien  entendu,  aj)pli- 
cables  aux  centres  de  gravité  des  surfaces  et  des  lignes.  Dans  une 
surface  homogène,  la  masse  est  proportionnelle  à  Taire;  dans  une 
ligne  homogène,  la  masse  est  proportionnelle  à  la  longueur. 

94.  Calcul  des  coordonnées  du  centre  de  gravité.  —  Considérons 
un  corps  solide  (T)  rapporté  à  trois  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires; désignons  par  a(.r,  //,  s)  la  densité,  au  point  A(.r,  ?/,  z),  de  ce 
corps,  c'est-à-dire  la  limite  vers  laquelle  tend  le  quotient  de  la  masse 
d'une  petite  sphère  du  centre  A  par  le  volume  de  celte  sphère,  lorsque 
le  rayon  tend  vers  zéro.  Si  le  corps  est  homogène,  a  est  une  constante. 
Partageons  le  corps  en  petits  parallélépipèdes  au  moyen  de  plans 
parallèles  aux  plans  de  coordonnées;  le  poids  d'un  ("lément  de  (T), 
dont  les  dimensions  sont  f/.r,  dy,  dz,  et  dont  un  point  intérieur  a  pour 
coordonnées  x,  ?/,  :,  sera  gu-dxdi/dz,  [j.  désignant  la  densité  au  point 
X,  7/,  z,  et  le  poids  total  du  corps  sera  Mg  =  '^ilgtxdxdydz,  la  somme  ^ 
s'étendant  à  toutes  les  cellules  intérieures  au  corps.  Appliquons  le 
théorème  des  moments  par  rapport  au  plan  ?/():  et  désignons  par 
;,  T,,  l  les  coordonnées  du  centre  de  graviti'.  On  aura 

}ilg;^'^(jlj.xdxdydz. 

Si  l'on  suppose  que  l'on  a  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  des 
mailles  en  faisant  tendre  vers  zéro  les  trois  dimensions  de  chacune 
d'elles,  on  a 

M=  /    /      u.dxdydz,         M;=:   /    /    1  ixxdrdydz, 

les  intégrales  triples  étant  étendues  au  volume  (T).  On  aurait  pu 
prendre  une  division  du  corps  en  petits  éléments  de  volume  dv  autre 
que  la  division  en  parallélépipèdes.  On  aurait  pu  aussi  suppo'-er  les 
axes  obliques  puis<(ue  le  lliéorèine  des  moments  par  rapport  à  un  plan 
est  encore  applicable.  On  obtient  ainsi  les  formules  générales 
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M  '-=    /'  /'  /  a(/r,  M  1=   f  f  (v-rdc,  M  Yj  =   /'  f  f[J.ydv, 

M^=  /' /'  fu.zdv. 

Si    le    corps    est    lioriiogène,    a    disparaît   dans   les    formules   qui 
donneul  ;,  r,,  C  quand  on  remplace  M  par  ^a  valeur. 
Lorsque  le  corps  est  une  surlace  (S),  on  a  les  formules- 

M=  f  j'çd'7.     },[;=  f  fç.rd'z,     Mr,=  f  fçyd'7,     },{■:=  f  J.zdz. 

dans   lesquelles  d<:  désigne  l'êlémenl  de  surface  et  p  la  densil»^;  les 
intégrales  douhles  sont  étendues  à  la  surface  (S).  Four  une  ligne  (Lj, 

M  =   /  '"/.  ds ,  M  ;  =  I ').  r  (/.v,  M  -ri  =  j  lij  ds ,  M  ^  =  j  'à  ;  ds , 

ds  étant  l'élément  linéaire  de  la  courbe  et  À,  la  densité;  les  intégrales 
sont  étendues  à  la  ligne  (L). 

Remarque.  —  Dans  les  calculs  précédents,  nous  avons  fait  croître 
indélîniment  le  nombre  n  des  points  matériels  qui  constituent  le  corps 
en  supposant  en  môme  temps  que  la  masse  de  chacun  d'eux  tende  vers 
zéro.  Au  lieu  des  sommes  il,  nous  obtenons  ainsi  des  intégrales 
délînies,  dont  le  calcul  peut  se  faire  au  moyen  des  fonctions  primitives. 
C'est  donc  une  raison  de  commodité  de  calcul  qui  conduit  à  cette 
opération;  les  sommes  -  sont  des  valeurs  approchées  des  intégrales 
et  varient  avec  le  nombre  des  éléments  de  division.  11  est  naturel  de 
les  remplacer  par  leurs  valeurs  limites. 

95.  Corps  ayant  des  symétries.  —  .Nous  supposerons,  dans  ce  para- 
graphe, que  le  corps  est  homogène,  et  nous  pourrons  toujours  admettre 
que  sa  densité  est  égale  à  un.  Les  éléments  de  symétrie  seront  relatifs 
au  corps  géométrique. 

/ieniarijiie  I.  —  .^'('  un  corps  admet  un  centre  de  syméirie^  le  centre  de 
f/ravilé  coïncide  avec  le  centre  de  s'/niélrie. 

Supposons  par  exemple  que  le  corps  soit  un  volume  (T)  et  que  le  centre 

df  symétrie  ()  soit  à  l'origine.  Considérons  l'intégrale   /    /      xdo \  non^ 

Iiouvons  partager  le  volume  (T)  ch  éléments  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  à  0  :  alors  dv  est  le  même  pour  deux  éléments  symétriques 
et  les  valeurs  de  x  sont  opposées.  La  somme  ilajrfu  est  toujours  nulle, 
donc  l'intégrale  est  nulle  et  ;^U;  de  mèmer,  =  ;^^0.  Le  même 
raisonnement  s'applique  à  une  surface  ou  à  une  ligne. 

Exfinples.  —  Le  centre  de  gravité  du  volume  ou  de  la  surface  d'un 
parallélépipède,  du  volume  ou  de  la  surface  d'une  sphère,  de  la  surface 
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OU  du  périmèlro  d'un  polygone  régulior  ou  d'un  cercle,  coïncide  avec 
le  centre  de  symétrie  de  la  ligure.  Le  centre  de  gravité  d'un  segment 
de  droite  est  au  milieu  de  ce  segment. 

licmarque  II.  —  Si  un  disque  plan  admet  un  diavièlre  correspondant 
à  une  direction  de  cordes,  le  centre  de  gravité  est  sur  ce  diamrtre. 

On  dit  qu'une  droite  (L)  est  un  diamètre  correspondant  à  une  direc- 
tion D,  si,  à  chaque  point  A  du  disque,  correspond  un  point  A'  tel  que 
le  segment  AA'  soit  parallèle  à  D  et  que  son  milieu  soil  sur  (L).  Si  D 
est  perpendiculaire  à  (L),  la  droite  (L)  est  un  axe  de  symétrie. 

Considérons  la  formule 

Mr,=   ffyd. 

et  supposons  que  l'on  ait  choisi  la  droite  (L)  comme  axe  des  .v  et  l'axe 
Oij  parallèle  à  D.  Nous  pouvons  partager  le  disque  en  éléments  super- 
ficiels admettant  deux  à  deux  le  diamètre  (L);  deux  éléments  corres- 
pondants ont  la  même  aire,  comme  on  le  voit  en  supposant  que  ces 
éléments  soient  des  parallélogrammes  ayant  leurs  côtés  parallèles  aux 
axes;  et  les  valeurs  de  y  correspondantes  sont  opposées.  Les  sommes 
lydG  sont  toujours  nulles;  il  en  est  donc  de  même  de  l'intégrale,  etT,=0. 

Le  raisonnement  ne  s'applique  pas,  en  général,  à  une  ligne,  parce 
que  deux  éléments  linéaires  admettant  le  diamètre  Ox  n'ont  pas,  en 
général,  même  longueur.  L'expression  de  l'élément  linéaire  ds  en 
fonction  de  .r,  par  exemple,  fait  intervenir  Tangle  de  la  tangente  avec 
Ox,  et,  pour  deux  éléments  correspondants,  les  valeurs  de  cet  angle 
diffèrent. 

Dans  le  cas  de  la  symétrie,  la  remarque  s'applique  à  une  ligne. 

Exemples.  —  Soit  un  triangle  ABC;  la  direction  BC  admet  le  diamètre 
AM:  la  direction  AC  admet  le  diamètre  BN;  le  centre  de  gravité  G  est  à 
liutersection  de  ces  diamètres,  c'est-à-dire  des  médianes  du  triangle. 

A  A 


Considérons  un  polygone  plan  quelconque,  un  pentagone  ARCDE, 
par  exemple.  Nous  pouvons  le  décomposer  en  trois  triangles  dont 
les  centres  de  gravité  sont  y,  y\  y" .  Le  pttint  (i  s'obtiendra  en  compo- 
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sant  trois  forces  parallèles  appliquées  en  y,  rj\  if'\  cl  proporlionnelles 
aux  aires  dos  triangles  correspondants. 

La  détermir)alion  se  pinn{)lifie  dans  le  cas  du  trapèze,  car  cette  figure 
admet  un   diamètre  pour  les  cordes  parallèles  aux  hases.  Soit  ABCD 


\ 


un  trapèze  :  la  droite  MN  qui  joint  les  milieux  de  \\i  et  de  Cl)  est  un 
diamètre  correspondant  à  la  direction  des  bases. 

La  diagonale  BD  partage  le  trapèze  en  deux  triangles  ABD  et  BDC 
dont  les  centres  de  gravité  g  et  g'  sont  sur  les  médianes  DM  et  BN,  au 
tiers  de  chacune  d'elles  à  partir  du  point  M  ou  du  point  N.  Il  faut  com- 
poser deux  forces  parallèles,  appliquées  en  g  et  g',  proportionnelles 
aux  aires  des  triangles.  Le  centre  de  ces  forces  sera  sur  gg'  ;  Le  point  (î 
est  donc  à  l'intersection  de  gg'  et  de  MN. 

Voici  une  autre  construction  commode  du  point  G,  souvent  utilisée 
en  statique  graphique.  On  peut  donner  aux  forces  appliquées  en  g  et  g' 
des  intensités  égales  à  AB  et  à  CD,  puisque  les  deux  triangles  ont  la 
même  hauteur;  on  peut  aussi  placer  ces  forces  parallèlement  à  AB; 
leur  résultante  sera  aussi  parallèle  à  AB.  Prenons,  comme  points 
dapplication,  les  points  de  rencontre  E,  V  de  ces  forces  avec  AD  :  ces 

points  divisent  .\D  en  trois  segments  égaux.  Les  forces  seront  EB'  et  FC'. 

La  résultante  ne  sera  pas  modifiée  si  on  ajoute  les  deux  forces  directe- 

->        — ^  ->        — i-  — >. 

ment  opposées  EA  et  FD.  Remplaçons  EA  et  EB'  par  leur  somme  EB 

et  remplaçons  ED  et  EC'  par  leur  somme  EC;  les  forces  EB  et  EC  se 
coupent  en  H  sur  la  résultante.  D'où  la  construction  suivante  :  on  par- 
tage le  cùlé  AD  du  trapèze  en  trois  parties  égales  par  les  points  de 
division  E  et  F.  Soil  H,  le  point  de  rencontre  de  BE  et  CF.  La  parallèle 
aux  bases  menée  par  H  rencuntre  le  diamètre  MN  au  point  G. 

Remarque  III.  —  Si  un  volume  admet  un  plan  diamélral  correspondant 
à  une  direction  de  cordes,  le  centre  de  gravité  est  dans  le  plan  diamétral. 

On  dit  qu'un  plan  (P)  est  un  plan  diamétral  correspondant  à  une 
direction  D,  si  à  chaque  point  A  du  corps  correspond  un  point  .\'  tel 
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que  la  droite  AA'  soit  parallèle  à  D  et  que  le  milieu  du  segment  AA' 
soit  dans  le  plan  (P).  Si  D  est  perpendiculaire  à  (P),  le  plan  (P)  est  un 
plan  de  symétrie.  Considérons  la  formule 


y]:=  fffzdv, 


et  supposons  que  l'on  ait  choisi  le  plan  (P)  comme  plan  des  .m/  et  l'axe 
0:.  parallèle  à  D.  Nous  pourrons  partager  le  volume  (T)  en  êlémcnls 
admettant  deux  à  deux  le  pian  cliamélral  (P);  les  volumes  de  ces  deux 
éléments  sont  égaux,  comme  on  le  voit  en  supposant  que  ce  soni  des 
parallélépipèdes  dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  axes,  et  les  valeurs 
de  ;  correspondantes  sont  opposées  Les  sommes  "^zdv,  formées  de 
termes  opposés  deux  à  deux,  sont  toujours  nulles;  il  en  est  donc  de 
même  de  l'intégrale,  et  ^  =  0. 

Le  raisonnement  ne  s'applique  pas,  en  général,  à  une  surface  ni  à 
une  ligne,  parce  que  deux  éléments  admettant  le  plan  diamétral  (P) 
n'ont  pas,  en  général,  même  aire  ou  même  longueur.  L'expression  de 
l'élément  d'aire  dn,  en  l'onction  de  x  et  y  par  exemple,  fait  intervenir 
l'angle  de  la  normale  à  la  surface  avec  0:  et,  pour  deux  éléments 
correspondants,  les  valeurs  de  cet  angle  diffèrent. 

Dans  le  cas  de  la  symétrie,  le  résultat  s'applique  à  une  surface  et 
à  une  ligne. 

Fxemple.s.  —  1°  Soit  un  prisme  triangulaire  AjB,C,AoBX2  :  la  direction 
B,Cj  admet  un  plan  diamétral  passant  par  A,A^  et  le  milieu  M,  de  B,G,  ; 
e  centre  de  gravité,  est  dans  ce  plan;  il  est  aussi  dans  le  plan  diamé- 


tral de  la  direction  AjC,.  plan  qui  passe  par  BjB^  et  le  milieu  N,  de  A,C,. 
Le  centre  de  gravité  G  est  sur  la  droite  d'intersection  GjG.^  de  ces  deux 
plans.  Il  est  aussi  dans  le  plan  équidistanl  des  bases,  plan  diamétral 
pour  la  direction  des  arêtes;  donc  G  est  au  milieu  de  G^iiy  Comme  (i, 
et  G.,  sont  les  centres  de  gravité  des  disques  plans  formés  par  les  bases, 
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0  est  au  milieu  du  segment  qui  joint  ces  centres  de  gravité  :  c'est  aussi  le 
centre  de  gfavilt'  du  disque  f'oruié  par  la  section  équidistante  des  bases. 

Considérons  inaiiiti'uant  un  prisme  penla^j^onal  .\,H,(1,I),E,A,|{/j^D.E,; 
nous  pouvons^  à  laide  de  plans  diagonaux,  le  partager  en  trois  prismes 
triangulaires,  indiqués  sur  la  ligure.  Les  centres  de  gravité  g,  g',  g'  de 
ces  trois  prismes  coïncident  avec  les  centres  de  gravité  des  sections 
moyennes.  Pour  avoir  le  centre  de  gravité  G  du  prisme  pentagonal,  il 
(aut  composer  trois  forces  parallèles  appliquées  en  g.  g',  g"  et  propor- 
tionnelles aux  poids  des  prismes  correspondants.  Ôr.  le  poids  de  chaque 
prisme  est  proportionnel  à  la  surface  du  triangle  de  base  puisque  le 
corps  est  homogène  et  que  les  prismes  ont  la  même  hauteur.  Il  faut 
donc  composer  des  forces  parallèles,  appliquées  en  g,  g',  g",  et  égales 
aux  surlaces  des  triangles  dont  ces  points  sont  les  centres  de  gravité. 
C>n  ol)tienl  ainsi  le  centre  de  gravité  de  la  section  moyenne.  Ce  résultat 
s'étend  aussitiH  à  un  cylindre  limité  par  deux  plans  parallèles,  en 
inscrivant  un  prisme  dans  ce  cylindre  et  en  augmentant  indéliniment 
le  nomhre  des  côtés  du  polygone  de  hase  de  façon  que  chacun  d'eux 
tende  vers  zéro.  Ainsi  : 

Af  rentre  de  gravité  d'un  prisvip  ou  d'un  cylindre  coïncide  avec  le 
centre  de  gravite  de  la  section  mogenne.  Ce  point  est  aussi  le  milieu  du 
segment  qui  joint  les  centn^s  de  gravité  des  bases. 

i"  Considérons  un  tétraèdre  DABC:  la  direction  de  chaque  arête 
admet  un  plan  diamétral.  Pour  BC,  le  plan  diamétral  passe  par  AD  et  le 


milieu  M  de  BC;  pour  AC,  le  plan  diamétral  passe  par  BD  et  le  milieu  N 
de  .\C.  Ces  deux  plans  se  coupent  suivant  D(t^;  G^,  point  de  rencontre  des 
médianes  AM  et  BN  du  triangle  ABC,  est  le  centre  de  gravité  du  disque 
ABC.  Le  centre  de  gravité  est  sur  DG,;  il  est  donc  aussi  sur  AG^,  G^ 
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étant  le  centre  de  gravité  du  disque  triangulaire  KCD.   Le  point  de 
rencontre  G  de  ces  droites,  contenues  l'une  et  i"aulre  dans  le  plan  AlJ.M, 

est  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre.  Or,  MG,  =  ^MA  et  M(î.^=:.^MD, 

de  sorte  que  la  droite  0,0.^  est  parallèle  à  AD  et  égale  a  qAD;  donc, 

les  triangles  GAD  et  GGjG^  sont  semblables,  le  rapport  de  similitude 

étant  n,etGG,  =  ^GD.  Par  suite  le  point  G  est  sur  la  droite  DG,,  au 

quart  du  segment  DG,  à  partir  de  la  base.  On  remarquera  que  le 
point  D  est  un  sommet  quelconque  du  tétraèdre. 

-Menons  le  plan  parallèle  au  plan  ABC  passant  par  G.  Il  coupe  les 
arêtes  issues  de  D  au  quart  de  chacune  d'elles  à  partir  de  la  base  et 
les  plans  diamétraux  suivant  les  médianes  du  triangle  de  section;  le 
point  G  est  donc  le  centre  de  gravité  du  disque  plan  formé  par  la 
section. 

Considérons  maintenant  une  pyramide  penlagonale  SABCDE;  à 
l'aide  de  plans  diagonaux,  on  peut  la  partager  en  trois  tétraèdres.  Un 
raisonnement  tout  à  fait  semblable  à  celui  que  nous  venons  de  faire 
pour  le  prisme  montrera  que  le  centre  de  gravité  G  coïncide  avec  celui 
du  disque  obtenu  par  une  section  plane  parallèle  au  plan  de  base,  à 
une  dislance  de  ce  plan  égale  au  quart  de  la  hauteur  de  la  pyramide, 
et  que  ce  point  est  sur  la  droite  qui  joint  le  sommet  S  au  centre  de 
gravité  G,  de  la  base.  Ce  résultat  s'étend  au  cas  du  cône  par  un  passage 
à  la  limite  pareil  à  celui  qui  a  été  fait  pour  le  cylindre.  Ainsi  : 

Le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  ou  d'un  cône  coïncide  avec  le 
centre  de  gravité  de  la  section  faite  par  un  plan  parallèle  à  celui  de  la 
base  à  une  distance  de  ce  dernier  égale  au  quart  de  la  hauteur.  Ce 
point  est  aussi  sur  le  segment  qui  joint  le  sommet  au  centre  de  gravité  de 
la  base,  au  quart  de  ce  segment  à  partir  de  la  base. 

Remarque.  —  Nous  venons  de  déterminer  les  centres  de  gravité  dun 
certain  nombre  de  corps  homogènes  ayant  des  formes  géométriques 
simples,  sans  calculer  les  intégrales  définies  du  paragraphe  précédent. 
Nous  avons  employé  pour  cela  deux  procédés  qui  peuvent  être  utiles 
dans  d'autres  cas  : 

1°  nous  avons  décomposé  le  corps  en  portions  plus  simples  pour 
lesquelles  la  détermination  du  centre  de  gravité  est  plus  facile. 

2°  nous  avons  cherché  les  éléments  de  symétrie  des  corps  et  utilisé 
les  remarques  correspondantes  relatives  à  la  position  du  centre  de 
gravité. 
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96.  Solide  soumis  à  des  liaisons.  —  On  dit  qu'un  solide  n"est  pas 
libre  dans  une  rrf^ion,  lorsqu'il  ne  peut  pas  prendre  une  position 
arbitraire  dans  cette  région;  il  se  trouve  au  contact  d'autres  corps, 
sijlides  ou  non.  Une  échelle  double,  par  exemple,  est  composée  de 
deux  solides  non  libres.  Chacun  des  montants  de  l'échelle  est  un 
solide  reposant  sur  le  sol,  tiré  par  la  corde  qui  réunit  les  deux 
montants  et  réuni  à  l'autre  montant  par  une  tige  rigide  qui  traverse 
les  extrémités  supérieures  des  deux  montants. 

Quand  un  corps  solide  n'est  pas  libre,  on  dit  qu'il  est  <jêné  ou  encore 
sou7nis  à  des  liaisons.  Les  corps  qui  s'opposent  au  déplacement  arbitraire 
du  solide  servent  à  réaliser  ces  liaisons.  A  chaque  point  de  contact  du 
solide  et  d'un  autre  corps,  le  solide  est  soumis  à  une  action  ou  réaction. 
Nous  dirons  que  la  liaison  correspondante  est  réalisée  sans  frottement 
si  cette  action  est  normale  à  un  plan  tangent  commun  aux  deux  corps. 

L'étude  de  l'équilibre  d'un  solide  non  libre  se  ramène  à  celle  du 
solide  libre.  Il  suflit  d'introduire,  pour  chaque  liaison,  les  réactions 
correspondantes.  Le  corps  solide  peut  alors  être  considéré  comme 
libre  sous  l'action  des  forces  extérieures  qui  lui  sont  appliquées  et  des 
réactions  ou  forces  de  lidison. 

Quand  un  solide  est  soumis  à  des  liaisons,  il  peut  prendre,  en  général, 
certains  déplacements.  On  dit  qu'un  déplacement  est  compatible  avec 
ces  liaisons  lorsque,  dans  ce  déplacement,  les  liaisons  sont  maintenues. 
Si  un  solide  repose  sur  une  table  par  une  face  plane,  le  glissement  du 
solide  contre  la  table  est  compatible  avec  la  liaison,  mais  si  on 
soulève  le  corps  au-dessus  de  la  table,  on  obtient  un  déplacement  non 
compatible  avec  les  liaisons. 
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Nous  allons  éludier  les  coiuiiliuris  (ii'quilihro  duu  solide  soumis  à 
des  liaisons  simples  :  solide  ayant  un  point  lixe,  une  droite  fixe, 
reposant  sur  un  plan  lixe.  et  nous  supposerons  les  frottements 
négligeables. 

97.  Solide  ayant  un  point  fixe.  —  Soit  0  le  point  lixe  du  solide, 
nous  imaginerons  que  l'on  a  creusé  dans  le  solide  une  cavité  ayant  la 
forme  d'une  très  petite  sphère  et  qu'une  bille  spliérique  fixe  de  centre  0 
est  engagée  dans  la  cavité.  Le  solide  est  mobile  autour  de  la  bille 
sphérique  dont  le  rayon  est  un  peu  plus  petit  que  celui  de  la  cavité. 


OC  .'P 

Les  deux  surfaces  sphériques  se  touchent  en   un  point  \.  La  bille 

— > 
exerce  sur  le  solide  une  réaction  R.  et  le  solide  exerce  sur  la  bille  une 

— -V 

action   directement  opposée  P.   Le  frottement  étant  négligeable,  les 

forces  R,  et  ,P  passent  par  0;  on  dit  aussi  que  R  est  la  réaction  du 
point  0.  Le  solide  peut  être  considéré  comme  libre  sous  l'action  de  la 

force  R  et  des  forces  extérieures  F,,  F,,  Fj  . . .  qui  lui  sont  appliquées. 

Ces  forces  doivent  se  faire  équilibre,  donc  Fj,  F,,  F3  . . .  forment  un 

système  équivalent  à  une  force  unique  R'  (opposée  à  R)  passant  par  0. 
11   faut  et  il  suffit  pour  cela  que  le  moment  résultant  au  point  0,  le 

vecteur  OG,  soit  nul. 

Réciproquement,  si  OG  est  nul,  les  forces  extérieures  sont  équiva- 
lentes à  une  force  R'  passant  en  0;  le  solide  est  en  équilibre  sous 
laction  des  forces  extérieures  et  de  la  force  R  directement  opposée 

à  R'.  On  admet  que  cette  force  R  représente  bien  la  réaction  qui  se 
développe  au  contact  de  la  bille  fixe. 
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Conditions  (inali/tiiiucs.  —  Prenons  O  comino  origine  des  coor- 
dormées;  soient  \,  Y,  Z  les  composantes  de  la  résultante  générale; 

L,  M,  N  celles  du  nnjinent  résultant  0(1  des  Hjrces  extérieures; 
\',  Y',  //,  celles  de  la  réaction.  Les  six  conditions  de  l'équilibre 
donnent 

\-+-X'  =  0,         L  =  (), 

Yh-Y'  =  0,         M  =  0. 

Z  +  Z'  =  0,         N=«). 

Les  trois  dernières  fournissent  les  conditions  de  l'équilibre  du 
solide  lixé  en  ();  les  trois  premières  donnent  les  composantes 
—  \, — Y',  — Z,  de  la  réaction.  En  résumé  : 

Pour  qu'un  solide  ayant  un  point  fixe  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il 
suffît  que  le  moment  résultant  au  point  fixe  des  forces  extérieures  qui 
agissent  sur  le  corps  soit  nul. 

On  suppose  toujours  que  la  force  P  ne  produit  pas  la  rupture  du 
support,  la  bille  0. 

/ieinartiuc.  —  Le  solide  étant  en  équilibre,  donnons-lui  un  petit 
déplacemenlvirbitraire  compatible  avec  la  liaison.  Ce  déplacement  sera 
une  petite  rotation  autour  d'un  axe  A  passant  par  le  point  0.  Calculons 
la  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  extérieures  qui  agissent 

sur  le  solide.  Pour  la   force   F,,  le  travail  élémentaire  est  égal  au 

produit  du   moment  de   F^  par  rapport  à  Taxe  A  par  l'angle   50  de 

rotation;  on  a  de  même  le  travail  de  F^  etc.  La  somme  des  travaux 
est  égale  au  produit   par  oO   de  la  somme  des  moments  des   forces 

Fp  Fj,  Fj,  . . . ,  c'est-à-dire  au  moment  résultant  du  système  par  rapport 

— '-> 
il  l'axe  A,  moment  qui  est  égal  à  la  projection  de  OG  sur  A.  Ce  travail 

—V 

est  nul,  puisque  OG  est  nul. 

Réciproquement,  si  le  travail  élémentaire  est  nul  pour  tout  dépla- 
cement compatible  avec  la  liaison,  OG  a  une  projection  nulle  sur  un 
axe  quelconque  issu  de  0  ;  ce  vecteur  est  nul,  et  le  solide  est  en  équilibre. 

98.  Solide  ayant  un  axe  fixe.  —  Le  maintien  de  la  fixité  d'un  axe  ::' 
d'un  solide  est  une  des  liaisons  le  plus  fréquemment  employées.  On 
creuse  dans  le  solide  une  cavité  ayant  la  forme  d'un  cylindre  circulaire 
et  on  engage  dans  la  cavité  un  cylindre  plein,  d^axe  ;-'  et  de  rayo 
un  peu  plus  petit,  maintenu  fixe  :  c'est  le  cas  des  charnières  de 
couvercles  des   boîtes   qui    s'ouvrent  par  rotation  du  couvercle,  de 
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F' 


gonds  des  portes  el  fenêtres,  des  essieux  des  roues  de  voitures.  On 
peut  aussi  (ailler  une  ou  plusieurs  parties  du 
solide  en  fornie  de  cylindre  circulaire  et  engager 
ces  parties  cylindriques  dans  des  cylindres  creux 
de  uiènie  rayon  :  c'est  le  cas  des  arbres  horizon- 
taux des  machines,  maintenus  par  des  coussinets, 
des  arbres  verticaux  maintenus  par  des  crapau- 
dines.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  des  épaulements 
empêchent  le  solide  de  glisser  le  long  de  Taxe  zz' . 
Aux  points  de  contact  du  solide  et  de  la  pièce 
qui  assure  la  fixité  de  l'axe  se  développent  des 


Ç' 


oJL^ 


^n^ 


réactions  R  qui  rencontrent  :;'  ou  lui  sont  paral- 
lèles, parce  que  les  surfaces  en  contact  sont  des 

surfaces  de  révolution  autour  de  =:'  et  que  les  réactions  sont  normales 

à  ces  surfaces,  puisqu'on  néglige  le  frottement. 

On  suppose  le  solide  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  extérieures 

F,,  Fg,  F3  ...  el  des  réactions  R.  La  somme  des  moments  de  toutes 

ces  forces  par  rapport  à  l'axe  z-J  est  nulle;  comme  les  réactions  R, 
situées  dans  un  même  plan  avec  l'axe,  ont  des  moments  nuls,  on  voit 
que  le  moment  résultant  des  forces  extérieures  par  rapport  à  l'axe  est 
nul. 

Réciproquement,  supposons  que  ce  moment  soit  nul  :  nous  pourrons 

remplacer  les  forces  Fp  F^,  F^  ...  par  une  force  OR  et  un  couple 

— ^v 

d'axe  OG,  le  point  0  étant  un  des  points  de  Taxe  où  se  trouve  un 

épaulement.  Le  vecteur  OG  est  normal  à  zs',  puisque  sa  projection  sur 
%-J  est  nulle;  le  plan  du  couple  passe  par  2-'  et  on  peut  le  représenter 

par  deux  forces  opposées  F  et  F',  la  force  F  étant  appliquée  au  point  O 
et  la  force  F'  étant  appliquée  en  un  point  quelconque  0'  de  l'axe;  on 
peut  supposer  que  00'  est  le  bras  de  levier  et  que  les  forces  F  et  F' 
sont,  par  suite,  normales  à  l'axe.  Les  forces  F  et  OR  ont  une  somme  P 
et  le  système  des  deux  forces  P  et  F'. peut  être  équilibré  par  des  réac- 
tions directement  opposées  Q  et  Q'  provenant  de  l'axe  fixe. 

En  réalité,  le  point  0'  étant  choisi  arbitrairement  sur  Taxe,  on  obtient 
ainsi  une  infinité  de  distributions  de  réactions,  dont  l'une  au  plus 
pourrait  correspondre  à  la  réalité.  On  admet  que  la  possibilité  de 

trouver  des  forces  Q  et  Q'  rencontrant  l'axe  et  équilibrant  les  forces 
extérieures  suffit  pour  être  assuré  de  l'équiliijre  du  corps.  Le  calcul  des 
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rraclioiis  réellement  (iéveloppécs  n'est  pas  possililr'  si  on  suppose  le 
solide  rigoiireiisenient  indi-forniahle. 

Nous  avons  trouve  une  réaction  O'  normale  ù  Taxe  :  il  n'est  donc  pas 
nécessaire  (ju'il  y  ait  un  épaulemenl  en  U  ,  le  solide  peut  glisser  le 
long  de  Taxe  au  voisinage  de  0'.  l^a  liaison  est.  en  ed'et,  obtenue  géomé- 
lri(iuement  en  fixant  le  point  0  et  en  guidant  le  solide  en  un  autre 
point  O',  au  moyen  de  l'axe  ::'. 

Conditions  anal ij tir/ lies.  —  Prenons  Taxe  de  rotation  comme  axe 
des  :,  le  point  O  comme  origine,  et  supposons  que  la  fixité  de  Taxe 
ail  été  obtenue  par  la  fixité  du  point  0  et  d'un  autre  point  0'  de  cote  h. 
Soient  X',  Y',  Z';  X",  Y",  Z",  les  composantes  des  réactions  en  0  et  0'; 
les  coordonnées  de  ces  réactions  sont 

X',  Y',  Z',  0.       G,  0. 

X",  Y",  Z",  —h\"',  AX",  U; 

et  les  six  équations  déquilibro  deviennent 

X  -I-  X'  -4-  X'  =  0,  L  —  //Y"  =  0, 
Y  -h  Y '  +  Y"  =  0,  M  -i-  li\"  =  0. 
Z-+-Z'-f-Z"  =  0,.  N  =  0. 

La  dernière  équation  N  =  0  fournil  la  condition  d'équilibre.  Les- 
cinq  autres  servent  au  calcul  des  réactions;  les  quatre  équations  des 
deux  premières  lignes  donnent  X'.  Y',  X",  Y"  et  il  reste,  pour  calculer 
Z'  et  Z",  l'équation  unique 

Z'-i^Z"  =  — Z, 

qui  ne  fournit  que  leur  somme.  Ouand  il  n'y  a  pas  d'épaulement  en  0'. 
on  a  Z"  =  0  et  Z'  =  —  Z. 

limnarque.  —  Nous  rencontrons  ici  un  cas  oi'i  la  statique  d'un  système 
invariable   ne  permet  pas  de  calculer  les  réactions. 

Au  point  de  vue  géométrique,  il  suffit  de  tixer  le  point  0  et  de 
laisser  le  corps  glisser  librement  sur  0:  au  point  0'  pour  que  le  seul 
mouvement  possible  soit  une  rotation  autour  de  0-.  Les  réactions  sont 
alors  déterminées.  Si  l'on  fixe  le  point  (/,  on  introduit  une  condition 
géométrique  surabondante  et  les  réactions  sont  indéterminées.  Il  y  a 
là  un  fait  général  que  l'on  retrouvera  dans  tous  les  cas  semblables. 

Au  point  de  vue  mécanique,  il  faut  observer  que  les  corps  ne  sont 
pas  indéformables.  La  fixité  des  points  0  et  U'  empêche  la  libre  défor- 
mation du  corps  puisque  la  distance  OO'  est  invariable  :  la  détermi- 
nation des  réactions  est,  d'autre  part,  impossible.  S'il  n'y  a  pas  d'épaule- 
ment en  0',  on  peut  supposer  que.  après  une  petite  déformation  du  corps, 
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on  a  ramoné  on  0  le  point  qui  y  olail  daburd  ol.  dans  le  voisinage 
de  0'  el  sur  ()()',  le  point  d'abord  placé  en  0'.  La  déformation  a  été 
possible.  Ici  encore,  il  y  a  un  fait  gonoral  (jue  Ton  relrouvora  dans 
tous  los  cas  semblables  :  la  statique  fournit  los  réactions  quand  le 
corps  peut  librement  se  déformer;  dlo  ne  los  fournit  pas,  quand  le 
corps  est  gêné  dans  ses  déformations. 

Cas  où  le  riirps  peut  glisser  le  long  de  l'axe.  —  Dans  ce  cas,  comme 
on  néglige  le  frottement,  les  réactions  sont  normales  à  l'a.ve,  les 
équations  deviennent,  en  supposant  Z=  Z"  =  0, 

X 


X'  +  X"  =  0,  • 

L  —  h\"  =  0, 

Y'  +  Y"  =  0, 

M  +  /«X"  =  0, 

Z=(), 

N  =  0. 

Les  équations  de  la  dernière  ligne  fournissent  les  conditions  d'équi- 
libre. Celles  des  deux  premières  donnent  les  composantes  des  réactions 
en  0  et  0'. 

En  résumé  : 

Pour  quun  solide,  mobile  autour  d'un  axe  fixe  le  long  duquel  il  ne 
peut  glisser,  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  le  moment  résul- 
tant, par  rapport  à  l'axe,  des  forces  extérieures  qui  agissent  sur  lui  soit 
nul. 

Si  le  corps  peut  glisser  le  long  de  iaxe,  il  faut  et  il  suffit  :  1"  que  le 
moment  résultant  des  forces  extérieures,  par  rapport  à  l'axe,  soit  nul; 
2"  que  la  somme  des  projections  des  forces  extérieures  sur  l^axe  soit 
nulle. 

Remarque.  —  Dans  le  premier  cas,  les  déplacements  compatibles 
avec  les  liaisons  sont  les  rotations  autour  de  0:;.  La  somme  des  travaux 

élémentaires  des  forces  F,,  ¥^,  Fj  . .  .  pour  une  petite  rotation 
d'angle  oO  autour  de  Oc,  est  NoO.  Elle  est  nulle  si  le  corps  est  en  équi- 
libre et  réciproquement,  si  cette  somme  est  nulle,  N  ^  0,  et  le  corps  est 
en  équilibre. 

Dans  le  second  cas,  les  déplacements  sont  des  rotations  autour 
de   0::    et    des   glissements    le    long  de    ():.    Un    petit   déplacement 

est  défini  par  une  rotation  d'angle  oO  et  une  translation  o:;  dans  la 

—>  -> 

translation,  le  travail  élémentaire  de  Fj  est  Z,ci-.  celui  de  \\  est  Z.,o:, 

etc.  La  somme  de  ces  travaux  est  Zoz.  Le  travail  élémentaire 'pour 
un  petit  déplacement  est  ZS:-t-NoO.  Si  le  corps  est  en  équilibre,  Z 
€t  N  sont  nuls,  et  ce  travail  est  nul -quels  que  soient  5:  et  oO.  Récipro- 
quement, si  ce  travail  est  nul  quels  que  soient  oz  et  oO,  on  a  Z  =  N  =  0, 
€t  il  y  a  équilibre. 


EQU1LIBRI-:    DU    SOLIDK    NON    MHIIK  459 

99.  Solide  reposant  sur  un  plan  fixe.  —  Le  frolfement  étant 
négligeable,  lu  reaction  du  plan,  en  chacun  des  points  de  contact  du 
solide  et  du  plan,  est  normale  a  ce  plan.  Toutes  les  réactions  ont  une 

— V 

résultante  K  normale  au  plan,  dirigée  du  côté  de  l'espace  où  est  le 
solide  et  rencontrant  ce  plan  en  un  point  situé  à  l'intérieur  de  toute 
courbe  fermée  convexe  entourant  les  points  de  contact.  Celte  résul- 
tante U  doit  équilibrer  les  forces  extérieures  K,,  Fj,  F,  ....  Donc,  il 

est  nécessaire  que  les  forces  extérieures  aient  une  résultante  unique  F, 
normale  au  plan,  dirigée  de  manière  à  appuyer  le  corps  sur  le  plan  et 
le  rencontrant  à  l'intérieur  de  tout  contour  convexe  entourant  les 
points  d'appui.  On  peut,  en  particulier  considérer  le  polygone  con- 
vexe dont  les  sommets  sont  des  points  d'appui  et  qui  ne  laisse  aucun 
point  d'appui  à  l'extérieur  de  la  surface  qu'il  limite  :  ce  polygone 
porte  le  nom  de  pohjgonc  de  sustentation.  Si  les  points  sont  en  ligne 
drcjite,  le  polygone  de  sustentation  se  réduit  au  segment  de  droite  qui 

—V 

unit  les  points  d'appui  extrêmes.  La  résultante  P  doit  rencontrer  la 
surface  limitée  par  le  polygone  de  sustentation. 

Réciproquement,  supposons  remplies  les  conditions  précédentes  : 

1"  Il  n'y  a  qu'un  point  d'appui  A;  le  polygone  de  sustentation  se 

— ^v 

réduit  au  point  A,  la  force  P    doit  passer    par    A,    elle    peut    être 

équilibrée  par  une  réaction  R  directement  opposée  et  l'on  admet  que 
cette  réaction  se  produit  réellement.  Le  solide  est  en  équilibre. 

2"  Il  y  a  deux  points  d'appui  A,  et  \.,:   la  force  P   rencontre    le 

segment   A,.\.^   en    un    point  A.   On   peut    remplacer   la  force  P  par 

deux  forces  parallèles  et  de  même  sens  P,  et  P.,  passant  par  A,  et  A,; 

ces   forces    peuvent   être    équilibrées   par  des   réactions  directement 

—V        — y 
opposées  R,  et  R^  et  l'on  admet  qu'elles  se  produisent  réellement.  Le 
solide  est  en  équilibre. 

3"  Il  y  a  trois  points  d'appui  A,,  A„  A.,  non  en  ligne  droite  ;  la  force  P 
rencontre  le  triangle  en  un  point  A  intérieur  ou  situé  sur  le  contour. 
La  droite  AjA  rencontre   le  segment  A.^Aj  en   un  point  A'.   On  peut 

remplacer  P  par  deux  forces  parallèles  et  de  même  sens  P,  et  P' 
appliquées  en  Aj  et  A'  puisque  A  est  sur  le  segment  A^\'. 

—V 

De  même,  A'  étant  situé  sur  le  segment  A^A,,  on  peut  remplacer  P' 

par  deux    forces  parallèles   et   de  même  sens,   Pj  et  P3,  appliquées 

—V    — >    —y 
en  A.^  et  Aj.  Les  troisw  forces  Pp  P.,,  P;,,  peuvent  être  équilibrées  par 
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trois  réactions  directement  opposées  R,,  R^,  R3.  On  admet  que  ces 
réactions  se  développent  réellement,  f.e  solide  est  alors  en  équilibre. 

S'il  y  a  plus  de  deux  points  d'appui  sur  une  droite,  on  voit  que  les 
réactions  ne  sont  pas  déterminées,  (u'ométriquoment,  si  deux  points 
du  corps  sont  sur  le  plan,  il  en  est  de  même  pour  tous  les  points  du 
corps  en  ligne  droite  avec  ces  deux  points.  Exprimer  (jue  l'un  d'eux 
est  sur  le  plan,  c'est  exprimer  une  condition  surabondante. 

D'ailleurs,  le  solide  ne  peut  pas  se  déformer  librement  car,  après 
une  petite  déformation,  on  ne  pourrait  plus  le  placer  sur  le  plan  de 
manière  que  les  points  soient  encore  en  ligne  droite. 

4°  Il  y  a  plus  de  trois  points  d'appui  non  situés  tous  en  ligne  droite; 

la  force  1*  perce  le  polygone  de  sustentation  en  un  point  non 
extérieur  A  qui  est  situé  dans  plusieurs  triangles  ayant  des  points 
d'appui  comme  sommets.  Si  AjA.Aj  est  un  de  ces  triangles,  on   peut 

équilibrer  la  force  F.  par  trois  forces  R,.  H^,  R3.  appliquées  en  Aj,  A.^,  A3 
comme  nous  venons  de  le  voir.  On  peut  supposer  que  toutes  les  autres 
réactions  sont  nulles.  On  admet  que  la  possibilité  de  trouver  un 
système  de  réactions  équilibrant  les  forces  extérieures  suffit  pour  que 
l'équilibre  soit  réalisé.  Le  problème  de  la  détermination  des  réactions 
est  ici  indéterminé.  Le  solide  ne  peut  pas  en  l'Ifet  se  déformer 
librement  si  le  plan  d'appui  est  indéformable  et  s'il  y  a  plus  de  trois 
points  d'appui.  La  statique  du  solide  permet  le  calcul  des  réactions 
d'une  table  à  trois  pieds  mais  non  d'une  table  à  quatre  pieds. 

Conditions  analytiques.  —  Supposons,  par  exemple,  qu'il  y  ait  quatre 
points  d'appui.  Prenons  le  plan  d'appui  comme  plan  des  xy,  l'axe  Oz, 
normal  à  ce  plan,  et  dirigé  du  c<')té  de  l'espace  où  se  trouve  le  corps.  Si 
f/j.  b^,  0;  a,,  />.,,  0;  «3,  h.^,  0;  a^,  h,,  0  sont  les  coordonnées  des  points 
d'appui,  les  coordonnées  des  réactions  seront 


0, 

0, 

-H., 

-KK 
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0, 

0, 

0, 

—  H., 

—  0.,R.., 
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0, 

0, 
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0, 

et  les  six  conditions  d'équilibre  donnent 

X  =  0,         L  —  é.Rj  —  /^R,  —  bJ\^  —  b.K.  —  0, 
Y  =  0.         M  -h  a,R,  4-  aM>  4-  a.J\^  -i-  a, H,  =0, 

Les  conditions  d'équilibre  sont  \  =  0,  Y  =  0,  N=0.  On  en  déduit 
LX  +  MY  -f-  \Z  r=  0  ; 
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— V    — >    — V  — > 

donc,  les  forces  F,,  F,,  F3,  .  .  .  ont  une  résullanle  iinifjue  !*,  parallèle  à 
0;  et  mesurée  par  Z.  D'ailleurs. 

—> 
la  force  P  appuie  le  corps  sur  le  plan.  Soit  A  (a,  h,  0)  le  point  où  cette 

résultante  perce  le  plan  des  xy,  on  aura 

L  =  bZ,  M  =  — fïZ; 

el.  par  suite, 

//       /.  D     ,   /  i>     ,   /  i>     ,    /  i>  ;       />,H,-l- A,H., -hi,R,-+-*.H. 

b/.  =  é,R,  -h  bM,  -f-  b,\{^  -+-  b,\\,,       h  =      '^^_^■^^-_^^(/^^^  '  ^ 

V  D     ,       L.     ,       n     ,       i>  a.Il, -f-«,H., -l-a,R, -f-a.R, 

a  A  =  a.R.  +  aM,  -4-  a,K,  +  .,R,,         a  =        '^^  ^-r;^r;4.  h/      ' 

La  valeur  de  a  est  comprise  entre  le  plus  grand  el  le  plus  petit  des 
nombres  a^,  a.,,  a.^,  a^;  la  valeur  de  b  est  comprise  entre  le  plus  grand  et 
le  plus  petit  des  nombres  b^,  b:^,  b.-^.  b,.  Donc,  le  point  A  est  à  l'intérieur 
du  polygone  de  sustentation. 

Les  trois  équations  universelles  d'équilibre  qui  contiennent  les  réac- 
tions n'en  permettent  pas  le  calcul  complet.  S'il  n'y  a  que  trois  points 
d'appui,  on  peut  les  calculer  quand  ces  points  ne  sont  pas  en  ligne 
droite. 

En  résumé  : 

l'oitr  qu'un  solide  reposant  sur  un  plan  soit  en  éqiiilibre,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  forces  extérieures  agissant  sur  ce  solide  aient  une  résultante 
unique  perpendiculaire  au  plan  el  dirigée  de  manière  à  appuyer  le  corps 
sur  le  plan.  Il  faut  en  outre  que  cette  résultante  perce  le  plan  en  un  point 
non  extérieur  au  polygone  de  sustentation. 

/{l'inarque.  —  Donnons  au  solide  un  déplacement  compatible  avec 
les  liaisons,  c'est-à-dire  un  déplacement  qui  le  laisse  sur  le  plan.  Ce 
déplacement  est  une  rotation  de  l'angle  oO  autour  d'une  parallèle  À  à 
0:  m(^née  par  le  centre  instantané  de  rotation.  La  somme  des  travaux 
élémentaires  des  forces  extérieures  est  N'50,  N'  désignant  le  moment 
résultant  de  ces  forces  par  rapport  à  A.  Si  x„,  _»/„  sont  les  coordonnées 
du  pied  de  A  sur  le  plan  des  xy,  on  a 

>■'  =  >■ -(•'•„v-,v„x). 

Si  le  corps  est  en  équilibre,  on  a  N  =:  X  ^  Y  =  U  et  N'oO  =  0.  Réci- 
proquement, si  la  somme  des  travaux  élémentaires  est  nulle  quel  que 
soit  le  déplacement,  on  a 

quels   que   soient  J^oi  î/o-   Donc   N=X=:Y  =  0,    et  le   corps  est  en 
équilibre. 
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100.  Principe  des  travaux  virtuels.  —  Dans  les  cas  simples  que  nous 
venons  d'examiner,  nous  avons  remarqué  que  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  de  l'équilibre  est  que  la  somme  des  travaux  des  forces 
extérieures  soit  nulle  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les  liai- 
sons. Un  tel  déplacement  s'appelle  un  déplacement  virtuel  compatible 
avec  les  liaisons. 

La  condition  trouvée  constitue  un  principe  général  de  la  statique  des 
systèmes,  que  l'on  appelle  le  principe  des  travaux  virtuels.  Kn  voici 
l'énoncé  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  de  Véquilihre  d'un  système  maté- 
riel soumis  à  des  liaisons  sans  frottement  est  que  la  somme  des  travaux 
des  forces  appliquées  au  corps  soit  nulle  pour  tout  déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons. 

Dans  cet  énoncé,  il  s'agit  des  forces-  appliquées  au  système,  aussi 
bien  intérieures  qu'extérieures.  Les  forces  de  liaison  seules  sont  exclues. 

Pour  un  corps  solide,  les  forces  intérieures  deviennent  des  forces 
de  liaison  :  la  liaison  correspondante  est  l'invariabilité  de  la  distance 
de  deux  points  du  corps.  II  est  facile  de  voir,  d'ailleurs,  que  la 
somme  des  travaux  de  ces  forces  est  nulle  et  que,  dans  l'énoncé  du 
principe,  subsistent  seules  les  forces  extérieures.  En  efTet.  les  forces 


intérieures  sont  deux  à  deux  directement  opposées;  soient  K  et  F'  les 
deux  forces  intérieures  correspondant  à  l'action  mutuelle  des  deux 
points  A  et  B.  Pour  un  petit  déplacement  du  corps,  le  travail  élémen- 
taire de  F  s'obtient  en  faisant  le  produit  scalaire  du  vecteur  F  par  le 
vecteur  AA'  mesuré  par  ds  =  vdt  sur  la  tangente  à  la  courbe  décrite 
par  A.  Ce  produit  est  F. AH.   De  même  le  travail  de  F'  est  égal  à 

F'.BK  =  — F.BK  et  la  somme  de  ces  travaux  est  F  (AH  —  BK).  Or, 
nous  avons  vu  au  paragraphe  27  que  les  projections  sur  AH  des  vecteurs 
vitesses  de  A  et  B  sont  des  vecteurs  égaux  ;  il  en  est  de  même  des  pro- 
jections des  vecteurs  \dl  et  \'dt,  donc  AH  =:  BK.  et  la  somme  des 
travaux  est  nulle. 

Donc  :  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  intérieures  d'un  solide 
est  nulle. 
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1.  —  Soient  trois  points  A.  li,  C  et  M  un  point  quelconque,  la  résultante 
des  forces  AMA,  ÂMB,  AMC,  A-  étant  un  nombre  lixe,  est  re|)résenlée 
par  .'UMG,  G  étant  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC.  (îénéraliser. 

2.  —  La  résultante  des  forces  /i:,MA.  A^MB,  A-jlVIC,  A,.  A„  A.^  étant  des 

conslanles,  est  égale  à  (A, -h  A. -+- A\).MI,  I  étant  le  centre  de  trois 
forces  parallèles,  d'intensités  égales  à  A,.  /{.,,  A.,,  et  appliquées  aux  points 
A,  B,  C.  Examiner  le  cas  nù  A,  h- A, -h  A,  =  0.  (îénéraliser. 

3.  —  In  bâton  \\\M  est  appuyé  sur  l'épaule  d'un  homme  au  point  K 
el  supporte  à  son  extrémité  A  un  poids  P.  Il  est  maintenu  dans  une 
position  invariable  par  1  action  de  la  main  qui  appuie  sur  le  bâton  en 
.M.  Etudier  les  variations  de  la  pression  sur  l'épaule  lorsque  la  position 
M  de  la  main  varie  le  long  du  hàton  sans  que  les  points  A  et  E  se 
déplacent.  On  négligera  le  poids  du  bâton  et  les  frottements. 

4.  —  Une  tige  homogène  Ali,  de  poids  P,  est  mobile  autour  d'une 
extrémité  A  qui  est  fixe.  L'autre  extrémité  B  est  rattachée  par  un  fil 
tendu  à  un  point  0  situé  sur  la  verticale  du  point  A.  Le  système  est  en 
équilibre  et  le  triangle  O.VB  est  équilaléral.  Déterminer  la  tension  du 
fil  et  la  réaction  du  point  fixe  A. 

5.  —  In  syslèiiie  invariable  .\0B  est  formé  par  deux  tiges  rectilignes 
homogènes  pesantes  dont  le  poids,  par  unité  de  longueur,  est  le 
même.  La  longueur  OB  est  le  double  de  la  longueur  OA,  et  l'angle  AOB 
est  de  60  degrés. 

Le  contour  est  suspendu  ;i  im  clou  par  le  sommet  0  de  langle  .\0B. 
Calculer,  dans  la  position  d'équilibre,  la  tangente  de  l'angle  que  fait 
O.V  avec  la  verticale  du  point  0. 

0.  —  Un  système  polygonal  plan,  invariable,  pesant  et  homogène, 
.\BCDEP",  est  formé  par  cinq  côtés  consécutifs  d'un  hexagone  régulier. 

1"  On  suspend  ce  contour  à  un  clou  horizontal  par  le  sommet  E. 
Calculer  la  tangente  de  langle  (jue  fait,  dans  la  position  d'équilibre,  la 
diagonale  EB  avec  la  verticale. 

"2''  Un  ni  est  attaché  au  point  A;  en  tirant  sur  ce  (il,  on  amène  la 
diagonale  EB  à  être  verticale  el  le  til  à  être  horizontal.  Calculer,  dans 
la  nouvelle  position  d'équilibre,  le  rapport  de  la  tension  du  fil  au  poids 
du  contour. 

3'  Résoudre  les  mèm^s  questions  lorsque  le  contour  est  suspendu 
par  le  sommet  D,  en  remplaçant  la  diagonale  EB,  par  la  diagonale  DA. 
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7.  —  L"ne  placjuo  roolangulaire  ABCD,  homogène  el  de  poids  P,  est 
mobile  autour  du  cc>té  AB,  supposé  hori/onlal,  dont  les  extrémités  A 
el  B  sont  des  points  fixes.  Une  tigf  »>E.  de  poids  négligeable,  a  une 
extrémité  ()  lixée  dans  le  plan  horizontal  de  Ali,  à  égale  distance  de  A 
€l  de  B.  Elle  s'appuie,  par  l'autre  extrémité  E,  sur  la  plaque,  en  un 
point  du  bord  CD.  La  distance  du  point  0  à  AB  est  le  double  de  la 
longueur  du  côté  BC.  Dans  la  position  d'équilibre,  le  plan  de  la  plaque 
fait  un  angle  dé  60°  avec  le  plan  horizontal. 

Calculer  la  pression  de  la  lige  sur  la  plaque  et  les  composantes 
normales  à  AB  des  réactions  des  points  tixes  \  et  B. 

8.  —  Une  sphère  homogène,  de  rayon  H,  de  poids  P,  s'appuie  sur 
un  plan  incliné  parfaitement  poli  faisant  l'angle  a  avec  un  plan 
horizontal.  Elle  est  retenue  par  un  fil  inextensil)le  de  longueur  3R 
attaché  en  un  point  A  de  sa  surface  et  dont  l'autre  extrémité  est  un 
point  fixe  B  situé  à  une  distance  3R  du  plan.  Le  point  B  et  la  sphère 
sont  au-dessus  du  plan. 

Trouver  la  position  d'équilibre,  la  tension  du  fil  et  la  réaction  du 
plan.  L'équilibre  est-il  toujours  possible  dans  les  conditions  de 
l'énoncé? 

9.  —  Une  sphère  homogène,  de  poids  P,  est  placée  sur  un  cadre 
ayant  la  forme  d'un  triangle  équilaléral  invarial)le  ABC  formé  par  trois 
tiges  rigides,  de  manière  que  les  cùtés  de  ce  cadre  soient  tangents  à  la 
sphère.  Le  rayon  de  la  sphère  est  égal  au  rayon  du  cercle  circonscrit 
au  triangle. 

l*"  Le  triangle  étant  maintenu  horizontal,  calculer  les  réactions  aux 
points  de  contact  de  la  sphère  et  des  ci'ités. 

2°  Le  côté  BC  restant  horizontal,  on  fait  tourner  le  plan  du  triangle 
autour  de  BC,  pour  l'amener  dans  une  position  oii  ce  plan  fait  l'angle  a 
avec  le  plan  horizontal.  Pour  quelles  valeurs  de  a  la  sphère  aban- 
donne-t-elle  le  triangle? 

Pn  admettra  que  les  frottements  sont  négligeables. 

10.  —  Une  tablv,  de  poids  P,  repose  sur  un  plan  horizontal  fixe  (II). 
Cette  table,  dont  la  partie  supérieure  a  la  forme  d'un  cercle  (P),  est 
munie  de  trois  pieds  égaux  dont  les  extrémités  inférieures,  réduites 
à  des  points,  sont  les  projections,  sur  le  plan  (II),  des  sommets  d'un 
triangle  ABC  inscrit  dans  le  cercle  (F).  La  table  est  reliée  à  un  point 
fixe  0  par  un  iil  tlexible,  inextensible  el  de  poids  négligeable,  attaché 
au  sommet  A.  On  suppose  la  table  dans  une  position  telle  que  le  fil 
soit  tendu. 

Démontrer  qu'on  peut,  sans  détruire  l'équilibre  de  la  table,  faire 
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agir  sur  elle  une  forre  liorizonlale  ()  apitliqut-o  on  un  point  M  de  la 
circonférence  (T),  distinct  de  A.  Dcloriuiner  le  point  M,  lu  direction  et 
le  sens  de  la  force  Q.  Déterminer  rintcnsilé  de  la  force  Q  à  partir  de 
laquelle  la  table  cesse  d'être  en  équilibre. 

Un  désignera  par  a  l'angle  du  lil  M)  avec  la  verticale;  on  supposera 
le  point  0  plus  élevé  que  le  point  A.  On  su|)posera  de  plus  (^ue  le 
centre  de  gravité  de  la  table,  qui  n'est  pas  homogène,  est  sur  la  verti- 
cale du  centre  de  gravité  du  triangle  ABC.  Enfin,  on  négligera  les 
frottements. 

11.  —  Une  canne  homogène  est  constituée  par  un  bec  en  forme  de 
demi-circonférence  .\B  suivi  d'un  bâton  rectiligne  BC  tangent  en  B  à 
la  circonférence;  la  longueur  de  HC  est  égale  à  huit  fois  celle  du 
diamètre  de  AB. 

Ou  place  cette  canne  au  bord  d'une  table  de  manière  que  l'e.Klré- 
mité  A  seule  touche  la  table  en  un  point  de  la  face  supérieure  supposée 
horizontale. 

Déterminer  la  valeur  d'une  ligne  trigonométrique  de  l'angle  que 
la  direction  de  BC  fait  avec  la  verticale  lorsque  l'équilibre  est  établi. 

1-2.  —  Un  considère  une  coupe  hémisphérique  homogène  de 
rayon  11,  d'épaisseur  négligeable,  de  poids  P. 

1°  Démontrer  que  le  centre  de  gravité  G  de  la  coupe  est  au  tuilieu 
du  rayon  OC  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  V  qui  sert  de  bord  à 
la  coupe. 

2"  Eu  un  point  A  du  cercle  V,  bord  de  lu  coupe,  on  fixe  une  petite 
masse  additionnelle  de  poids  p,  qu'on  suppose  réduite  à  un  point. 
Déterminer  le  centre  de  gravité  G^  de  la  coupe  ainsi  surchargée. 

3"  On  pose  la  coupe,  pourvue  de  la  masse  additionnelle  A,  sur  un  plan 
horizontal  poli.  L'équilibre  étant  établi,  le  plan  du  cercle  V  fait  un 
angle  0  avec  le  plan  horizontal.  Déterminer  0,  connaissant  p  et  P. 

Étudier  les  cas  particuliers  suivants  : 

13.  —  Un  compas  est  composé  de  deux  branches  égales  OA,  OB, 
articulées  eu  0  sur  un  pivot.  On  le  place,  le  sommet  en  bas,  entre 
deux  clous  situés,  dans  un  mur  vertical,  sur  une  même  horizontale,  à 
une  distance  égale  à  la  moitié  de  la  longueur  des  branches,  les  clous 
to.uchant  les  branches  en  leurs  milieux.  Une  petite  baguette  AB,  de 
masse  négligeable,  est  placée  entre  les  pointes  .\  et  B  pour  empêcher 
le  compas  de  se  fermer.  Calculer  les  réactions  des  clous  et  de  la 
baguette.  On  néglige  les  frottements. 

MATH.   GKNÈRALE*.   —   II.  "" 
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Même  question  en  plaçant  le  compas,  le  sommet  vn  liant,  les  clous 
entre  les  branches,  et  les  pointes  A  et  B  étant  réunies  par  un  til 
inextensible  et  de  masse  négligeable. 

14.  —  Un  disque  circulaire  homogène,  de  rayon  K,  est  suspendu  à 
un  clou  C  enfoncé  dans  un  mur,  par  un  lit  inextensible  et  de  masse 
négligeable,  de  longueur  2R,  lixé  à  un  point  du  bord  du  disque;  un 
second  disque  circulaire  homogène  de  même  matière,  de  rayon  2R, 
est  suspendu  au  même  clou  C  par  un  fil  semblable  au  premier,  de 
longueur  R,  fixé  à  un  point  du  bord.  Le  plan  de  chacun  des  disques 
est  confondu  avec  celui  du  mur  vertical. 

Déterminer  les  angles  que  font  les  directions  des  fils  de  suspension 
avec  la  verticale  du  point  C,  lorsque  le  système  est  en  équilibre. 

15.  —  Un  disque  elliptique  homogène  est  placé  verticalement  sur 
un  clou  rugueux  horizontal,  le  plan  du  disque  étant  perpendiculaire 
au  clou.  Le  coefficient  de  frottement  est  f.  Trouver  la  limite  que  ne 
doit  pas  dépasser  l'excentricité  e  de  l'ellipse  pour  que  le  disque  suit 
en  équilibre  quel  que  soit  le  point  de  l'ellipse  choisi  comme  point  de 
contact. 


LIVRE    IV 
DYNAMIQUE    DES   SYSTÈMES 


CHAPITRE   PREMIER 

ÉQUATIONS    GÉNÉRALES 

101.  Quantité  de  mouvement.  —  Un  système  matériel  étant  composé 
de  »  points  Mj,  M^,  . . .,  M„,  on  peut  écrire  les  équations  différentielles 
du  mouvement  de  chacun  de  ces  points.  Ces  équations  font  intervenir 
les  forces  extérieures  et  les  forces  intérieures  du  système.  Les  combi- 
naisons de  ces  équations  qui  permettent  déliminer  les  forces  inté- 
rieures conduisent  aux  équations  générales  de  la  dynamique  des 
systèmes,  comme  les  combinaisons  des  équations  d'équilibre  des  /( 
points  qui  permettent  déliminer  les  forces  intérieures  cunduisent  aux 
équations  générales  de  l'équilibre  des  systèmes. 

Pour  énoncer  facilement  les  résultats,  il  est  commode  d'introduire 
le  vecteur  quantité  de  mnnvevienl. 

On  appelle  quantité  dr  mouvement,  à  Vinstant  l,  d  un  point  matériel  M, 

de  masse  ?«,  le  vecteur  d  origine  M  et  égal  à  mV. 

Les  composantes  de  ce  vecteur  sont  :  m  ^y ,  ^n-rj-,  "i  -tt  • 

D'autre  part,  les  équations  du  mouvement  du  point  sont 

d-x       ,.  d-y       V  d-z       „ 

dt-  dt-  dt- 

que  l'on  peut  écrire 

d  f    dx\       ..  d  (     diA      ,.  d  /     dz\       ., 

dt['^dt)  =  ^^         dtV''lt)  =  ^-         diV''dT)  =  ^- 
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Si  Ion  considèro  une  de  ces  é(iu;ili«>ns,  la  première  par  exemple,  on 
voit  que  : 

La  dérivée  par  rapport  au  temps  de  la  projection  sur  uu  axe  A  de  la 
t/uantité  de  mouvement  dun  point  est  égale  à  la  projection,  sur  cet  axe, 
de  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  le  point. 

Car  on  peut  toujours  supposer  (]ue  Taxe  A  a  été  pris  comme  axe 
des  X. 

On  obtient  les  équations  du  mouvement  en  appliquant  le  théorème 
précédent  à  chacun  des  axes  de  coordonnées. 

On  déduit,  des  équations  du  mouvement,  les  équations  suivantes 

/    d'il         d^x\         ,,         ,.       V 

''Vw-ydt^)=''^-''^  =  ^^ 


que  Ion  peut  écrire 
dt 


Les  expressions  entre  crochets  représentent  les  moments  du  vecteur 
quantité  de  mouvement  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  dérivée  par  rapport  au  temps  du  moment  par  rapport  à  un  axe  A 
de  la  quantité  de  mouvement  d^un  point  est  égale  au  moment,  par  rapport 
à  cet  axe,  de  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  le  point. 

Système  des  vecteurs  quantités  de  mouvement.  —  Dans  un  système 
de  n  points  matériels,  les  quantités  de  mouvement  forment,  à  chaque 

instant,  un  système  de  n  vecteurs.  Soient  0;,  la  résultante  générale 

et  0(7,  le  moment  résultant  à  l'origine,  de  ce  système,  à  l'instant  /.  La 

composante  de  Oc  suivant  Ox  est 


dx,    ,        dx.,   , 

..+.,,„%= 

dx,        d  ., 

=  ;^(^>^)=>'i- 

en  désignant  par  ;,  r„  ^  les  coordonnées,  au  temps  /,  du  centre   de 
gravité  du  système  et  par  M  la  masse  de  ce  système.  On  a  donc,  pour 

les  composantes  a,  ^i,  •;,  de  Op. 

.,      dxk      ,.dl  ^       „      (/(/,.       .,^71  .,      dzh      y.dî^ 


EQUATIONS    OKNKHALKS  469 

Les  composaules  À,  a,  v  do  OTSont,  de  même, 

102.  Théorème  des  projections  des  quantités  de  mouvement.  — 
Mouvement  du  centre  de  gravité.  —  Écrivons  la  première  équation 
du  mouvemenl  de  chaque  point  du  système, 

d  Y      dx.\       ..  d(     dx.,\       V  df      dx,,\       ,. 

et  ajoutons  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient 

dr'^'iti=-'^'- 

Dans  ce  qui  précède,  Xp  \,,  . . .  X„  sont  les  composantes,  suivant  Ox, 
des  sommes  F,,  F.^  . .  .  F„  des  forces  agissant  sur  chaque  point.  La 

force  F/,,  par  exemple,  est  une  somme  de  forces  intérieures  et  de  forces 
extérieures.  La  somme  XX/.  est  donc  étendue  à  toutes  les  forces 
agissant  sur  le  système.  Or,  nous  savons  que,  dans  cette  somme,  les 
projections  des  forces  intérieures  ont  une  somme  nulle;  il  ne  reste 
plus  que  la  somme  X  des  projections  des  forces  extérieures,  c'est-à- 
dire  la  composante  suivant  Ox  de  la  résultante  générale  OU  des  forces 
extérieures  agissant  sur  le  système.  Comme  on  peut  supposer  que 
l'on  a  pris  comme  axe  des  x  un  axe  quelconque  1,  on  obtient  ainsi 
le  théorème  général  suivant  : 

Thf.orème.  —  Là  dérivée  par  rapport  au  temps  de  la  somme  des  pro- 
jections des  quantités  de  mouvement  sur  un  axe  A  est  éyale  à  la  somme 
des  projections  des  forces  extérieures  sur  cet  axe. 

En  appliquant  ce  théorème  à  chacun  des  axes  de  coordonnées,  nous 
obtenons  les  trois  équations  générales 

.  dt-''^^'dt=^-     rf?-"'^!^^'     rf/^"*^rff=^- 

On  peut  donner  une  autre  forme  à  l'énoncé  précédent  en  remarquant 
que  les  projections  de  la  résultante  générale  des  quantités  de  mouve- 
menl sont 

^^dt^       ^'W'       ^^Tf       • 


4  70  DYNAMIQUE    DES    SYSTEMES 

Il  vient  alors 

Mg=X.         ».5=V,         .Mg  =  Z. 

On  oblienl  ainsi  le  théorème  du  mouvement  du  centre  de  gravite  : 

Théorème.  —  Le  centre  de  gravité  d'un  système  de  points  matériels  a 
le  même  mouvement  que  si  toute  la  masse  du  système  y  était  concentrée 
et  s'il  était  soumis  à  la  résultante  générale  des  forces  extérieures. 

Exemples.  —  1°  S'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  le  centre  de 
gravité  a  une  accélération  nulle;  son  mouvement  est  rectiligne  et 
uniforme.  C'est  ce  qui  se  passe  approximativement  pour  le  centre  de 
gravité  du  système  solaire,  si  Ton  néglige  les  actions  des  étoiles. 

2°  Si  la  seule  force  extérieure  est  la  pesanteur,  le  centre  de  gravité 
se  meut  comme  un  point  pesant  dont  le  poids  serait  égal  à  celui 
du  système.  Dans  le  vide,  il  décrit  une  parabole.  Si  Ton  pouvait 
faire  éckiter  un  obus  supposé  lancé  dans  le  vide,  le  centre  de  gravité 
du  système  décrirait,  avant  comme  après  l'éclatement,  des  arcs  d'une 
même  parabole. 

3"  Si  toutes  les  forces  du  système  sont  parallèles  à  0:,  la  projection 
du  centre  de  gravité  sur  le  plan  des  xy  est  immobile  ou  bien  a  un 
mouvement  rectiligne  et  uniforme.  Si  le  corps  pari  du  repos,  le  centre 
de  gravité  se  déplace  sur  une  parallèle  à  0:. 

C'est  ce  qui  se  passe  pour  un  homme  placé  sur  un  plan  horizontal 
parfaitement  poli,  un  plan  de  glace  par  exemple.  Les  forces  extérieures 
sont  le  poids,  et  les  réactions  du  plan,  qui  sont  verticales  puisqu'il  n'y 
a  pas  de  frottement.  L'homme  peut  élever  ou  abaisser  son  centre  de 
gravité,  mais  il  ne  peut  lui  donner  aucun  déplacement  horizontal  :  la 
marche  est  impossible  en  l'absence  du  frottement.  Si  l'on  imprime  au 
corps  des  vitesses  initiales,  le  centre  de  gravité  se  déplace  dans  un 
plan  vertical  dont  la  direction  ne  peut  changer  que  si  l'homme  ren- 
contre un  obstacle. 

-i"  Supposons  que  le  tube  d'un  canon  soit  un  cylindre  circulaire 
d'axe  horizontal  Oa,  placé  dans  un  demi-cylindre  creux  de  même 
rayon  et  maintenu  sur  un  bâti.  Considérons  le  système  matériel 
formé  par  le  tube  et  Tobus.  Les  forces  extérieures  sont  les  poids  et 
les  réactions  de  l'appui,  normales  au  cylindre  si  l'on  néglige  le  frotte- 
ment. Toutes  ces  forces  sont  perpendiculaires  à  Ox.  Donc,  la  projec- 
tion sur  Oj-  du  centre  de  gravité  G  a  une  accélération  nulle.  Avant 
le  départ  du  coup,  la  vitesse  de  ce  point  est  nulle,  donc  cette  projec- 
tion reste  immobile.  Comme  l'obus  et  les  gaz  de  l'explosion  sont 
proj  étés  en  avant,  il  faut  que  le  tube  soit  projeté  en  arrière  de  manière 
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qui'  l'abscisso  de  G  ne  l'hange  pas.  Ce  recul  est  d'aulanl  plus  faible 
que  la  masse  du  lul>c  est  plus  considérahlo,  car,  la  résullanlc  dos  poids 
du  lube  el  de  roi)Us  passant  toujours  en  G,  le  bras  de  levier  corres- 
danl  au  poids  du  lube  sera,  à  chaque  instant,  d'aulanl  plus  petit  (|uo 
ce  poids  ost  plus  considt'rable. 

103.  Théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement.  —  Kcri- 
vons  l'équalion 

d  ['      /     (Iz,  dij,\  1 


:l,H'''i!-'m='- 


et  les  équations  analo^^ues  pour  les  points  M.,,  M^,  . .  .  .M„.   Kn  faisant 
la  somme  de  toutes  ces  équations  nous  aurons 


Dans  le  premier  membre  ligure  la  dérivée  par  rapport  à  /  de  la 
somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  ()x. 
Dans  le  second  membre  se  trouve  la  somme  des  moments  de  toutes 
.  les  forces  par  rapport  à  Ox.  Dans  celle  somme,  les  termes  relatifs 
aux  forces  intérieures  disparaissent,  puisqu'ils  sont  deux  à  deux 
opposés,  et  il  ne  reste  que  la  somme  L  des  moments  dès  forces  exté- 
rieures par  rapport  à  Ox,  c'est-à-dire  la  composante  suivant  Ox  du 

moment  résultant  OG.  Comme  on  peut  supposer  que  Ion  a  pris  comme 
axe  des  x  un  axe  quelconque  A,  on  obtient  ainsi  le  théorème  général 
suivant  : 

TnÉoRÈ.ME.  —  La  dérivée  par  rappori  au  temps  de  la  somme  des 
uionients  des  quantités  de  mouvement  par  rappori  à  un  axe  A  est  égale  à 
la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  par  rappori  à  cet  axe. 

En  appliquant  ce  théorème  à  chacun  des  axes  de  coordonnées,  nous 
obtenons  les  trois  nouvelles  équations  générales 

rf  „      /     dzi,         diJi,\       ,  d^      l     dxk  dzA       ., 

ïrt^'"-'V'i[t-y'iûj-^- 

Conséquence.  —  Supposons  que  la  somme  des  moments  des  forces 
extérieures  par  rapport  à  un  axe  A  soit  nulle  et  prenons  cet  axe  comme 
axe  des  :;  il  viendra 

C  étant  une  constante. 
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Or,  r^-jTj  —  yk^jT  6Sl  11'  double  do  la  dérivée  aréolaire  pour  la  pro- 
jection M^  du  point  M;,  sur  le  plan  des  xy\  appelons  .1/.  l'aire  balayée 
par  le  rayon  vecteur  OM^  à  partir  de  l'instant  initial,  nous  aurons 


-  W'fc 


d.l,       1 


dt 


=  k^, 


i:î»A.lA  =  »»,-l',  -|-»'»2.1s-h»J3.1.3-h    .  .   .   -hm„.i„=^^C<, 

sans  ajouter  de  constante  car  le  premier  membre  est  nul  pour  t  =  0. 
On  dit  que  la  projection  du  mouvement  du  système  sur  le  plan  ./■()(/ 

s'etïectue  suivant  la  loi  des  aires.  Si  le  système  part  du  repos,  toutes 

les  dérivées  aréolaires  sont  nulles 
à  l'instant  initial,  et  C  =  0.  La 
somme  i2 //</.. l.;.  est  toujours  nulle, 
i^es  points  M',,  ne  peuvent  pas,  à 
partir  de  leurs  positions  initiales, 
tourner  tous  dans  le  même  sens 
autour  de  0;  il  faut  que,  à  chaque 
instant,  les  uns  tournent  dans  un 
sens  et  les  autres  dans  le  sens 
opposé. 

Cela  n'empêche  pas  que,  au  bout 
d'un  certain  temps,  tous  les  points 
du  système  aient  pu  faire  un 
tour  complet  autour  de  0:.  Par 
exemple,   un  homme  étant  placé 

sur  un  plan  de  glace  horizontal,  toutes  les  forces  extérieures  sont 

verticales   et   N=:0.  Si  l'homme  est  d'abord  au  repos  i:  m/..t./,=  0; 

l'homme  peut  cependant  arriver  à  se  retourner  sur  le  plan  de  glace 

sans  que  la  loi  des  aires  cesse  d'être  vérifiée. 

Si  le  moment  résultant  OG  est  nul,  on  a  les  intégrales  premières 
„      /     dz,_  di/,\       ^  „      (    d.vu  dzu\       r,, 


X' 

i 

yi^" 

1 

î 

Wv 

^ 

"m: 


^30 


..»„i.,.t 


y^' 


dxi, 
dl 


=  C", 


Les  projections  des  mouvements  sur  les  plans  de  coordonnées 
s'efTecluent  suivant  la  loi  des  aires.  Par  exemple,  si  les  seules  forces 
extérieures  sont  dues  à  la  pesanteur  el  si  le  corps  part  du  repos,  le 
centre  de  gravité  G  décrit  une  verticale  0;;  la  résultante  des  forces 
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extérieures  passe  toujours  par  0,  et  la  projection  du  mouvement  sur 
un  plan  quelconque  passant  par  0  s'ellectue,  autour  du  contre  U, 
suivant  la  loi  des  aires. 


104.  Interprétation  géométrique  des  équations  générales.  —  Les 
six  équations  générales  du  mouvement  sont 

d  „.      rf- 


dr'^'di  - 

d^.        (     dz, 

■dr'"''Vi'-^ 


x. 


à  .,      d\i,       .. 


7n-""-'-di=^- 


.  d!fi\  _ 


d 

dl 


[    dxi  dz,\  .    ., 


d^_ 

dt-^' 

d:; 

dl_ 

dl  -  '^' 

T)='^- 

d': 
dl 

En  introduisant  les  composantes  a,  [i,  y  de  la  résullante  générale  Op 

des  quantités  de  mouvemenl   et  les  composantes  /,,  a,  v  du  moment 

— >- 
résultant   Ocr  des   (juanlités   de   mouvement,    ces  équations   peuvent 

s'écrire 

N. 

Les   équations  de  la   première  ligne  expriment   que  le  vecteur  Vj, 
vitesse     de     l'extrémité    du  

vecteur  Oi,  est  égal  à  OH. 
Celles    de   la  seconde   ligne 

expriment  que  le  vecteur  V„ 
vitesse     de    l'extrémité     du 

vecteur  0<j,  est  égal  à  UG. 
Lorsque  les  forces  exté- 
rieures ont  une  résultante 
unique    passant    par   0,    le 

vecteur  00  est  nul,  les  nom- 
bres À,    a,  V  sont   les    con- 
stantes C,  C,  C".  et  le  point  7  est  immobile.  Le  théorème  des  aires 
s'applique  à  un  plan   quelconque  passant  par  (i  et  la  constante  des 

aires  correspondante  est  la  projection  du  vecteur  invariable  0?  sur  la 

— -V 

normale  au  plan.  Le  plan  perpendiculaire  à  Ou  correspond  à  la  plus 
grande  valeur  absolue  de  cette  constante;  on  l'appelle  le  plan  du 
ynavimum  des  aires. 
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105.  Théorème  de  la  force  vive.  —  Kcrivtms  le  théorème  de  la  force 
vive  pour  lo  point  M,,  sous  la  forme  dilTérentielle, 
l 

et  les  équations  semblables  pour  les  autres  points  M.^,  M,,  .  . .,  M,,.  En 
ajoutant  membre  à  membre,  il  vient 

d^^m^vj  =  ï X,4xk  h-  Y,.rft/,,  -+-  'A,.dzK. 

Appelons  force  rivedu  système  la  somme  des  forces  vives  de  ses 
différents  points;  l'équation  précédente  nous  donne  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  La  di/fércnt'telle  de  la  demi-force  vive  d'un  système  de 
points  matériels  est  égale  à  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  toutes 
les  forces  agissant  sur  le  système. 

Il  importe  de  remarquer  que  la  somme  des  travaux  des  forces  inté- 
rieures n'est  pas  nulle,  en  général.  Comme  nous  l'avons  vu  au  para- 
graphe 100,  cette  somme  est  nulle  pour  un  corps  solide. 

Les  six  équations  générales  du  mouvement  ne  font  intervenir  que 
les  forces  extérieures;  l'équation  de  la  force  vive  fait  intervenir  les 
forces  extérieures  et  les  forces  intérieures.  Dans  le  cas  du  solide, 
il  suffit  de  calculer  le  travail  des  forces  extérieures. 

En  intégrant  entre  les  limites  t^  et  t  les  fonctions  du  temps  qui 
figurent  aux  deux  membres  de  l'équation  de  la  force  vive  sous  forme 
différentielle,  on  obtient  l'équation  de  la  force  vive  sous  forme  finie  ; 

2 [X m,vl  —  ï m;, (v,X-]  =  ^2 £ \,,dx,.  -h  Y,.rf(yA  -4-  Z,//w.  =  X G,. 

La  demi-variation  de  la  force  vive  du  système  pour  un  intervalle  de 
temps  est  égale  à  la  somme  des  travaux,  pendant  cet  intervalle  de  temps, 
des  forces  agissant  sur  le  système. 

.Dans  le  cas  du  solide,  il  peut  arriver  que  chacune  des  forces  exté- 
rieures dérive  d'une  fonction  de  forceS;  il  en  sera  de  même  du  système 
de  ces  forces,  qui  dérivera  d'une  fonction  de  forces  égale  à  la  somme 
des  précédentes  : 

UK,  î/i,  :„  a-,,  ij.„  :,,  . . . ,  x,„  yn,  :„). 


On  a  alors 


ou 


d^^}i.ni/,v'j  ■=  du, 


1 

^,):i'hvj  —  u 
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h  étant  unr  constante.  Vènergie  totale  du  systènne,  somme  d<'  V'-nergic 
rïnéiique  ^^m^vl  et  de  Véneryic  potentielle  —  U,  est  constante. 

liemurque.  —  Le  théorème  de  la  force  vive  joue  un  riMe  important 
dans  l'étude  des  machines  mécaniques.  Dans  l'équation 

le  second  membre  contient  le  travail  moteur  Ç,„  et  le  travail  résis- 
tant—  Ç,;  ce  dernier  comprend  le  travail  utile  et  le  travail  des  résis- 
tances passives  telles  que  les  frottements.  Ainsi. 

|[i:7n,i;*-vm,(r;')^]  =  G,„-G.. 

Si  la  macliine  fonctionne  à  ïétat  de  réfjime^  le  mouvement  est 
périodique  et,  si  /  —  /„  est  égal  à  une  période,  les  vitesses  de  tous  les 
points  sont  les  mêmes  aux  temps  /  et  l,^.  Alors, 

'  C,„  =  Cr, 

le  travail  moteur  pendant  une  période  est  égal  au  travail  résistant. 

Si  I  < — 1^\  est  inférieur  ù  une  période,  cette  égalité  n'a  plus  lieu.  On 
réduit  d'ailleurs  autant  que  possible  les  variations  de  vitesse,  en  par- 
ticulier, par  l'emploi  de  volants. 


CHAJ'ITUE   11 

MOUVEMENT   D'UN    SOLIDE    AUTOUR   DUN   AXE 


106.  Quantité  de  mouvement  et  force  vive.  —  Considérons  un 
solide  qui  pui.^se  tourner  autour  d'un  axe  0:  sans  glisser  le  long  de  cet 
axe.  On  pourra  supposer  ([ue  deux  points  0  et  0'  de  Taxe  ont  été  tixés 
par  des  épaulements  ou  simplement  que  le  solide  soit  bulé  en  0  et  libre 
de  glisser  en  ()'.  Dans  le  premier  cas,  les  réactions  des  points  fixes  0 
et  0'  ont  des  directions  arbitraires;  dans  le  second,  la  réaction  du 
point  Ô'  est  normale  à  l'axe,  si  le  frottement  est  négligeable.  De  telles 
liaisons  sont  réalisées  fréquemment  dans  la  pratique,  en  particulier 
dans  les  arbres  et  les  volants  des  machines. 

Calculons  la  force  vive  du  système.  La  vitesse  du  point  M  du  corps 
est  égale  à  wr,  si  m  est  la  vitesse  angulaire  de  rotation  et  r  la  distance 
de  ce  point  à  l'axe  0:.  La  force  vive  du  solide  est  ï:wco"^/-  =  w-ïlm;--. 

Calculons  aussi  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement 
par  rapport  à  l'axe  de  rotation  0:.  Pour  le  point  M,  le  moment  du 
vecteur  quantité  de  mou.vemenl  est  mesuré  sur  0:  par  rinorXr,  la 
somme  de  ces  moments  est  i:?;jc)r^=:  wilT/ir-. 

Ainsi  le  calcul  de  la  force  vive  et  celui  de  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  par  rapport  à  l'axe  de  rotation  nous  conduisent 
à  former  la  somme  ^mr-  étendue  à  tous  les  points  matériels  qui  con- 
stituent le  solide.  .Nous  allons  étudier  quelques  propriétés  de  ces 
sommes. 

107.  Moment  dinertie.  —  Un  appelle  inoment  d'inertie  d'un  système 
de  points  matériels  par  rapport  à  un  axe  A  la  somme  des  produits 
obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le  carré  de  sa 
distance  à  Taxe  A.  Nous  désignerons  par  I  =  lim?-'  ce  moment  d'inertie, 
c'est  un  nombre  positif  ou  nul  :  il  ne  peut  être  nul  que  si  tous  les  termes 
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de  la  sommo  soiil  nuls,  c'eslù-dirc  si  tous  les  points  du  système  sont 
alignés  sur  A. 

lies  momenls  d'inertie  par  rapport  aux  axes  Ox,  O7,  0:,  sont 

i:  m  {y^  -h  S-)  =  A,         ï  m  {-J  -j-  a.-)  =  B,         il  m  {x'^  -h  tf)  =  C. 

On  est  amené,  dans  le  calcul  dos  moments  d'inertie,  fi  introduire  les 
Sommes 

^myz  =  ï),         "^inzx  =  \'],         '^in.ry  =  V, 

que  l'on  appelle  des  produits  d'inertie.  Le  calcul  d'un  tel  produit  se 
ramène  aisément  à  celui  des  momenls  d'inertie.  Soient,  en  ed'et,  Oi\, 

Ui/p  les  axes  obtenus  en  faisant  tourner  de  -h  ','  autour  de  Os,  l'angle 

xOy.  On  a,  entre  les  nouvelles  coordonnées  a;,,  ?/,,  z^  elles  anciennes 
coordoimées  x,  y,  :  d'un  point  M.  les  rehiliims 


v2     '         -^-^vS   " 


d'où 


•f,V  =  2  (^1  —  î/ï)  =  2  t^'^'  +  -' )  "~  <^'  "*"  ^')]  ' 

-  ^'i^u  =  .7  [-  '«  (^r  +  =î)  —  -  '«  (yr  -^  =î)]- 

F=:i(B.-A,), 

A,  et  H,  étant  les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  axes  Ox^,  Oy^. 
On  met  fréquemment  le  moment  d'inertie  1  sous  la  forme  .M/.-,  M  étant 
la  masse  du  système  : 

1  =  MA-; 

le  nombre  k  s'appelle  le  rayon  de  yiralion  relatif  à  l'axe  A. 

Remarque.  —  Pour  calculer  le  moment  d'inertie  d'un  corps  continu, 
un  solide  par  exemple,  on  le  partage  en  un  grand  nombre  d'éléments 
dont  chacun  sera  assimilé  à  un  point  matériel;  la  masse  de  chaque 
élément  est  arfy  et  le  moment  d'inertie  est  ïl/V^^*'- 0^  i^^^^P'^^cera  cette 
somme  par  la  valeur  limite  obtenue  quand  on  suppose  que  le  nombre 
des  éléments  croît  indéfiniment  et  que  les  dimensions  de  chacun  d'eux 
tendent  vers  zéro.   On  a  alors 


1=  Ç  f  f^rHv. 


Moments  d'inertie  par  rapport  à  des  axes  parallèles.  —  Le  calcul  du 
moment  d'inertie  par  rapport  à  des  axes  parallèles  se  ramène  au  calcul 
du  moment  d'inertie  pour  l'un  de  ces  axes,  au  moyen  du  théorème  : 

Soit  I  le  moment  d'inertie  d'un  système  par  rapport  à  un  axe  A,  et  I,.  le 
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moment  d'inerlie  par  rapport  à  l'axr  parallrle  à  A  Jiiené  par  le  centre  de 
gravité,  on  a  la  relation 

1  =  1,;-+-  M(i^ 

dans  laquelle  M  désigne  la  masse  totale  du  sgsténie  et  d  la  distance  des 

deux  axes. 

Prenons  comme  axe  des  :  l'axo  parallèle  à  A  mené  par  le  centre  de 

gravilé  G  et  soient 

x=:a,         </==/'' 
les  équations  de  A. 


Le  carré  de  la  distance  d'un  point  M{x,y,  z)  h  l'axe  A  est 

r-  =  {x  —  a)-  -+-  {y  —  b)-  =  ./•-  h-  (/-  —  2ax  —  26»/  -+-  «-  -f-  b- ; 

donc 

I ?/!?•-  =  :! //((a?- -h y-)  —  'la^mx  —  'ib'^my  -\-  {a--\-b-)Em. 

Or,  ï  m  =  M  ;  a-  -^  b-  =:  d-  et  ï  mx  z=:  M  :  =  0,  ï!  my  =  M  r,  =  0,  puisque 
le  point  G  est  sur  0::  il  reste 

Si  Ion  pose  1  =  M/v-  et  ],.  =  Mo-,  on  a,  entre  les  rayons  de  giration, 

la  relation 

k-  =  0-  -+-  d-. 


Moments  d'inerlie  par  rapport  à  des  axes  concourants.  —  Étudions 

les  variations  de  I  pour  des  axes  issus  d'un  même  point  0.  Soit  un 

— >■ 
axe  (>D  défini  par  les  projections  a,  p,  y  du  vecteur  OU,  de  longueur 

un.  porté  par  cet  axe.  Il  faut  calculer  la  distance  >-::=MH  du  point  M  à 
l'axe  ()D;  or,  Mil  représente  la  grandeur  du  produit'vectorielnU  X  O.M, 
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puisque!  c  esl  l'airL*  du  parallélograinnie  consiruil  sur  ces  deux  vecteurs; 
les  couiposantes  de  ce  produit  sont[ic  —  Y.VjY-^  —  a:,  a»/  —  [lor,  donc 

uu 

7-'  =  (  (/-  -I-  :'^)  a-  -i-  (:-  -f-  a^'j  '^-  -h  (a-^  H-  ?/-)  y'  —  :2,j/:  [•J-;  —  2:.y  72  —  2xjy  x'i^ 

v  ////■'  =r  -/-i:  m (  //-  -I-  Z-)  -f-  (i-i:  7/i (  :-  -+-  x^)  -h  Y^v  7n  ( .v-  -h  ^^ )  —  ij;i-;ï  mj/: 

—  27  al  mzx  —  2xÔi:  mxy , 

c"esl-à-dire 

I  =  A  a-  4-  B  [i-  +  C  f  —  2D  [iy  —  '1\L  va  —  -2F  a[i . 

Pour  voir  comment  I    varie  avec  la  direction  de  OD,  portons  sur 

Taxe  OD  la  longueur  L>F'  ^  —  :  les  coordonnées  X,  V,  Z  du  point  P  sont 


\ 


>/ï'  Vi'       ^     vî' 

et,  en  remplaçant  x,  Ti,  y  par  Xyl'  YvÎj  Zy^^  dans  l'équation  précé- 
dente, on  obtient 

AX-  4-  \i\-  -h  CZ-  —  2DYZ  —  :iEZX  —  :il  XV  =  1. 

Le  lieu  du  point  P  esl  une  surface  du  second  de^i'é  qui  est  évidem- 
ment un  ellipsoïde  puisque,  1  n'étant  nul  que  dans  un  seul  cas,  OP 
reste  toujours  Uni.  Cet  ellipsoïde  a  son  centre  à  l'origine.  Il  porte  le 
nom  (ï cllipsijide  d'inertie  relatif  au  point  0. 

L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  s'appelle  re//î;j50trfe 
central  d'inertie. 

Remarque  I.  —  Nous  avons  vu  que  I  ne  peut  être  nul,  pour  un  axe,  que 
si  tous  les  points  du  système  sont  sur  cet  axe.  Cela  ne  peut  arriver 
que  pour  une  seule  direction,  ODj.  Dans  ce  cas  exceptionnel,  le  lieu  du 
point  I^  est  un  cylindre  de  révolution  autour  de  UDj.  Dans  le  cas 
général,  l'ellipsoïde  d'inertie  a  trois  axes  de  symétrie  que  l'on  appelle 
axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  0.  Lorsque  l'ellipsoïde  est 
de  révolution,  il  y  a  une  inlinité  d'axes  principaux  situés  dans  le  plan 
de  l'équateur. 

Remarque  II.  —  Pour  que  l'axe  0:  soit  un  axe  principal  d'inertie 
relatif  au  point  0,  il  faut  et  il  suftit  que  l'ellipsoïde  soit  symétrique  par 
rapport  à  0:;,  cest-à-dire  que  son  équation  ne  contienne  pas  de  termes 
en  YZ  ni  en  ZX.  Les  conditions  sont  donc 

Pour  que  l'axe  0:  soit,  en  outre,  axe  principal  d'in'-rtie  pour  un  autre 
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point  0,  do  colo  /(.  il   t'aul  (iiio  les  produits  diiiortio  correspondanls 

Sî/ij/  :  — h)  et  ^mx[z  —  h)  soionl  nuls.  (  tr, 

^my{z  —  h)  =  -inijZ  —  /ilif/ny  =  —  AM  r,, 
i:?».r(:  —  /M  =  i:??tr;  —  Aï  vi.r  =  —  //M  ;. 

Il  faut  donc  que  ;  =  r,  =  0,  c'esl-à-dire  que  0;  pasi»e  par  0.  Dans  ce 
cas,  quoi  que  soit  /i,  l'axe  0:  est  un  axe  principal  pour  0'.  Donc  : 

Un  axe  principal  cVinertie  de  Vellipsoide  central  est  axe  principal  pour 
tous  ses  points. 

108.  Mouvement  d'un  solide  autour  d'un  axe.  —  Prenons  l'axe  (Ixe 
pour  axe  des  -,  et  soient  0  et  0'  les  points  que  l'on  a  fixés.  Le  point  0 
est  lorigine  des  coordonnées,  le  point  0'  a  la  cote  h.  Si  le  solide  est 
buté  en  ()  et"  0',  il  subira  en  ces  points  des  actions  de  directions  arbi- 
traires dont  les  composantes  seront  X',  Y',  Z  pour  0,  et  X",  Y",  Z" 
pour  ()'.  Les  six  équations  générales  donnent 

v,ng==X  +  X'  +  X", 

v,ng  =  Y  +  Y'  +  Y", 
Or=Z  +  Z'4-Z", 

—  ï:w;-rfT  =  L  —  h^  , 
al- 

dt- 

^,      .,doj       -, 
l.mr-^  =  \ 

car  :  est  constant. 

La  forme  de  la  dernière  équation  résulte  du  calcul  de  la  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  autour  de  iaxe  de  rotation  fait 
au  paragraphe  100.  Comme  celle  équation  ne  contient  pas  les  réactions, 
elle  déterminera  le  mouvement.  On  peut  l'écrire,  en  remplaçant  ï?/i?'- 
par  M/i-.  . 

dl 

Si  N  =  U,  -r^=0,  to  est  constant,  et  le  mouvement  est  uniforme. 
d  t 

Remarque.  —   Le  théorème  de  la  force  vive  conduirait  à  la  même 

équation;  en  effet,  la  force  vive  est  MA-w-  el  le  Iravail  élémentaire  Xcorf/, 

puisque  le  Iravail  des  forces  intérieures  et  celui  des  réactions  sont  nuls, 

on  a  donc  ^ 


(/^MA;-oj^=:  Noj(//, 


dt 


m()lvi:mi:nt  d  un  solide  altoir  dYn  axe 
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Calcul  des  réactions.  —  Les   réactions  seront  fournies  par  les  cinq 
premières  équations. 

Les  composantes  de  l'accé- 
lération du  point  M  sont,  avec 
les  notations  du  paragraphe  21 , 

Y^  est  porté  par  l'axe  CM'  :  le 
vecteur  OM'  a  les  composantes 
X.  y.  donc  le  vecteur  y,  a  les 
composantes — o/'^a:,— c.j-y,puis- 

que  Y,=  —  w'OM.  De  même, 
le   vecteur     directement  per- 
pendiculaire à  OM'  et  de  lon- 
gueur OM'  a  les  composantes  —  y,  x,  donc,  le  vecteur  v^,  a  les  compo- 
santes —  ui'y,  ui'x  et  les  composantes  de  l'accélération  J  du  point  M  sont 


JC 


y 


d-x 

-jj^  =  —  oy-x  —  o>  y, 


dh. 


O)   X. 


Les  équations  deviennent 

X  -h  X'  -I-  X"  =  —  or^mx  —  o>'ïmy, 
Y  -h  y  -f-  Y"  =  —  w-i:  my  -f-  w'X  mx, 
Z  +  Z'  -4-  Z"  =      0, 

L  —  AY"  =       ui^^myz  —  (n'^mxz^ 
M  -+-  h\"  =^  —  <.->*'^mxz  —  (o'Xwîyz. 

Les  deux  dernières  donnent  X"  et  Y",  les  deux  premières  donnent 
ensuite  X'  et  Y',  et  il  ne  reste,  pour  déterminer  Z'  et  Z",  que  Tunique 
équation 

z;4-z"=  — Z. 

Nous  rencontrons  ici  le  même  fait  que  dans  le  problème  de  statique 
correspondant  (§  98).  Si  le  corps  n'est  pas  buté  en  0',  la  réaction  en  ce 
point  est  normale  à  0:  : 

Z"  =  0,         et        Z'=  — Z. 

Les  composantes  des  réactions  dépendent  de  w';  lorsque  la  vitesse 
angulaire  augmente,  les  réactions  deviennent  considérables  et  peuvent 
amener  des  détériorations  et  des  ruptures.  Il  y  a  donc  intérêt,  pour 
les  pièces  des  machines  qui  tournent  à  grande  vitesse,  à  rendre  les 
réactions  indépendantes  de  or;  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que 

MATH.   GÉNÉRALES.  —  II.  31 
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c'est-à-dire  que  l'axe  de  rotation  soit  un  axe  principal  d'inertie  relatif 
au  tonire  de  gravité.  Il  est  donc  avantageux  de  faire  tourner  la  pièce 
autour  d'un  tel  axe. 

liemarquc  I.  —  Supposons  que  les  forces  extérieures  aient  une 
résultante  passant  par  0  ;  on  aura  L  =  M  =  N  =  0,  et  par  suite,  w'  =  0, 
donc 

X  +  X'-hX"  =  —  M-^Hmx^  — h\"  =  (o'-imj/z, 
Y  4-  Y'  -4-  Y"  =  —  co*! mij,  -h  h \"  =  —  co^v mxz. 
Z-f-Z'  +  Z"  =  0, 

Si  le  corps  n'est  pas  buté  en  0',  Z"  =  0;  pour  que  la  réaction  de  0' 
soit  nulle,  il  faut  et  il  sufiil  que 

S  mxjz  =  X  mxz  =  0, 

c'est-à-dire  que  O2  soit  un  axe  principal  d'inertie  pour  le  point  0.  11 
est  alors  inutile  de  guider  le  corps  en  0'  et  il  suffit  de  le  fixer  en  0. 
Donc  : 

Si  un  corps  solide,  qui  a  un  point  fixe  0  et  qui  est  soumis  à  des  forces 
ayant  une  résultante  passant  par  0,  commence  à  tourner  autour  d'un  axe 
principal  d'inertie  relatif  au  point  0,  il  continue  à  tourner  d'un 
mouvement  uniforme  autour  de  cet  axe. 

Remarque  IL  —  Supposons  que  les  forces  extérieures  soient  en 
équilibre,  on  aura 

X'  -h  X"  =  —  to'^i]  mx,  —  h\"  =  co-S  myz, 
Y'  -\-  Y"  =■  —  orS  mij.  H-  h\"  =.  —  w-S  mxz  . 
Z'-^Z"  =  0. 

On  peut  prendre  Z"=:0,  par  suite  Z'  =  0.  Pour  que  les  réactions 
soient  nulles,  il  faut  et  il  suftit  que 

^mx=^0.         'Lmy=0,         ^inxz  =  i),         i:?/ny::=0, 

c'est-à-dire  que  0;  soit  un  axe  principal  d'inertie  pour  le  centre  de 
gravité.  Dans  ce  cas,  les  appuis  sont  inuliles  et  peuvent  être 
supprimés.  Donc  : 

Si  un  corps  solide,  qui  nest  soumis  à  aucune  force,  commence  à 
tourner  autour  d'un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  centime  de  gravité, 
il  continue  à  tourner  d'un  mouvement  uniforme  autour  de  cet  axe. 

109.  Pendule  composé.  —  On  appelle  pendule  composé  un  solide 
mobile  autour  d'un  axe  horizontal  et  soumis  seulement  à  la  pesanteur. 
Prenons  comme  axe  des  -  l'axe  de  suspension  et,  comme  plan  desxy,  le 
plan  vertical  perpendiculaire  à  O2  et  contenant  le  centre  de  gravité; 
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l'axe  Ox  sera  vertical  et  dirigé  vers  le  bas.  Appelons  0  l'angle  de  OG 
avec  Oj',  /  la  distance  OG,  M  la  masse  du  pendule.  L'équalion  du 
mouvement  sera 

M k-  ^j  =  N  =  —  M^/ sin 0 ; 


ou,  comme  (0=: 


rfO 
dt 


cm  ni   .    , 


Cette  équation  détermine  0  en  fonction  du  temps  l;  elle  est  identique 
à  l'équation  d'un  pendule  simple  de  longueur  /' 

d'Q  g   .    . 

si  l'on  prend  l'=.-r.  Le  pendule  simple  de  longueur  /'  s'appelle  le 
pendule  synchrone  du  pendule  composé.  Portons  sur  OG  la  longueur 


00'^/'.  Les  points  de  la  parallèle  0';  à  Os  menée  par  0'  se  meuvent 
comme  des  pendules  simples  de  longueur  /'.  Comme  on  a  le-  =  -J  -i-  /-, 
p  étant  le  rayon  de  giralion  pour  la  parallèle  à  0:  menée  par  G,  on 
voit  que 

on  peut  obtenir  0'  en  portant  sur  OG,  au  delà,  de  G,  la  longueur 
G0'  =  ^  .  La  droite  O'i'  s'appelle  Vaxe  d'oscillation.  La  relation 

GO.GO'  =  p^ 
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montre  que  si  le  pendule  est  mobile  autour  de  l'axe  0':',  c'est-à-dire 
si  0  :'  devient  Vars.e  de  suspension,  l'axe  d'oscillation  sera  0-.  Il  y  a 
donc  réciprocité  entre  l'axe  de  suspension  et  l'axe  d'oscillation. 

Calcul  des  réactions.  —  Nous  supposerons  que  le  pendule  admet  le 
plan  des  xy  comme  plan  de  symétrie,  alors  Oz  est  un  axe  principal 
d'inertie  pour  le  point  0.  Les  équations  du  mouvement  peuvent  être 
écrites  en  prenant  des  axes  rectangulaires  Oa',j/,z  tels  que  {Jx^  coïncide 
avec  la  position  de  OG  au  temps  /;  on  a  alors,  pour  les  coordonnées 
du  poids,  X,  =  Mycose,  Y,  =  —  M7  sinO,  Z  =0;  L,  =:M,=0  et,  par 
suite, 

Mg  cosO  +  Xî  -h  X'i'  =:  —  o/^S }nx^  —  w'STny,  =:  —  o)^Ul, 
—  M<^  sin 0  -H  Yj  H-  Y','  =  —  w^'^  my  -+-  (o'S  mx  =      0/  Ml, 

z'4-z"=o,      — /iY';  =  o,      hx';=o, 

puisque  Oz  est  un  axe  principal  d'inertie  pour  0.  Comme  on  peut 
prendre  Z"=rO,  on  voit  que  la  réaction  Xp  Y,",  Z"  est  nulle.  Il  reste, 
pour  la  réaction  en  0, 

XJ  =  —  oj^M/  —  Mg  cosO, 

Y\  =  oy'Ml-{-Mg  sinO, 

1=0. 

Or,  co'  =  —  T2  sin6;  d'autre  part,  l'équation  de  la  force  vive  donne 


c?|MA^co2==M^rf^,; 


2 


d'où 


et,  comme  Çj=:/cosO, 


2a' 


2.7/COS6 


Il  vient  alors,  en  portant  les  valeurs  de  co' et  w*  ainsi  calculées  dans 
les  expressions  de  XJ  et  de  YJ,  • 

X;  —.—  Mg  cosO^l  H-^")—  MIC, 

Y;  =  M^sinO('l  — ^Wm^siuO^.  ^ 

La  composante  perpendiculaire  à  OG  a  le  signe  de  6.  Elle  est  nulle 
lorsque  p  =  0,  c'est-à-dire  dans  le  cas  du  pendule  simple.  Dans  ce  cas, 
en  effet,  il  ne  reste  plus  que  la  composante  X,'  égale  à  la  tension  du 
fil.  de  masse  négligeable,  qui  réunit  0  et  G. 


CIIAPITHE  III 
CHOCS  ET  PERCUSSIONS 


110.  Impulsion.  —  Soit  M  un  point  matériel  de  masse  m,  en 
mouvement  sous  l'action  de  forces  dont  la  résultante  est  X,  Y,  Z.  Les 
équations  du  mouvement  sont 

,,>  d-x      „  d^y       -.  d^z       .. 

Supposons  que,  dans  les  fonctions  X,  Y,  Z,  les  variables  x,  y,  z, 
x ,  »/',  z'  aient  été  remplacées  par  les  fonctions  du  temps  x  =  f{t), 
y  =  g{l),  z  =  h{t);  x'  =  f'{t),  y'  =  g'{l),  z'  =  h'(t)  qui  définissent,  à 
chaque  instant,  la  position  et  la  vitesse  du  mobile  :  X,  Y,Z  deviennent 
des  fonctions  de  t.  Intégrons,  dans  l'intervalle  tJ^^  les  deux  membres 
des  équations  du  mouvement,  nous  aurons 

(i2)  mxi  —  mxn=  1    \dt,    my^  —  7nyii=z   j     \  dt,    mzi — mZ()=    I     Zdt, 

x",  ij't),  So  étant    les    composantes     de    la   vitesse    ¥„    au  temps  t^; 
x[,  y[.  :[,  les  composantes  de  la  vitesse  Vj  au  temps  /j.  Posons 

%=f''Xdt,        '\j=  r'Ydt,        %=  Ç''zdt; 

le  vecteur  0,  de  composantes  ^,  ^,  S  s'appelle  le  vecteur  impulsion, 

ou,  plus  brièvement,  l'impulsion,  relative  à  la  force  F,  de  composantes 

X,  Y',  Z,  pendant  l'intervalle  /q  ^-  Si  la  force  F  est  la  somme  de  deux 

forces  F,  et  F^,  l'impulsion  3  de  cette  force  est  la  somme  des  impul- 

sions  3j  et  D^  relatives  à  Fj  et  à  F^. 

Les  égalités  (2)  expriment  que  le  vecteur  impulsion  est  la  différence 
des  vecteurs  quantités  de  mouvement  du  point  M  pris  à  la  fin  et  au 
début  de  l'intervalle  de  temps  considéré. 
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Si  /(,  restant  fixe,  l'intervalle  /,  —  /„  tend  vers  zéro,  le  vecteur  <T  a 
aussi  pour  limite  zéro,  puisque  la  quantité  de  mouvement  au 
temps  /,  a  pour  limite  la  quantité  de  mouvement  au  temps  f^,. 
D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  H  un  nombre  supérieur  h  la  grandeur  F 

de   la  force   F  dans  l'intervalle  t^ — h,  tf,-hh,  les  composantes   de 
l'impulsion  sont  inférieures  à  H  | /,  —  /J  et  tendent  vers  zéro  avec 

t.  —  /n. 


141.  Choc.  Percussion.  —  Il  arrive  que  la  vitesse  d'un  point 
mobile  M  varie  brusquement  en  grandeur  et  en  direction.  La  trajectoire 
présente  alors  un  point  anguleux,  chacune  des  branches  de  celte  tra- 
jectoire étant  tangente  à  l'un  des  vecteurs  vitesses  au  point  considéré. 
Ce  fait  se  produit  quand  deux  corps  en  mouvement  se  rencontrent.  On 
appelle  choc,  cette  rencontre  de  deux  corps  en  mouvement.  Pendant  le 
choc,  la  vitesse  d'un  point  M  du  ct)rps  varie  brusquement.  Appelons/,,  et 
t^,  les  époques  du  début  et  de  la  fin  du  choc,  l'intervalle  de  temps  /,  —  (^ 
est  de  l'ordre  du  centième,  du  millième  et  parfois,  du  dix-millième  de 
seconde.  La  position  de  M  a  varié  pendant  ce  temps,  mais  la  vitesse 
restant  finie,  ce  déplacement  est  très  faible  et  nous  le  négligerons.  En 
d'autres  termes,  M  est  considéré  comme  immobile  dans  l'intervalle  de 

temps  t^t^;  la  vitesse  varie  du  vecteur  \q  au  vecteur  V,.  Si  la  force  F 
qui  agit  sur  M  ne  devenait  pas  très  considérable,  l'impulsion  serait 
faible  et  il  en  serait  de  même  pour  la  variation  du  vecteur  quantité 
de  mouvement.  Puisque  cette  variation  est  finie  pendant  un  temps 
très  court,  il  faut  que  F  prenne,  pendant  ce  temps,  des  valeurs  très 

grandes,  ou  qu'il  en  soit  ainsi  pour  Tune  au  moins  des  forces  dont  F 
est  la  somme.  On  dit  qu'il  se  produit,  pendant  le  choc,  des  forces 

instantanées  considérables  et  on  appelle  percussion  '£  le  vecteur 


%=  r\du   '\}=  f'Ydt,    s=r'z 


dt. 


On  voit  que  si  F  est  la  somme  de  deux  forces  F,  et  F^„  la  percussion  :£ 

est  égale  à  la  somme  des  percussions  correspondantes  if,  et  f ,.  Si  l'une 

—y 
des  forces,  F^  par  exemple,  garde  une  valeur  finie  quand  /,  —  t^  est  un 

infiniment  petit,  l'impulsion  correspondante  sera  infiniment  petite; 
elle  ne  donnera  pas  lieu  à  une  percussion  et  on  la  supprimera. 
Par  exemple,  le  poids  du  point  M  n'intervient  pas  dans  la  percussion. 

—y 
Si,  dans  l'inlervalle   de  temps  tJ^,  la  force  F  a  une  direction  con- 
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sfante,  de  coefficients  directeurs  a,  [i.  v,  la  percussion  if  a  la  même 
direction;  car.  si 

on  a 

X  =  x  f'i'dt,         \\  =  ^  f'Fdt,        Z  =  -'  f'Fdl, 

ou,  en  posant 

.=  j;",.vy,, 

—y 
Remarquons  que  I  est  l'impulsion  pendant  le  temps  IJ^  :  on  a  donc, 

en  utilisant  les  formules  (3)  du  paragraphe  précédent, 

X-\-jnxi,  —  mx[  =  0,         'l[H-7;iyi  —  7n7/(  =  0,         2 -+- mzô^  ni:î  =  0, 

ou 

(3)  le-4-mV„  — mV.r^O; 

— V         — ,-        — >- 
en  d'autres  termes,  les  vecteurs  mV,,,  — wiV,,  et  'i*  sont  en  équilibre,  si 

on  les  considère  comme  représentant  des  forces  appliquées  au  point 

matériel  M. 

112.  Choc  pour  un  système  matériel.  —  Considérons  un  système 
matériel  dans  lequel  se  produit  un  choc.  L'équation  (3)  est  applicable 

— >- 
à  chacun  des  points  du  système  à  condition  de  désigner  par  F  la 

somme  de  toutes  les  forces  intérieures  ot  exléri,eures  appliquées  à  ce 

point.  11  y  a  donc  équilibre  entre  tous  les  vecteurs  mVg,    tous   les 

vecteurs  — mW^,  et  tous  les  vecteurs  5*.  En  raisonnant  comme  on 
l'a  fait  au  paragraphe  7  4  dans  l'étude  de  l'équilibre  d'un  système 
matériel  quelconque,  on  voit  que  les  percussions  relatives  aux  forces 
intérieures  sont  deux  à  deux  directement  opposées  et  disparaissent. 
D'autre  part,  les  termes  relatifs  aux  forces  extérieures  finies,  comme 
la  pesanteur,  sont  supprimés  comme  négligeables.  11  ne  reste  plus 
que  les  percussions  extérieures.  Donc  : 

Il  y  a  équilibre  entre  les  vecteurs  //îV^,  les  vecteurs  — mV,  et  les  per- 
cussions extérieures  ou  encore  :  le  système  des  percussions  extérieures  est 

équivalent  au  système  des  vecteurs  w(Vj  —  V^),  différences  des  quantités 
de  mouvement 

Dans  l'évaluation  des  percussions  extérieures,  il  faut  compter  les 
percussions  dues  aux  forces  de  liaison  :  par  exemple,  si  un  corps 
solide  tourne  autour  d'un  axe,  on  introduira  les  deux  percussions 
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relatives  aux  deux  points  de  Taxe  que  l'on  a  fixés  pour  réaliser  la 
liaison. 

Les  percussions  des  forces  de  liaison  intérieures  donneront  une 
somme  nulle,  parce  que  si  deux  corps  du  système  se  touchent  en 
un  point  A,  les  actions  mutuelles  des  corps  en  ce  point  sont  deux 
vecteurs  opposés  et  il  en  est,  par  conséquent,  de  même  pour  les  per- 
cussions correspondantes.  Leur  somme  esl  donc  nulle. 

V 

Les  deux  systèmes  des  vecteurs  Tn(V,  —  Vo)  et  des  percussions  exté- 
rieures étant  équivalents,  leurs  résultantes  générales  sont  égales 
donc  : 

Théorème.  —  La  variation,  après  un  cfioc,  de  la  somme  des  quantités 
de  mouvement  est  égale  à  la  somine  des  percussions  extérieures. 

On  peut  énoncer  ce  résultat  autrement  : 

Nous  avons  vu,  au  paragraphe  103,  que  la  quantité  de  mouvement 
du  centre  de  gravité  G  d'un  système,  en  supposant  que  la  masse  totale 
du  système  soit  concentrée  en  ce  point,  est  égale  à  la  somme 
des   quantités  de  mouvement  des  points  du  système.  Celte  quantité 

de  mouvement  au  temps  t^  est  la  résultante  générale  des  vecteurs  mV, 

et  au  temps  t^,  elle  est  la  résultante  générale  des  vecteurs  m\\.  La 
variation  de  cette  quantité  de  mouvement  est  la  résultante  générale 

des   vecteurs  mlV,  —  Vf,);  on  peut  donc  énoncer  aussi,  sous  la  forme 
suivante,  le  théorème  précédent  : 

Théorème.  —  La  variation  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité  après  un 
choc  est  la  même  que  si  l'on  suppose  toute  la  masse  du  système  concentrée 
en  ce  point  et  toutes  les  percussions  extérieures  remplacées  par  des 
vecteurs  égaux  appliqués  à  ce  point. 

Prenons,   de    même,    la    somme    des   moments   des   quantités   de 

mouvement  m\\  par  rapport  à  un  point  0.  puis  la  somme  des  moments 

>■ 

des  vecteurs  — /nV^  par  rapport  au  même  point.  La  somme  des  deux 

vecteurs  obtenus  représente  la  variation  de  la  somme  des  moments  des 

quantités  de  mouvement  pendant  le  choc.  C'est  le  moment  résultant, 

>- 

par  rapport  à  0,  du  système  des  vecteurs  m{Yg  —  V,).  Ce  moment  est 

égal  au  moment  résultant  des  percussions  extérieures.  Donc  : 

TnÉORÈME.  —  La  variation,  après  un  choc,  de  la  somme  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  des  points  d'^un  système  matériel  est  égale  à 
la  somme  des  moments  des  percussions  extérieures . 

Menons,  par  le  point  0,  un  axe  quelconque  (A);  le  moment  d'un 
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système  de  veclcurs  pur  rapport  à  (A)  est  le  nombre  qui  mesure,  sur 
(A),  la  projection  du  moment  résultant  du  système  par  rapport  au 
point  0.  Comme  les  moments  résultants  en  0,  des  systèmes  formés 

par  les  vecteurs  /«(V,  —  V„)  et  par  les  percussions  extérieures  sont 
identiques,  il  en  est  de  môme  de  leurs  projections  sur  (A),  et,  par  suite, 
le  théorème  précédent  est  applicable,  r/ue  les  momenls  soient  pris  par 
rapport  à  un  point  ou  par  rapport  à  un  axe. 

Exemple.  —  Pendule  balistique.  —  Considérons  un  solide  (S)  pouvant 
tourner  autour  d'un  axe  (A),  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure.  Un 
mobile  P,  de  masse  m,  décrit  une  trajectoire  recliligne  (D)  perpendi- 
culaire à  (A)  avec  la  vitesse  constante  V.  Ce  mobile  vient  toucher  le 
solide  (S),  d'abord  au  repos,  et  reste  incorporé  à  ce  solide  qui  prend  la 
vitesse  angulaire  initiale  w.  Cherchons  la  relation  qui  lie  V  et  (o. 


roj 


Prenons  la  somme  des  momenls  des  quantités  de  mouvement,  par 
rapport  à  (A),  du  système  matériel  formé  par  le  solide  (S)  et  le  mobile  P. 
Au  début  du  choc,  (S)  est  immobile  et  P  a  une  quantité  de  mouvement 
mV  dont  le  moment  est  m\b,  b  désignant  la  distance  des  droites  (D) 
et  A.  A  la  fin  du  choc,  le  système  oscille  autour  de  (A)  et  la  somme  des 
moments  des  quantités  de  mouvement  est  Iw  pour  (S),  I  désignant  le 
moment  d'inertie  du  solide  par  rapport  à  A,  et  elle  est  a^mo>  pour  le 
point  P,  a  désignant  la  distance  OP.  La  variation  de  la  somme  des 
moments  est  Iw  +  ma^M  —  mbV.  Considérons  les  percussions  :  en  P,  les 
percussions  sont  intérieures  et  n'interviennent  pas.  Les  percussions 
sur  l'axe,  rencontrant  (A),  comme  les  réactions,  donnent  des  moments 
nuls;  donc 

(I  -f-  ma-]  (D  —  mbY  =  0. 

Cette  équation  donne  l'une  des  vitesses  w  ou  V  lorsqu'on  connaît 
l'autre.  On  a,  par  exemple, 

I  H-  ma^ 


V  =  ( 


mb 
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la  mesure  de  eu  foarnit  la  vitesse  V  du  inohile  I*.  C'est  le  principe  du 
pendule  balistique  qui  servait  jadis  ii  la  mesure  des  vitesses  des 
projectiles. 

113.  Détermination  des  variations  de  vitesses.  —  Considérons  un 
corps  qui  subit  un  choc  pendant  l'inlervalle  de  temps  tJ^.  Avant 
linslant  /^,  le  mouvement  du  corps  était  déterminé  par  les  équations 
de  la  dynamique,  les  forces  étanl  supposées  connues.  Après  linslanl  l^, 
nous  avons  de  nouveau  les  équations  de  la  dynamique  et  le  mouvement 

sera  déterminé  si  nous  connaissons  les  vitesses  initiales  Vj  au  temps  t^, 
puisque  les  positions  sont  les  mêmes  qu'au  temps  t^.  Le  problème  posé 
par  le  choc  est  donc  le  suivant  :  étant  données  les  vitesses  au  début  du 
choc,  trouver  les  vitesses  à  la  fin  de  ce  choc. 

Nous  avons  pu  résoudre  ce  problème  dans  l'exemple  précédent,  parce 
que  les  deux  corps  qui  se  sont  choqués  sont  devenus  solidaires.  Mais 
nous  n'aurions  pas  pu  le  résoudre  si  le  mobile  P,  après  le  choc,  avait 

rebondi  en  abandonnant  (S).  La  vitesse  initiale  V,  de  P  après  le  choc 
serait,  dans  ce  cas,  une  nouvelle  inconnue  dont  la  valeur  dépend  de 
l'état  physique  des  corps  qui  sont  venus  au  contact  et  ne  peut  être 
déterminée  que  par  des  lois  expérimentales. 

Considérons,  par  exemple,  une  petite  balle,  de  masse  m,  qu'on  laisse 

— V 
tomber  d'une  hauteur  h  sur  un  sol  horizontal  poli  :  le  vecteur  mV^  est  ver- 
tical et  \l  =  '2gh.  La  percussion  $  est  un  vecteur  vertical,  comme  la 

réaction  du  sol;  donc,  mV,  est  vertical.  L'expérience  seule  permettra  de 

déterminer  V,.  Supposons  que  la  balle  remonte  à  la  hauteur  h',  on 

Y  /^ 

aura  \i  =  ^gh'  et  ^=i\/  —;  comme  h'  <  /<,  la  vitesse  a  été  réduite 

dans  un  rapport  qui  peut  varier  depuis  zéro,  pour  /«'  =  0,  jusqu'à  un, 
pour  A'  =  A.  La  force  vive  de  la  balle  a  diminué,  pendant  le  choc,  de 
m  (Vf,  —  \i)  =  ^2mg{h  —  h'). 

En  fait,  pendant  la  durée  du  choc,  les  deux  corps  se  déforment  : 
cette  déformation  entraîne  une  variation  de  la  force  vive  totale  du 
système  de  ces  deux  corps,  une  partie  de  cette  force  vive  étant 
absorbée  par  la  déformation.  Si  les  corps  sont  peu  élastiques  ou  mous, 
la  déformation  produite  subsiste  après  le  choc,  les  deux  corps 
demeurent  solidaires,  comme  nous  l'avons  supposé  dans  l'exemple 
de  la  balle  P  qui  vient  s'écraser  sur  le  corps  (S).  Si  les  deux  corps 
sont  parfaitement  élastiques,  les  déformations  produites  disparaissent 
à  la  fin  du  choc,  les  difîérents  points  matériels  qui  constituent  les 
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corps  reprennent  leurs  positions  initiales;  le  travail  des  forces  inté- 
rieures et  de  contact  est  nul  et  lu  furcr  vive  totnir  ti'ii  pas  varié,  lintre 
ces  deux  cas  extrêmes,  se  placent  les  cas  intermédiaires,  pour  lesquels 
la  force  vive  totale  diminue.  11  faudrait  ajouter  au  phénomène  de 
déformation  un  mouvement  vibratoire  des  particules  des  corps  qui 
subsiste  après  le  choc,  mais  nous  le  négligerons. 

Exemples.  —  I.  —  Un  mouton  de  masse  m  doit  enfoncer  dans  le  sol  un 
pilotis  de  masse  m'.  Un  mouton  est  un  cylindre  d'axe  vertical  que  Ton 
remonte  à  une  certaine  hauteur,  puis  qu'on  laisse  tomber,  entre  des 
glissières  verticales,  sur  la  tête  du  pilotis;  soit  V^  la  vitesse  au  moment 
du  choc.  Nous  admettrons  que  le  cylindre  agit  comme  un  corps 
inélastique  et  reste  adhérent  au  pilotis  à  la  fin  du  choc.  Le  système 
total,  de  masse  in-hju',  descend  avec  la  vitesse  initiale  V,.  Pour  ce 
système,  il  n'y  a  pas  de  percussion  extérieure,  donc  la  somme  des 
quantités  de  mouTement  n'a  pas  varié  : 

mV^  =  (m-l-m')Vi. 


La  perte  de  force  vive  est 

m\*,  —  {m  -+-  m'}  Vf  =  vi\l 


La  force  vive  du  système  est  absorbée  par  le  travail  des  réactions  du 
sol  lorsque  le  pilotis  s'enfonce.  H  y  a  intérêt  à  ce  que  cette  force  vive 
soit  la  plus  grande  possible.  Pour  un  travail  donné  T,  travail  qui  cor- 
respond à  la  marche  ascendante  du  mouton,  m\l  est  donné,  c'est  le 
double  de  T.  comme  le  montre  le  théorème  de  la  force  vive  appliqué  au 
mouton  partant  du  repos  et  arrivant  au  bout  de  sa  marche  ascendante. 

La   perte   de   force   vive   au   moment   du   choc   est      '     ^^,'i   il   faut 

augmenter  m,  masse  du  mouton,  pour  diminuer  la  perte  de  force  vive 
due  au  choc,et  par  conséquent,  puisque  in V^'  =  2T,  réduire  V^-Si  le  corps 
mobile  devait  agir  à  la  manière  d'un  bélier,  c'est-à-dire  détruire  un 
corps  de  masse  m',  il  faudrait,  pour  un  travail  donné  T,  augmenter  la 
force  vive  absorbée  par  la  déformation  de  ce  corps,  augmenter  V„  et, 
par  suite,  diminuer  m. 

H.  —  Soient  deux  sphères  parfaitement  élastiques,  de  masses  m  cl  m', 
animées  de  mouvements  de  translations  rectilignes  et  uniformes 
tels  que  leurs  centres  décrivent  la  même  droite  (D).  Soient  v^  et  t?^ 
les  valeurs  algébriques  des  vitesses.  Les  deux  sphères  se  choquent  et 
se  séparent;  calculer  les  valeurs  algébriques  v^  et  r^  des  vitesses,  après 
le  choc. 
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11  n'y  a  pas  de  percussion  extérieure,  donc  la  somme  des  quantités 
de  mouvement  est  invariable  : 

[A]  mVo  -h  w'i'n  =  mu,  H   77i't>^ 

ou 

m{v^  —  v^]  =  m'{r[  —  v'^). 

Les  sphères  sont  parfaitement  élastiques,  donc  la  force  vive  totale 
est  conservée  : 

my.:  -h  m'i\;  =  inv\  -+-  m'u',-, 


ou 

[0) 

m{vl 

On 

déduit  de 

i-i) 

et  (5), 

(6) 

V 

et  les  équations  (4)  et  (6)  donnent  t\  et  v[.  En  particulier,  si  m  =  m',  on 
a  y,  =  r,',,  uj  =rUj,;  chacune  des  sphères  prend  la  vitesse  de  l'autre.  Tout 
se  passe  comme  si  les  sphères  s'étaient  traversées  et  avaient  continué 
leur  route.  Nous  avons  admis  que,  après  le  ohoc,  les  mouvements 
étaient  encore  des  translations  parallèles  à  (D).  Il  serait  facile  de 
l'établir,  en  remarquant  que,  au  centre  de  chaque  sphère,  la  somme 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  est  nulle,  à  la  fin  du  choc, 
comme  au  début. 
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1.  —  Deux  anneaux  M  et  M'  de  même  masse  et  de  dimensions 
négligeables  glissent  respectivement  le  long  de  deux  tiges  paral- 
lèles (D)  et  (D).  Us  s'attirent  réciproquement  avec  une  intensité 
proportionnelle  à  leur  distance. 

1°  Quelles  doivent  être  les  vitesses  initiales  pour  que  le  milieu  de 
MM'  demeure  immobile? 

2"  Quels  sont,  dans  ce  cas,  les  mouvements  de  M  et  de  M',  en 
négligeant  le  frottement. 

3"  Étudier 'le  mouvement,  avec  les  mêmes  conditions  initiales,  en 
supposant  que  le  coefficient  de  frottement  de  chaque  anneau  sur  sa 
tige  soit  égal  à  /". 

2.  —  Trois  points  matériels  A,  B,  C,  de  même  masse,  s'attirent 
mutuellement  proportionnellement  à  la  distance,  le  facteur  de  propor- 
tionnalité étant  le  même  pour  les  trois  points. 

Trouver  le  mouvement  du  centre  de  gravité  0  de  ces  trois  points. 
Comment  doivent  être  disposées  les  vitesses  initiales  des  points  A,  B,  C, 
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pour  que  ce  point  0  demeure  immobile?  Quelles  sont  alors  les  Ir.ijec- 
toires  des  points  A,  B,  C?  Peut-on  choisir  les  vitesses  initiales  de  ces 
points  pour  que,  le  point  0  restant  fixe,  le  triangle  ABC  conserve  une 
grandeur  invariable.  Quels  sont,  dans  ce  dernier  cas,  les  mouve- 
ments des  trois  points? 

3.  —  Une  plaque  homogène,  de  poids  1*,  a  la  forme  d'un  triangle 
équilatéral  ABC  de  côté  a.  La  plaque  est  dans  un  plan  vertical  et  le 
côté  BC  glisse  sans  frottement  sur  une  horizontale.  Un  point  matériel 
de  poids  P  glisse  sans  frottement  sur  le  côté  AC,  A  étant  placé  au- 
dessus  de  BC.  Au  début,  le  point  est  abandonné  en  A  sans  vitesse 
initiale. 

Calculer  la  longueur  du  déplacement  de  la  plaque  lorsque  le  point 
matériel  a  parcouru  le  côté  AC. 

4.  —  Un  fil  flexible,  inextensible,  de  masse  négligeable,  est  attaché 
à  un  point  fixe  0,  par  une  de  ses  extrémités;  il  passe  ensuite  sur  la 
gorge  d'une  poulie  mobile  de  centre  C  et  de  poids  P,  puis  sur  la  gorge 
d'une  poulie  fixe  de  centre  C.  Le  brin  libre  du  fil  supporte,  à  son 
extrémité  S,  un  poids  Q.  Les  poulies  sont  homogènes  et  le  frottement 
du  fil  sur  leurs  gorges  est  négligeable. 

1"  Étudier  le  mouvement  du  point  S  et  celui  du  point  C.  Calculer  la 
tension  du  fil.  A  l'origine  des  temps,  le  système  est  abandonné  sans 
vitesse  initiale. 

2°  A  l'instant  /„,  on  coupe  le  fil  près  de  S.  Le  point  C,  qui  occupe  à 

cet  instant  une  position  C^,  repasse  par  cette  même  position,  au  bout 

p 
du  temps  t^.  En  déduire  le  rapport  ^. 

5.  —  Une  tige  homogène  AB,  de  longueur  /,  de  densité  À,  se  meut 
dans  un  plan  de  manière  que  ses  extrémités  A  et  B  glissent  sans 
frottement  sur  deux  axes  rectangulaires  Oo^,  Oy.  Chaque  élément  MM' 
de  la  tige  est  attiré  par  0>j  et  la  grandeur  de  la  force  attractive  est 
ÀMM'.MP,  MP  désignant  la  distance  de  M  à  Oy. 

Déterminer  la  résultante  des  forces  attractives.  Calculer  le  travail  de 
cette  résultante  pour  un  déplacement  de  la  tige.  Calculer  l'énergie 
cinétique  de  la  tige. 

Écrire  l'équation  différentielle  du  mouvement  et  intégrer  cette 
équation  lorsque  la  tige  peut  venir  se  placer  sur  Ox  de  manière  que 
tous  ses  points  aient  une  vitesse  nulle. 

6.  —  Un  fil  flexible  et  inextensible  passe  sur  une  poulie  fixe  de  rayon  r, 
mobile  autour  de  son  axe  horizontal.  Le  fil  ne  peut  glisser  sur  la  gorge 
de  la  poulie;  il  supporte  à  une  extrémité  un  poids  P  et  à  l'autre  un 


494  liXKUcir.Ks  sLii  lk  livri:  iv 

poids  P-hp.  Trouver  le  moiiveinenl  du  système,  en  appliquant  au 
système  total  le  théorème  de  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  par  rapport  à  Taxe  de  la  poulie.  {Machine  d'Atwood.) 

7.  —  Un  disque  circulaire  homogène  pesant  est  mobile  le  long  d'une 
ligne  de  pente  d'un  plan  incliné  poli;  le  plan  du  disque  coïncide  avec 
le  plan  vertical  de  la  ligne  de  pente.  Trouver  le  mouvement  du  centre 
du  disque  et  montrer  que  la  vitesse  angulaire  de  rotation  du  disque 
est  constante. 

8.  —  Un  réservoir  ayant  la  forme  d'un  parallélépipède  droit  h  base 
rectangle  horizontale  contient  ^5  m^  d'eau.  Les  dimensions  de  la  base 
sont  2,15  m.  et  3,20  m.  On  fait  monter  10  m*  de  cette  eau  dans  un 
autre  réservoir,  ayant  la  forme  d'un  cylindre  de  révolution,  dont  la 
base  est  un  cercle  horizontal  de  2,20  m.  de  diamètre,  situé  à  C,oO  m. 
au-dessus  du  plan  de  base  du  premier  réservoir. 

Calculer  le  travail  dû  à  la  pesanteur. 

9.  Un  cône  de  révolution  homogène,  de  masse  spécifique  p.,  a  pour 
hauteur  /i  et  pour  rayon  de  base  R.  Déterminer  l'ellipsoïde  d'inertie 
au  sommet  du  cône,  au  centre  de  la  base,  et  l'ellipsoïde  central 
d'inertie. 

10.  —  On  fait  osciller  un  pendule  composé,  successivement,  autour 
de  deux  axes  parallèles  placés  horizontalement;  au  moyen  d'une 
masse  mobile,  on  règle  l'appareil  de  façon  que  les  durées  des  oscilla- 
lions  soient  égales.  Le  plan  des  deux  axes  contient  le  centre  de 
gravité  du  pendule.  Montrer  que  la  distance  des  deux  axes  est  alors 
égale  à  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone.  Déduire,  de  l'obser- 
vation, la  valeur  de  l'accélération  due  à  la  pesanteur,  au  lieu  considéré. 
{Pendule  réversible  de  Kater.) 

11.  —  Une  tige  OA,  homogène,  pesante,  de  longueur  a,  se  meut  dans 
un  plan  vertical  autour  de  son  extrémité  tixe  0.  A  l'iustant  zéro,  la 
barre  est  horizontale  et  lancée  vers  le  bas  avec  la  vitesse  angu- 
laire y/  —  -  Calculer  la  vitesse  angulaire  pour  les  positions  verticales 
de  la  barre  et  le  temps  mis  par  la  barre  pour  atteindre  ces  positions. 

12.  —  Un  pendule  composé  est  formé  par  une  tige  rectiligne  homo- 
gène AB,  de  longueur  2/  et  de  masse  m.  A  l'extrémité  A  se  trouve  une 
sphère  homogène  de  centre  A,  de  rayon  r  et  de  masse  M.  Une  autre 
sphère  identique  a  son  centre  0'  en  un  point  arbitraire  de  la  tige  et  peut 
glisser  le  long  de  cette  tige.  On  pos«ra  00'==x,  0  étant  le  milieu  de 
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AB.  Laxe  de  suspension,  hoii/.uiilal,  est  perpendiculaire  à  AB,  en  son 
milieu  0. 

l'étudier  les  variations  de  la  durée  de  roscillaliun  de  ce  pendule 
lors(iue  X  varie. 

Calculer  la   longueur  du  pendule  simple  synchrone,  en  négligeant 

les  rapports  g  et  ^"devant  l'unité. 

13.  —  Un  pendule  composé  oscille  autour  d"unaxe(A)qui  faitTanglet 
avec  le  plan  horizontal.  Soit  ()  le  pied  de  la  perpendiculaire  ahaissée 
du  centre  de  gravité  G  sur  (A);  on  prendra  comme  variahle  l'angle  0 
(jue  fait  OG  avec  le  plan  vertical  passant  par  (A). 

Trouver  ré(|uation  différentielle  du  mouvement;  les  conditions 
d'équilihre  du  système;  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone 
oscillant  autour  d'un  axe  horizonlal.  Comment  varie  la  durée  d'oscilla- 
tion de  ce  pendule  composé  lorsque  l'axe  (A),  d'abord  horizonlal,  fait 
ensuite  l'angle  i  avec  le  plan  horizontal? 

14.  —  Une  balle  élastique  rebondit  sur  un  plancher  parfaitement 
poli.  Après  chaque  choc,  la  composante  verticale  de  la  vitesse  est 
multipliée  par  le  facteur  e  inférieur  à  l'unité.  La  balle  est  lancée,  au 
début,  sous  l'angle  a,  avec  une  vitesse  de  grandeur  V.  Montrer  que  la 
somme  des  durées  des  bonds  a  une  limite  à  partir  de  laquelle  la  balle 
ne  rebondit  plus  et  roule  sur  le  sol.  Exemple  :  e  =  0,8;  Vsina,  compo- 
sante verticale  de  la  vitesse  ijiitiale,  est  égale  à  -4  m. /s. 

15.  —  Une  porte  a  la  forme  d'un  rectangle  qui  serait  mobile  autour 
d'un  de  ses  côtés  placé  verticalement.  Cette  porte  est  frappée  normale- 
ment avec  la  vitesse  v^  par  une  balle  en  caoutchouc.  La  porte  et  la 
balle  étant  supposées  parfaitement  élastiques,  calculer  la  vitesse  angu- 
laire de  la  porte,  après  le  choc.  A  quelle  distance  de  Taxe  le  choc 
doit-il  avoir  lieu  pour  que  celle  vitesse  angulaire  soit  maximum? 


NOTE 

SUR    LES   UNITÉS   EN   MÉCANIQUE 


114.  Changement  d'unités.  —  Formules  de  dimensions.  —  Nous 
avons  vu  au  paragraphe  43  que  les  différentes  unités  introduites  en 
mécanique  dérivent  de  trois  unités  fondamentales.  Lorsqu'on  change 
la  grandeur  des  unités  fondamentales,  il  importe  de  connaître 
comment  varient  les  nombres  qui  mesurent  les  grandeurs  dérivées. 

Supposons  que  l'unité  avec  laquelle  on  mesure  une  grandeur 
devienne  k  fois  plus  petite,  le  nombre  n  qui  mesurait  la  grandeur  est 
remplacé  par  le  nombre  nk,  k  fois  plus  grand,  puisque  la  grandeur 
qui  contenait  n  fois  l'ancienne  unité,  contient  nk  fois  la  nouvelle.  Plus 
généralement,  si  k  est  le  rapjjort  de  lancienne  unité  à  la  nouvelle,  le 
nombre  u  qui  mesure  la  grandeur  est  multiplié  par  k;  en  effet  la 
grandeur  contient  n  fois  l'ancienne  unité  et  ??' fois  la  nouvelle  et  l'on 
a,  en  représentant  par  U  et  U'  la  grandeur  de  l'ancienne  unité  et  celle 
de  la  nouvelle, 

n\]  =  n'lJ', 
ou 

u U_ , 

71  U' 

Si  l'on  change  une  unité  fondamentale,  on  a  ainsi  immédiatement  la 
nouvelle  valeur   du  nombre  qui  mesure  une  grandeur  fondamentale. 

Pour  les  grandeurs  dérivées,  les  nombres  qui  les  mesurent  varieront 
comme  ceux  qui  mesurent  l'unité  dérivée  ;  si  l'unité  dérivée,  qui  était 
mesurée  par  le  nombre  1,  est  maintenant  mesurée  par  A',  les  nombres 
qui  mesurent  les  grandeurs  correspondantes  sont  multipliés  par  A-.  Pour 
trouver  ce  nombre  k  on  se  sert  d'une  relation,  appelée  formule  de 
dimensions,  qui  permet  de  se  rappeler  comment  l'unité  dérivée  est  liée 
aux  unités  fondamentales.  Par  exemple,  l'unité  de  surface  est  la  sur- 
face du  carré  construit  sur  l'unité  de  longueur;  si  l'unité  de  longueur 
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devient  À  fois  plus  pelile,  la  surface  du  carré  formant  l'unité  de  surface 
sera  mesurée  par  ).*;  la  formule  de  dimensions  d'une  surface  est 

En  mécanique,  les  grandeurs  fondamentales  sont,  dans  le  sys- 
tème C.  G.  S,  la  longueur  L,  la  masse  M,  le  temps  T.  Une  grandeur 
dérivée  U  sera  représentée  par  une  formule  de  dimensions 

U  =  L"M^r , 

dans  laquelle  a,  p,  v  sont  des  nombres  positifs,  négatifs  ou  nuls.  On  dit 
que  U  est  de  dimension  a  en  longueur,  de  dimension  p  en  masse,  de 
dimension  y  en  temps.  Si  .l'unité  de  longueur  devient  >.  fois  plus  petite, 
l'unité  de  masse  [l  fois  plus  petite,  l'unilé  de  temps  t  fois  plus  petite, 
le  nombre  qui  mesurait  une  grandeur  avec  l'unité  U  sera  multiplié 
par  À'^ix^'.  Pour  les  grandeurs  cinématiques,  fs  =  0,  puisqu'elles  ne 
dépendent  que  de  la  longueur  et  du  temps. 

Voici  les  formules  de  dimensions  pour  les  principales  unités  déri- 
vées : 

Vitesse.  —  Une  vitesse  est  le  quotient  d'une  longueur  par  un  temps; 

î;  =  ^=LT-'. 

Accélération.  —  Une  accélération  est  le  quotient  d'une  vitesse  par  un 
temps; 


^-LT- 


T 

Par  exemple,  à  Paris,  l'accélération  due  à  la  pesanteur  est  980,96 
dans  le  système  C.  G.  S;  si  l'on  prend  le  mètre  comme  unité  de 
longueur,  À  =  10~-  et  la  valeur  de  g  devient  9,8096;  si  l'on  prend,  en 

outre,  la  minute  comme  unité  de  temps,  /.  =  10 ~-,  7=1^777;  la  nouvelle 
valeur  sera  <J^=^  g'/---=  'S6g. 

Force.  —  Une  force  est  le  produit  d'une  masse  par  une  accélération; 

F  =  MLT  ^ 

Quantilé  de  mouvement.  —  Une  quantité  de  mouvement  est  le  pro- 
duit d'une  masse  par  une  vitesse;  elle  est  représentée  par  MLT~'. 

Travail.  —  Un  travail  est  le  produit  d'une  force  par  une  longueur; 

C  =  MLq'--. 

Force  vive.  —  Une  force  vive  est  le  produit  d'une  masse  par  le  carré 
d'une  vitesse;  elle  est  représentée  par 

M(LT-')-  =  ML-T-*. 
Les  dimensions  sont  les  mêmes  que  celles  d'un  travail. 

MATH.    GÉNéRALES.    —  II.  32 
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115.  Homogénéité  des  formules.  —  Les  ûqualions  de  la  mécanique 
sonl  élublies  sans  spécitier  le  clioix  des  uni  lés  fondamentales.  Elles 
doivent  conserver  la  même  forme  quand  on  change  ces  unités;  les 
termes  qu'elles  contiennent  doivent  être  homogènes  scparéinenl  par 
rapport  aux  longueurs,  aux  masses  et  aux  temps  :  ils  doivent  tous 
avoir  les  mêmes  dimensions  par  rapport  à  L,  M,  T  rts;jf'etivemenl. 
Par  exemple,  le  théorème  de  la  force  vive  exprime  l'égaliL'  l'un  travail 
et  d'une  force  vive,  et  ces  deux  termes  ont  les  mômes  dimensions. 

116.  Système  M.  T.  S.  —  Une  loi  du  2  avril  1919  et  un  décret  du 
26  juillet  1919  ont  institué  de  nouvelles  unités  légales  de  mesures, 
répondant  aux  nécessités  du  Commerce  et  de  l'Industrie.  Ces  unités 
constituent  le  système  M.  T.  S.  dont  les  grandeurs  fondamentales  sont, 
comme  dans  le  système  C.  G.  S,  une  longueur,  une  masse  et  un  temps. 
Les  formules  de  dimensions  établies  plus  haut  sont  donc  applicables 
et  permettent  de  se  rendre  compte  des  rapports  des  nouvelles  unités 
dérivées  aux  anciennes. 

L'unité  de  longueur  est  le  mètre,  l'unité  de  masse  est  la  tonne, 
l'unité  de  temps  est  la  seconde  de  temps  moyen. 

L'unité  de  force  est  le  stlirnc  qui  vaut  10"  dynes;  on  le  désigne  par 
sn;  le  kilogramme-poids  vaut  0,'J3  csn,  c'est-à-dire  0,98  centislhène. 

L'unité  de  travail  est  le  liilojoulc  qui  vaut  10'**  ergs;  on  le  désigne 
par  kJ,  le  joule  étant  désigné  par  J  ;  le  kilogrammètre  vaut  9,8  J. 

Les  unités  ci-dessus  sont  les  mesures  légales  depuis  le  20  juillet  1920. 
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THÉORIE   ET    APPLICATIONS   DES   DÉTERMINANTS 


§    1.   —   THEOUIE    DES   DÉTERMINANTS 

1.  Permutations.  —  Définition'".  —  On  appelle  permutation  des  n 
premiers  entiers  Vune  quelconque  des  suites  obtenues  en  écrivant  ces  n 
nombres,  sur  une  ligne  droite,  dans  un  ordre  quelconque. 

Si  cet  ordre  est  l'ordre  de  grandeur  croissante,  la  permutation, 
obtenue  s'appelle  la  permutation  naturelle. 

Exemple  :  1.2.3.4.5  est  la  permutation  naturelle  des  5  premiers 
entiers;  13. 5. 4. 1.2;  4.2.5.3.1  en  sont  deux  autres  permutations. 

Problème.  —  Former  toutes  les  permutations  des  n  premiers  entiers. 

Soit  à  former,  par  exemple,  toutes  les  permutations  des  4  premiers 
entiers.  Si  j'imagine  une  quelconque  de  ces  permutations  et  si  je 
barre  le  nombre  4,  j'obtiens  une  permutation  des  3  premiers  entiers. 
Donc  j'obtiendrai  toutes  les  permutations  chercliées  si,  prenant  suc- 
cessivement chaque  permutation  des  3  premiers  entiers,  j'y  introduis 
successivement  le  nombre  4  à  la  4%  à  la  3%  à  la  ^^  et  à  la  1"  place. 
Chaque  permutation  des  3  premiers  entiers  me  fournit  ainsi  4  permu- 
tations différentes;  de  plus,  deux  permutations  différentes  des  3  pre- 
miers entiers  ne  peuvent  fournir  une  même  permutation,  car  d'une 
permutation  des  4  premiers  entiers  on  ne  peut  déduire  qu'une  per- 
mutation des  3  premiers  entiers  en  y  barrant  le  4. 

(1)  La  théorie  des  déterminants  n'est  pas  comprise  dans  le  programme  du  certi- 
ficat de  Mathématiques  générales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  .Mais  elle  est 
indispensable  aux  étudiants  qui  se  proposent  de  suivre,  ultérieurement,  un  cours  de 
calcul  différentiel  et  intégral. 

(2)  Celle  définition  a  été  déjà  donnée,  incidemment,  au  n°  72,  tome  l. 
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Tout  revient  donc  à  former  d'abord  toutes  les  permutations  des 
3  premiers  entiers.  Or  celles-ci  s'obtiendront  de  même  en  partant  des 
permutations  des  2  premiers  entiers;  et  ces  dernières  dérivent  encore 
de  la  permutation  unique  du  seul  entier  1.  On  a  donc, successivement 
les  tableaux  suivants  : 


(T.) 

1 

(T,) 

1.2         ; 

2.1 

/T  \    \ 

1.2.3 

1.3.2 

3.1.2 

(^3)    J 

2.1.3 

2.3.1 

3.2.1 

/ 

1.2.3.4 

1.2.4.3 

1.4.2.3 

4.1.2.3 

1.3.2.4 

1.3.4.2 

1.4.3.2 

4.1.3.2 

(TJ 

3.1.2.4 

3.1.4.2 

3.4.1.2 

4.3.1.2 

2.1.3.4 

2.1.4.3 

2.4.1.3 

4.2.1.3 

/ 

2.3.1.4 

2.3.4.1 

2.4.3.1 

4.2.3.1 

\ 

3.2.1.4 

3.2.4.1 

3.4.2.1 

4.3.2.1 

En  introduisant  de  même  l'entier  5  aux  5  places  possibles  dans 
chacune  des  permutations  du  tableau  (TJ,  on  obtiendrait  le  tableau 
(T5)  des  permutations  des  5  premiers  entiers;  et  ainsi  de  suite. 

Nombre  des  permutations.  —  On  voit  que  la  permutation  de  (T,) 
fournit  ainsi  2  permutations  de  (1\);  que  chaque  permutation  de  (Tj) 
fournit  3  permutations  de  (T3);  que  chaque  permutation  de  (T,) 
fournit  4  permutations  de  (TJ;  et  ainsi  de  suite. 

Si  donc  on  désigne  par  P,,  P^,  P3,  P^^  . .  ..les  nombres  des  permuta- 
tions des  tableaux  (T,),  (TJ,  (T3),  (TJ,  ...,  on  aura  successivement: 

P^=l,         P,=2Pj  =  2.1,         p3=3P,=:3.2.1,         P,=4l\=4.3.2.1; 

et  ainsi  de  suite.  De  sorte  que  l'on  arrive  au  résultat  suivant,  déjà 
obtenu  par  une  autre  voie  au  numéro  72  : 

Théorème.  —  Le  nombre  P„  des  permutations  des  n  premiers  entiers 
est  égal  au  produit  1.2.3. .  .n  de  ces  n  entiers. 

2.  Inversions,  —  Définition  1.  —  On  dit  que  deux  indices  ^^^  d'une 
permutation  formi'nl  une  inversion  si  celui  de  gauche  est  plus  grand  que 
celui  de  droite. 

Le  nombre  des  inversions  que  présente  une  permutation  peut 
s'obtenir   comme   il  suit.   On   prend  le  1"  indice  à  gauche   et   l'on 

(1)  Pour  éviter  des  confusions  de  langage,  il  est  commode  de  donner  ce  nom 
d'inc/tces  aux  nombres  entiers  qui  figurent  dans  une  permutation. 
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compte  combien  il  y  en  a  de  plus  petits  ii  sa  droite;  puis  le  2*  et  l'on 
compte  combien  il  y  en  a  de  plus  pelils  h  sa  droite;  et  ainsi  de  suite; 
et  on  fait  la  somme  de  tous  les  nombres  d'inversions  ainsi  obtenus. 

Exemple  :  (j.i. ^,1.1. '^ M.  contient  5 -h  3  + 3 -f- 3 -h  0-+- 1  =  15  in- 
versions. 

DÉFINITION  2.  —  Une  peiTnutation  est  paire  si  elle  contient  un  nombre 
pair  d" invei'sions ;  elle  est  im,paire  si  elle  en  contient  un  nombre  impair. 

Exemple  :  La  permutation  6.4.5.7.1.3.2  est  impaire;  la  permu- 
tation G. 7. 5. 4. 1.3. 2  est  paire;  la  permutation  naturelle,  qui  contient  0 
inversion,  est  paire. 

Théorème.  —  Si  on  échange  deux  indices  d'une  permutation,  elle 
change  de  parité. 

Supposons  d'abord  que  l'on  échange  deux  indices  consécutifs; 
cela  ne  change  rien  aux  inversions  formées  respectivement  par  ces 
deux  indices  avec  tous  les  autres,  ni  à  celles  formées  respectivement 
par  d'autres  indices  entre  eux;  mais  si  ces  deux  indices  formaient 
en  plus  une  inversion,  ils  n'en  forment  plus;  et  inversement.  Le 
nombre  total  des  inversions  a  donc  augmenté  ou  diminué  dune  unité. 

Supposons  ensuite  que  les  deux  indices  échangés  soient  séparés 
par  un  ou  plusieurs  autres.  Par  exemple  qu'on  échange  5  et  7  dans  la 
permutation  G. 3. 5. 2. 8. 7. 4.1  ce  qui  donne  G. 3. 7,2.8.5.4.1.  On  peut 
obtenir  ce  résultat,  en  échangeant  5  successivement  avec  2,  avec  8, 
avec  7;  puis  7  avec  8  et  avec  2;  c'est-à-dire  en  échangeant  5  successi- 
vement avec  les  p  indices  compris  entre  5, et  7;  puis  avec  7,  et  alors  7 
avec  les  p  indices  primitivement  placés  entre  5  et  7.  Or  cela  fait 
2p-i-l  échanges;  c'est-à-dire  un  nombre  impair  de  changements  de 
parité;  donc,  en  définitive,  changement  de  parité.  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  —  On  conclut  du  théorème  précédent  que,  du  tableau  de 
toutes  les  permutations  paires  des  5  premiers  entiers,  par  exemple, 
on  déduit  celui  de  toutes  les  permutations  impaires  en  échangeant 
2  indices  quelconques,  2  et  4  par  exemple,  dans  toutes  les  permu- 
tations du  i"  tableau.  Il  y  a  donc,  en  particulier,  autant  de  permu- 
tations paires  que  de  permutations  impaires  dans  le  tableau  total 
des  permutations  des  n  premiers  entiers. 

3.  Définition  des  déterminants.  —  On  appelle  déterminaml  de 
degré  n  le  résultat  d'une  certaine  opération  efifectuée  sur  n-  quantités 
algébriques  rangées  en  carré,  dans  un  ordre  donné,  auxquelles  ou 
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donne  le  nom  à'éléinenls  du  délerminanl.  Nous  définirons  celle  opéra- 
tion pour  un  carré  contenant  IG  éléments,  c'est-à-dire  A  lignes  horizon- 
tales et  -4  colonnes  verticales,  de  4  éléments  chacune.  Soit  : 


(i) 


1 

2 

3 

4 

a 

b 

c 

d 

a' 

b' 

c' 

d' 

a" 

b" 

c" 

d" 

a'" 

b'" 

c'" 

d'" 

(Les  numéros  écrits  en   avant,,  et  en    lêle   du   tableau,   sont  les 
numéros,  ou  indices,  des  lignes  et  des  colonnes  du  carré.) 

Nous  supposons  formé  le  tableau  (TJ  des  24  permutations  des 
4  premiers  entiers,  et  à  chacune  de  ces  permutations  nous  faisons 
correspondre  un  produit  de  4  des  éléments  (1),  à  savoir  l'élément  de 
la  1"  ligne  qui  est  dans  la  colonne  dont  l'indice  est  le  1"  nombre  de 
celte  pei mutation;  l'éltment  de  la  2''  ligne  qui  est  dans  la  colonne 
dont  l'indice  est  le  2*  nombre  de  la  peimulation,  etc.  Et  on  affecte  le 
produit  obtenu  du  signe  (+)  si  la  peimulation  est  paire,  du  signe  ( — ) 
ai  la  permutation  est  impaire.  On  a  ainsi  ce  qu'on  appelle  un  terme  du 
déterminant. 

La  somme  algébrique  des  24  termes  obtenus  de  cette  manière  est, 
par  définition,  le  déterminant  des  quantités  (1).  On  représente  ce 
déterminant  par  la  notation  : 


^  = 


qui  signifie  par  conséquent  que  A  est  égal  à  la  somme  algébrique  : 
A  =  +  ab'c"d"'  —  ab'd"c"'  +  ad'b"c"'  —  da'b'Y" 

—  ac'b"d"'  -h  ac'd"b"'  —  ad'c"b"'  +  da'c"b"' 
-+-  ca'b"d"'  —  ca'dlj'"  +  cd'a"b"'  —  dc'a"b"' 

—  ba'c"d"'  H-  bad"c":  —  bd'aV"  -+-  db'a"c"' 
_H  bc'a"d"'  —  bc'd"a"'  +  bd'c"a"  +  db'c"a"' 

—  cb'a"d"'  +  cb'd"a"  —  cd'b'W"  -+-  dc'b"a"'. 

On  définira  de  môme  les  déterminants  du  2*  et  du  3"  degré  : 
a      b 


a 

b 

c 

d 

a' 

b' 

c 

d' 

a" 

b" 

c" 

d" 

a'" 

b'" 

c'" 

d'" 

et 


b' 


^  ab'  —  ba' , 


a      b 

a'     b' 
a"     b" 


ab'c"  —  ac'b"  +  ca'b"  —  ba'c"  +  bc'a"  —  cb'a". 
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On  appelle;  termi'  principal  du  dctorminanl  celui  qui  est  fourni  par 
la  permutalion  nalurolle;  il  se  compose  des  éléments  placés  sur  la 
diagonale  du  carré  qui  va  de  gauche  èi  droite  et  de  haut  en  bas,  et 
qu'on  appelle  la  diagonale  principale.  On  écrit  quelquefois,  pour 
abréger, 

A  =  (a//c"d"'),         ou         A  =  i]±(a//c"rf"'). 

4.  Premières  propriétés  des  déterminants.  —  Propriété  I.  —  11 
résulte  'immédiatement  de  la  définition  du  délerminanl  que  chfuiue 
terme  contient  un  élément  de  chaque  ligne  et  un  seul,  et  en  même  temps 
un  élément  de  chaque  colonne  et  un  seul. 

Par  suite,  si  on  met  en  facteur  commun  un  élément  quelconque  dans 
tous  les  termes  qui  le  contiennent,  la  somme  algébrique  ainsi  obtenue 
ne  contient  que  les  éléments  des  lignes  et  des  colonnes  autres  que  la 
ligne  et  la  colonne  de  cet  élément;  on  l'appelle  le  coefficient  de  cet 
élément  dans  le  déterminant..  Nous  représenterons  par  A  le  coefficient 
dé  a,  par  B  celui  de  à,  etc. . .,  par  A'  celui  de  a',  etc. .  . ,  par  D'"  enfin 
celui  de  d'". 

Exemple  ;  C  =  —  ab"d"'  +  ad"b"'  +  ba"d"'—  hd"a"'  —  da!'b"'-\-db"a" . 

Propriété  II.  —  Tout  terme  du  déterminant  A  contient  un  des  élé- 
ments de  la  première  ligne;  il  est  donc  contenu  dans  l'un  des  produits 
aA,  ÔB,  Ce,  \)d  et  comme  il  ne  contient  qu'un  élément  de  cette  première 
ligne,  il  n'appartient  pas  à  deux  de  ces  produits.  L'ensemble  de  tous  les 
termes,  c'est-à-dire  A,  est  donc  égal  à  la  somme  de  ces  \  produits.  On 

a  donc 

l  =  a\       -4-6B       H-cC       -+-f/D; 

et,  de  même, 

A  =  a'A'  -^é'B'  -^-c'C  -hrf'D', 
A=:f/"A"'  +6"B"  -Hc"G"  -+-rf"D", 
A  =  a"k"'  +  6"'B"'  -f-  c'"C"'  -\-  d"'D"'. 

Le   même  raisonnement  pouvant  se  faire  pour  les  colonnes,  on  a 

encore 

A  =  a  A  -h  a' A'  -f-  a"A"  -+-  a'"  A'", 
\  =  hB  -i-  //B'  -f-  6"B"  -h  6"'B", 
A  =  cC  -h  o'C  -f-  c"C"  -+-  c"'C"', 
l  —  dD-hd'D'^  d"D"  -+-  rf"'D"'. 

On  exprime  ces  résultats  en  disant  : 

Un  déterminant  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  éléments  de 
chaque  ligne,  et  aussi  des  éléments  de  chaque  colonne. 
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Propriété  III.  —  Lorsque  les  éléments  d'une  iujne  {ou  d'une  colonne) 
sont  des  sommes  de  plusieurs  quanfités,  on  peut  considérer  le  détermi- 
nant comme  la  somme  de  plusieurs  déterminants. 

Soit,  par  exemple, 


b'  =  g 


c'  ^  r  -h  r'  -h  r" 


a 

p- 
a" 


b" 


a  =p-hp  -i-p 

et  considérons 

abc 

A=     a'     b'     c' 

a"     b"     c" 

On  peut  écrire 

\  =  a'X'  -hb'B'  -hc'C 

A  =  (pA'  -+-  qB'  +  rC)  -h  ip'\'  -f-  q'B'  -h  r'C)  4-  (p"A'  +  q"h'  -h  r"C). 

Comme  A',  B',  C  ne  contiennent  ni  a',  ni  b\  ni  c',  les  3  parenthèses 
s'obtiennent  en  remplaçant  dans  A  la  ligne  a'  b'  c,  successivement,  par 
les  lignes  partielles  pqr;  p'q'r' ;  p"q"r".  On  a  donc 


t 

c 

a 

b 

c 

a 

b 

c 

p 

7 

r 

+ 

p' 

9' 

r' 

4- 

p" 

9" 

r 

a" 

b" 

c" 

a" 

b" 

c" 

a" 

b" 

c 

Propriété  IV.  —  5i  tous  les  éléments  d'une  ligne  {ou  d'une  colonne) 
contiennent  un  même  fadeur^  on  peut  le  mettre  en  facteur  commun  dans 
le  déterminant . 

Soit 

avec 
On  a 


A  = 


b  c 
b'  c' 
h"  '  c" 


a  =  m  a 


a'A'  -h  6'B  -hc'C  ^  m  (a' A' 


c  =  my 

-+-3'B'h 


r'C) 


Or,  d'après  le  raisonnement  précédent,  la  parenthèse  est  ce  que 
devient  A  quand  on  y  remplace  a'  par  a',  b'  par  ^'  et  c'  par  -}'.  Donc  : 


a 

b 

c 

a 

b 

c 

ma 

?n^' 

m-f' 

=zm 

1 
a 

r 

Y 

a" 

b" 

c" 

a" 

b" 

c 

Remarque.  —  Par  application  des  propositions  précédentes,  on  peut 
inversement,  faire  la  somme  de  plusieurs  déterminants  ne  diirérant 
que  par  une  ligne  (ou  par  une  colonne);  et  faire  entrer  dans  un 
déterminant,  comme  facteur  des  éléments  d'une  ligne  (ou  d'une 
colonne),  un  facteur  placé  devant  un  déterminant. 
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On  peul  également  combiner  les  deux  propriétés.  Ainsi 


a 

mb  H-  n^ 

c 

a 

h 

c 

a 

P 

c 

a' 

mb'  -t-  H  ^' 

c' 

=:  m 

a 

U 

c' 

4-n 

a 

?' 

c 

a" 

m//'-j-n[i" 

c" 

a" 

h" 

c" 

a" 

[j" 

c 
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Remarquons  enlin  que,  de  la  propriété  I,  il  résulte  ([u«n  diteinn- 
nanl  est  uul,  si  les  éléinenls  d'une  liijne  ou  d'une  colonne  sonl  tons  nuls. 


5.   Propriétés  qui   résultent  de   la  comparaison  des  colonnes.  — 
PnoiMUKTÉ  \ .  —  Un  déterminant  qui  a  deux  colonnes  identiques  est  nul. 

Soit 

a  b        c        d 

a'  b'       c'       d' 

a"  b"      c"      d" 

a'"  b'"     c'"     d'" 


A  = 


Et  supposons,  par  exemple,  b  =  d,  b'  =  d',  b"  =  d'\  b'"  =  d"',  c'est-à- 
dire  que  les  2"  et  4*  colonnes  sont  identiques. 

Du  corollaire  qui  termine  le  numéro  2,  on  conclut  que  A  a  autant 
de  termes  aiïectés  du  signe  -t-  que  de  termes  affectés  du  signe  — ;  et 
nous  pouvons  associer  chacun  des  premiers  à  l'un  des  seconds  et  à  un 
seul,  de  manière  que  les  permutations  fournissant  deux  termes  associés 
ne  diffèrent  que  par  lécliange  des  nombres  2  et  i.  Ces  2  permuta- 
tions seront  par  exemple  3.2.1.4  et  3.4.1.2.  La  ligne  qui  fournil 
pour  le  premier  des  2  termes  un  élément  de  la  2"  colonne  fournira 
pour  l'autre  un  élément  de  la  4"  colonne,  et  inversement.  On  passe 
donc  de  l'un  des  termes  à  l'autre  en  y  changeant  h  en  d,  b'  en  d', 
b"  en  d",  b'"  en  d'"  et  inversement. 

Dans  l'hypothèse  faite,  ils  sont  donc  identiques,  et,  comme  ils  sont 
affectés  de  signes  contraires,  ils  se  détruisent.  Cela  étant  vrai  pour 
deux  termes  associés  quelconques,  les  termes  de  A  se  détruisent  deux 
à  deux,  et  A  est  nul. 

Propriété  VI.  —  Si  on  ajoute  aux  éléments  d'une  colonne  des  équimul- 
tiples  des  éléments  correspondants  des  autres  colonnes,  le  déterminant  ne 
change  pas  de  valeur. 

Exemple  : 


a 

b 

c 

a 

b  -H  ma  -h  ne 

t 

a' 

b' 

c' 

= 

a 

b'  -h  ma'  -f-  ne' 

c 

a" 

b" 

c" 

a" 

h" -^  VI  a"  ^  ne" 

c 
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a 

a 

c 

a 

c 

c 

a' 

a 

c 

-hn 

a 

c' 

c' 

a" 

a" 

c 

a' 

c" 

c' 

Car  le  deuxième  niemhro  peut  s'écrire 

abc 

a'     b'     c      -4- m 

a"     b"     c 

Et  les  deux  derniers  déterminants  sont  nuls,  comme  ayant  deux 
colonnes  identiques. 

Propriété  VII.  —  Si  les  éléments  des  diverses  lignes  sont  liés  par  une 
même  relation  linéaire  et  homoqrne  à  coefficients  non  tous  nuls,  le  déter- 
minant est  nul. 
Soit  encore 

abc 

A  =     a'     b'     c 

a"     b"     c" 

et  l'on  suppose  que  l'on  a,  à  la  fois, 

ma  -\-  nb  -\r-  pc  =z  ma'  -\-  nb'  -{-  pc'  =^  ma"  -h  7ib"  -+-  pc"  =  0, 

avec  w^rO  par  exemple.  On  peut  écrire 

ma  -+■  nb  -j- pc      b      c 

m  A  :=     ma'  -h  nb'  -h  pc'     b'     c' 

ma" -i- nb" -h  pc"     b"     c" 

comme  on  le   voit  en  décomposant  le  déterminant   en   trois.  Or  la 
première  colonne  a  ses  éléments  nuls  par  hypothèse. 
Donc  mA=rO,  et,  comme  m  n'est  pas  nul,  on  a  A  =  0, 

Propriété  VIII.  —  Si  on  échange,  élément  à  élément,  deux  colonnes 
d'un  déterminant,  il  change  de  signe  en  gardant  la  même  valeur  absolue. 
Par  exemple  : 


a       d       c 

b 

a        h 

e 

d 

a'      d'      c'       b' 

a'       b' 

c'      d' 

a"      d"      c"      //' 

— 

a"      b" 

c"      d" 

a'"     d'"     c"'     b'" 

a'"     b" 

c'"  ■  d'" 

n  effet,  on  a 

a     b    ~\-d     c     b    H-c/ 

a 

b 

c     b   -{-d 

a     d     c 

b    -{-d 

a'    b'  -hf/'    c'    b'  -\-d' 
a"  b"  H-ri"  c"   b"  H-d" 

= 

a 
a 

b' 

'   b" 

c'    b'  -+-d' 
c"    b"  -hd" 

-4- 

a'    d'    c' 
a"   d"   c" 

b'  -hd' 
b"  +rf" 

a"  b"'-\ 

.d'"  c'"  b"'-\-d"' 

a 

"  b" 

c' 

"  b"'-i-d"' 

a"  d'" 

c'" 

b"'-i-d"' 

Or  les  deux  derniers  déterminants  sont  chacun  la  somme  d'un  déter- 
minant à  deux  colonnes  identiques,  c'est-à-dire  nul,  et  de  l'un  des  deux 
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délerminanls  considérés.  La  somme  do  ceux-ci  est  donc  nulle,  ce  qui 
équivaut  à  dire  qu'ils  sont  égaux  et  de  signes  contraires.     (C.  Q.  F.  D.) 

6.  Échange  des  lignes  et  des  colonnes.  —  Prophilti';  I\.  —  Un 
déterminant  garde  la  inhne  valeur  si  •on  chan(/i-  les  lii/nes  eu  colonnes  et 
les  colonnes  en  ligues. 

Il  faut,  entendre  par  là  que  la  première  ligne  devient  la  première 
colonne,  et  inversement;  que  la  deuxième  ligne  devient  la  deuxième 
colonne,  et  inversement;  et  ainsi  de  suite.  Par  exemple,  le  déterminant 


A  = 


deviendra 


a 

b 

c 

d 

a' 

ly 

c' 

d' 

a" 

1  " 

c" 

d" 

a'" 

1  ''' 

c'" 

d'" 

a 

a' 

a" 

a'" 

b 

b' 

b" 

b"' 

c 

c' 

c" 

c'" 

d 

d' 

d" 

d'" 

^' 


Pour  élablir  celte  proposition,  nous  montrerons  que  rien  ne  distingue 
au  fond,  dans  la  définition  du  déterminant,  les  lignes  des  colonnes.  En 
eftet,  faisons  d'abord  abstraction  du  signe  dont  on  artecte  les  divers 
termes;  chacun  de  ces  termes  renferme  un  élément  et  un  seul  de 
chaque  ligne  et  de  chaque  colonne  (Pr.  I). 

Réciproquement,  si  on  a  un  produit  de  i  éléments  de  A,  tel  que 
parmi  ces  4  éléments  il  y  en  ait  un  et  un  seul  de  chaque  ligne  et  de 
chaque  colonne,  on  pourra  écrire  d'abord  celui  de  la  l'"''  ligne,  puis 
celui  de  la  2*^,  etc.;  et  en  inscrivant  au-dessous  de  chacun  des  éléments 
ainsi  rangés  le  numéro  de  sa  colonne,  on  obtient  une  permutation  des 
4  premiers  entiers;  le  terme  de  A  correspondant  à  cette  permutation 
d'après  la  déûnition  du  numéro  3  est  précisément  le  produit  considéré. 

Donc  :  abstraction  faite  du  signe  dont  on  les  affecte,  les  divers  termes 
sont  tous  les  produits  de  4  éléments  formés  en  prenant  de  toutes  les 
manières  possibles  un  élément  et  un  seul  dans  chaque  ligne  et  dans 
chaque  colonne. 

il  n'y  a  rien  là  qui  distingue  les  lignes  des  colonnes. 

Considérons,  de  plus,  un  tel  produit,  et  inscrivons  au-dessous  de 
chacun  des  éléments  qui  y  figurent,  écrits  dans  un  ordre  quelconque, 
d'abord  le  numéro  de  sa  ligne,  puis  le  numéro  de  sa  colonne.  Comme 
il  y  a  un  élément  de  chaque  ligne  et  de  chaque  colonne  dans  ce  pro- 
duit, cela  donne  deux  permutations,  que  nous  appelons  permutation 
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des  lignes  et  permulation  des  colonnes  associées  au  terme  considéré, 
tel  qu'il  se  trouve  écrit. 


Exemple 


d" 

a' 

c 

3 

2 

i 

-4 

1 

3 

b     (terme  de  A  au  signe  près) 

1  (permutation  des  lignes) 

2  (permutation  des  colonnes). 


Si  on  échange  dans  ce  terme  deux  éléments,  il  se  produira  un 
échange  des  numéros  correspondants  dans  les  2  permutations  à  la  fois. 
Donc,  si  elles  étaient  de  même  parité,  c'est-à-dire  toutes  deux  paires 
ou  toutes  deux  impaires,  comme  elles  changent  de  parité  toutes  deux, 
elles  sont  encore  de  même  parité;  et,  de  même,  si  elles  étaient  de 
parités  dilTérentes,  elles  restent  de  parités  diiTérenles.  Comme  on  peut, 
par  des  échanges  successifs  de  deux  éléments,  amener  les  4  éléments 
dans  un  ordre  arbitraire,  on  voit  que  la  parité  relative  des  deux  permu- 
tations associées  à  un  terme  quelconque  ne  dépend  que  du  choix  des 
éléments  et  non  de  Tordre  dans  lequel  on  les  écrit. 

Si.  en  particulier,  on  les  écrit  de  manière  que  la  permutation  des 
lignes  soit  la  permulation  naturelle,  les  deux  permutations  sont  alors  de 
même  parité,  si  celles  des  colonnes  est  paire;  et  alors  nous  savons 
qu'on  affecte  le  terme  du  signe  (-H);  et  elles  sont  de  parités  dilTérentes, 
si  la  permutation  des  colonnes  est  impaire,  et  alors  le  terme  est  affecté 
du  signe  ( — ).  Donc  : 

Pour  déterminer  le  signe  dont  on  doit  affecter  un  terme  du  détermi- 
nant, on  peut  écrire  tes  éléments  composant  ce  terme  dans  un  ordre  arbi- 
traire, et  former  la  permutation  des  lignes  et  celle  des  colonnes  qui  lui 
correspondent.  Si  elles  sont  de  même  parité,  le  signe  est  (-f-);  si  elles 
sont  de  parités  différentes,  le  signe  est  ( — ). 

On  voit  qu'ici  encore  tout  rôle  particulier,  joué  par  les  lignes,  plutôt 
que  par  les  colonnes,  a  disparu.  On  a  donc  : 


a 

b 

c 

d 

a 

a' 

a" 

a'" 

a' 

b' 

c' 

d' 

b 

b' 

b" 

b"' 

a" 

b" 

(" 

d" 

c 

c' 

c" 

c'" 

a'" 

b'" 

c'" 

d" 

d 

d' 

d" 

d'" 

Conséquence.  —  Il  résulte  de  là  que  toutes  les  propriétés  du; 
numéro  5  restent  vraies,  quand  on  y  remplace  le  mot  colonne  par  le 
mot  ligne,  et  inversement. 


7.  Développement  des  déterminants.  —  Propriété  X.  —  Le  coeffi- 
cieirî  d'un  élément  dans  un  déterminant  est  donné  par  la  règle' suivante  i 
On  supprime  dans  le  déterminant  donné  la  ligne  et  la  colonne  de  Vé.lé^ 
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ment  considéré  ;  cl  on  affecte  le  nouveau  déterminant,  de  de<jré  inférieur 
d'une  unités  ainsi  obtenu,  du  signe  (+),  ou  du  signe  ( — )',  suivant  que  les 
indices  de  la  ligne  et  de  la  colonne  de  l'élément  sont  de  m^me  parité  ou 
de  parités  différmlrs. 

Reprenons,  en  ellet,  le  déterminant  A,  et  considérons  tous  les 
termes  qui  contiennent  le  dernier  élément  à  droite  et  en  bas,  d'". 
Soit  T  l'un  de  ces  termes;  il  est  fourni,  d'après  la  définition  du 
numéro  3,  par  une  permutation  i  dont  le  dernier  nombre  est  4, 
puisque  d'"  est  de  la  dernière  colonne;  les  trois  premiers  facteurs  de 
T  s'obtiennent  au  moyen  des  3  premiers  nombres  de  'S,  qui  forment 
une  permutation  £'  des  3  premiers  entiers  ;  le  1"  étant  le  nombre  de 
la  l'"  ligne  de  A  qui  a  pour  numéro  de  colonne  le  i*^""  nombre  de  ^ 
(c'est-à-dire  qu'il  est  pris  dans  une  des  trois  premières  colonnes  de 
A);  le  2"  étant  le  nombre  de  la  2"  ligne  de  A  qui  a  pour  numéro  de 
colonne  le  2*  nombre  de  $';  etc.  Or  c'est  exactement  la  règle  servant 
à  former  le  terme  T'  du  déterminant 


A'  = 


abc 
a'  b'  c' 
a"     b"     c" 


qui  correspond  à  la  permutation  ^' . 

De  plus,  comme  4  no  peut  donner  lieu,  dans  ;f,  à  aucune  inversion, 
étant  le  plus  grand  des  nombres  de  i  et  le  dernier,  les  permutalious  '£ 
et  'S'  ont  le  même  nombre  d'inversions  et  sont  de  même  parité.  Donc  T 
et  T'  sont  affectés  du  même  signe;  et  par  suite  T  est,  en  grandeur  et 
en  signe,  égal  au  produit  Id'" .  De  plus,  comme  toutes  les  permuta- 
tions S  terminées  par  4  s'obtiennent  en  écrivant  4  à  la  droite  de  toutes 
les  permutations  f  des  3  premiers  nombres,  le  coefficient  de  d'"  dans 
A  est  la  somme  algébrique  de  tous  les  termes  de  A',  c'est-à-dire  A' 
lui-même.  On  a  donc,  pour  le  coefficient  de  l'élément  d"\  la  valeur 
D'  '  =  A';  et,  comme  la  ligne  et  la  colonne  de  d"  sont  de  même  parité, 
cela  est  conforme  à  l'énonc'. 

Si  nous  considérons  maintenant  un  élément  quelconque  situé  dans 
la  p"  ligne  et  la  7"  colonne  d'un  déterminant  A  de  degré  n,  en  échan- 
geant sa  ligne  successivement  avec  la  (p-i-l)%  la  (/3-f-2)%  etc.,  et  enfin 
avec  la  [p-{-n  —  p)",  on  amènera  cette  ligne  à  être  la  dernière;  ces 
opérations  ne  changent  pas  la  disposition  relative  des  autres  lignes, 
et  chaque  opération  multipliant  A  par  ( —  1),  le  nouveau  déterminant 
a  pour  valeur  ( —  1)"~''A. 

Si  on  échange  ensuite  la  q"  colonne  avec  la  (7-1- 1/,  puis  avec  la 
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{q-\-^Y,  etc.,  et  enfin  avec  la  {g-hn  —  qY  (c'esl-à-dire  la  dernière), 
on  obtient,  de  même,  un  déterminant  qui  a  pour  valeur 

(_!)"-;'.(_  l)«-v.  A, 

ou  ( —  1 1-""-''+^  A,  c'est-à-dire  qui  est  égal  à  A  si  ;)  et  </  sont  de  raêroc 
parité,  et  à  — A,  si  /;  et  q  sont  de  parités  difréronles.  Or,  dans  ce 
nouveau  déterminant,  le  coefficient  de  l'élément  considéré  s'obtient, 
dans  le  cas  particulier  examiné  d'abord,  en  y  barrant  la  dernière 
ligne  et  la  dernière  colonne;  ce  qui  revient  à  barrer  dans  A,  la  p" 
ligne  et  la  q"  colonne.  Soit  A^,,  ce  déterminant.  Le  coefficient  de  l'élé- 
ment considéré  dans  A  sera  donc  A,,.,  affecté  du  signe  (-h)  ou  du  signe 
( — )  suivant  que  le  nouveau  déterminant  est  égal  à  A  ou  à  — A;  ce 
qui  démontre  la  règle  énoncée. 

Exemple.  —  Pour  le  déterminant  A.  du  quatrième  degré,  considéré 
dans  ce  qui  précède,  on  a,  avec  les  notations  déjà  employées, 


A  = 


b' 

(■' 

d' 

b" 

c"  - 

-  d' 

b'" 

c"' 

d'" 

\^  = 


a' 

c' 

d' 

a" 

c" 

d" 

a'" 

c'" 

d'" 

etc. 


Remarque.  —  Si  on  calcule  successivement  les  coefficients  des  élé- 
ments d'une  même  ligne  ou  d'une  même  colonne,  les  signes  indiqués 
par  la  règle  précédente  sont  alternés. 

Développement  dun  déterminant.  —  Le  résultat  précédent  permet  de 
raûiener  le  calcul  d'un  déterminant  de  degré  n  à  celui  de  n  détermi- 
nants de  degré  »  — 1,  en  développant,  comme  Ton  dit,  le  déterminant 
suivant  les  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne. 

Il  n'y  a  pour  cela  qu'à  remplacer  les  coefficients  des  éléments  par 
leurs  valeurs,  dans  lune  quelconque  des  formules  du  numéro  4 
(prop.  II). 

En  continuant  à  appliquer  le  même  principe,  on  sera,  quel  que  soit 
le  degré  du  déterminant  donné,  ramené,  de  proche  en  proche,  à  des 
déterminants  du  2*  degré,  que  l'on  développe  immédiatement. 

Ce  procédé  de  calcul  des  déterminants  est  plus  rapide  que  celui  qui 
résulte  de  leur  définition. 


Exemple. 


abc 
a'  b'  c' 
a"     b"     c" 


b 

c 

a 

c 

=  a 

b" 

—  6 

-hc 

c" 

a" 

c" 

ou 


a  (  b'c"  —  c'b")  —  6  {a'c"  —  c'a")  -\-.  c  {a'b"  —  b'a"). 
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Remarque.  —  On  appelle  m'meur  d'un  déterminant  A  tout  détermi- 
nant déduit  de  A  en  y  barrant  un  même  nombre  de  lignes  et  de 
colonnes.  Les  déterminants  A,,.,,  considérés  plus  haut  s'appellent  des 
mineurs  du  premier  rang. 

8.  Multiplication  des  déterminants.  —  Étant  donnés  deux  détermi- 
nants d'un  même  degré,  iJ  et  A,  nous  appellerons,  pour  abréger, 
produit  d'une  ligne  de  D  par  une  ligne  de  A,  la  somme  des  produits 
obtenus  en  multipliant  les  éléments  correspondants  de  ces  deux  lignes; 
nous  entendons  par  éléments  correspondants  ceux  qui  sont  dans  des 
colonnes  de  même  rang.  Ainsi,  pour  les  déterminants  du  troisième 
degré. 


A  = 


le  produit  de  la  ligne  o,  h,  c  par  la  ligne  a',  ^',  y'  est  uol'  -hà^i'  -hC'/- 
Cela  posé,  le  produit  de  deux  déterminants  l)  et  A,  de  degré  n,  s'obtient 
en  formant  un  nouveau  déterminant  P,  de  degré  n,  de  la  manière 
suivante  :  la  première  ligne  de  P  s'obtient  en  multipliant  successivement 
la  première  ligne  de  D  par  les  diverses  lignes  de  A;  la  deuxième  ligne  de 
P  s'obtient  en  multipliant  successivement  la  deuxième  ligne  de  D  par  les 
diverses  lignes  de  A;  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi,  pour  les  deux  déterminants  D  et  A,  du  troisième  degré,  con- 
sidérés ci-dessus,  le  produit  est 


a 

b 

c 

a' 

// 

c 

a" 

//' 

c 

<x 

^ 

•/ 

a' 

P' 

ï 

II 
a 

?" 

Y 

r'v 


aa'  -|-6p'  +cv'        aa"  +6?"  -f-Cy" 
«'3c'  +  6'^'  +  c'y'      a' a" -+-//^"  h- c'y" 


rt"  a  -h  b"  [i  -+-  c"  Y     a"  a'  -f-  b"  ^'  +  c"  y'      a"  a"  +  b"  fS"  -+-  c"  y" 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  remarquer  qu'on  peut  décomposer  ce 
déterminant  P  en  une  somme  de  trois  déterminants  (propriété  III)  en 
décomposant  la  première  colonne  en  trois  colonnes  partielles,  formées 
des  produits,  tels  que  a  a,  écrits  les  uns  au-dessous  des  autres.  Chacun 
de  ces  déterminants  partiels  en  donnera  trois,  en  décomposant  de 
même  la  seconde  colonne;  et  chacun  des  nouveaux  diHerminants 
obtenus  en  donnera  trois,  en  décomposant  de  même  la  troisième 
colonne. 

On  obtiendra  ainsi,  en  tout,  vingt-sept  déterminants  dont  les 
colonnes  seront  formées  en  prenant,  de  toutes  les  manières  possibles, 
une  colonne  partielle  dans  chacune  des  trois  colonnes  de  P.  On  voit, 
sur  P,  que  chaque  colonne  partielle  ainsi  obtenue  est  le  produit  d'une 
colonne  de  D  par  un  élément  de  A.  Dans  chacun  des  vingt-sept  déler- 
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minants  D  obtenus  on  pourra  donc  mettre  en  facteur,  dans  cliaque 
colonne,  un  éléinent  de  A;  et  il  restera  un  déterminant  D'  formé  de 
trois  colonnes  prises  dans  D.  Si  ces  trois  colonnes  sont  ditTérenles,  ce 
déterminant  D'  sera  identique  à  D,  ou  n'en  dllférera  que  par  une  permu- 
tation des  colonnes,  c'est-à-dire  qu'il  sera  égal  à  D,  au  signe  près. 
Si  D'  a  doux  colonnes  identiques,  il  sera  nul. 
On  aura,  par  exemple,  ainsi,  les  déterminants  : 


6p 

«a' 

Cy" 

b'^ 

a' a' 

c'y" 

,  h"\^ 

a"  a.' 

c"y" 

bp 

ax 

6p" 

*'ii 

a  X 

//^ 

b"'i 

a"  x 

i"8" 

=  [ixY 


Pa'fi" 


b 

a 

c 

b' 

a' 

c' 

b" 

a" 

c" 

b 

a 

h 

b' 

a' 

b' 

b" 

a" 

b" 

pa'Y"X(-D), 


Ainsi  les  déterminants  D'  sont,  ou  nuis,  ou  égaux  au  produit  de  D 
par  un  produit  de  trois  éléments  de  A,  atîecté  d'un  certain  signe.  El  P, 
qui  est  la  somme  de  ces  déterminants  D',  est  donc  le  produit 


(1) 


P  =  DA' 


de  D  par  une  somme  A',  dont  les  termes  sont,  au  signe  près,  des  pro- 
duits de  trois  éléments  de  A. 

Il  reste  à  prouver  que  Ton  a  A'  =  A.  Il  suffit,  pour  cela,  de  faire, 
dans  ri  lenlité  (1), 

a=:l,  6=0,  c=0, 
a' =0.  b=l,  c'=0, 
a"  =  0,         r  =  0,         c"  =  l, 

ce  qui  ne  peut  changer  A',  puisqu'il  ne  dépend  que  des  éléments  de  A. 
Alors  le  déterminant  P  se  réduit  à  A,  et  D  devient  égal  à  1  '*;  de  sorte 
que  ndeiililé  (l)  donne  A  =  A'.  (C.  Q.  F.  D.) 

Remarque.  —  Nous  avons  formé  le  produit  de  deux  déterminants 
en  multipliant  les  lignes  de  l'un  par  les  lignes  de  l'autre;  on  peut  opérer 
en  multipliant  lignes  par  colonnes,  ou  colonnes  par  lignes,  ou 
colonnes  par  colonnes;  car  cela  revient  à  changer  d'abord  les 
lignes  en  colonnes,  ou  inversement,  dans  l'un  des  deux  déterminants 
ou  dans  les  deux,  avant  d'appliquer  la  règle  précédente. 

(1)  Quini  tous  les  à  lé  me  Us  d'un  délerminanl  sont  nuls,  à  l'exception  de  ceux  de  la  dia- 
gonale principile,  tous  les  termes  du  di'terminiint  sout  nuls  (comme  contenant  un 
fadeur  nul),  à  l'exception  du  terme  principal;  le  déterminant  se  réduit  à  son  terme 
principal.  Ici,  ce  terme  i)rincipal  est  égal  à  1x1x1  =  1. 
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Exemple.  —  Calculons  le  carré  du  déterminant 

a       fJ       V 

A=      a'      p'     Y 

«"    ?"    v 

formé  avec  le  tableau   des  neuf  cosinus  directeurs  dune  Irrinsformation  de  coor- 
données rectangulaires  (n"  251).  Il  faudra  supposer  dans  ce  qui  précède 

rt  =  a,         6  =  fl.      ....         c"  ^  y" ; 
et  le  carré  de  A  sera 

a  a  +  |î  p  4-  ï  r     a  a'  +  fJ  p'  +  Y  v'     a  a"  +  fJ  p"  +  y  y" 
l>=      a'a  +  p'p  +  Y'ï     a'a'-i^'fl'  +  v'-'     «•  «"  +  p' fJ"  +  v'f" 
a"a  +  p"p  +  y"t     *"«'  +  !î"[l'  +  v"t'     «"«"  +  ?"P"  +  ï"y" 
En    vertu   des    relations    d'orthogonaiité,    tous   les   éléments   de   P  sont   nuls',    à 
l'exception  de  ceux  de  la  diagonale  principale,  rjui  >ont  égaux  à  1    On  a  donc  P  =  1, 
c'est-à-dire  A-  =  1,  d'où  A  =  ±  I. 

On  peut  démontrer  que  A^l,  lorsque  les  deux  trièdres  ont  la  mime  disposi- 
tion (voir  t.  I.  i>.  402). 

9.  Différentiation  des  déterminants.  —  i"  Si  on  considère  les  n^ 
éléments  d'un  déterminant  A,  de  degré  n,  comme  autant  de  variables 
indépendantes,  le  déterminant  étant  une  fonction  du  premier  degré  de 
chacun  de  ses  éléments  (n"  4),  sa  dérivée,  prise  par  rapport  à  lun  quel- 
ctjnque  de  ses  éléments,  est  le  coefticient  de  cet  élément  dans  le  déve- 
loppement du  déterminant  (n°  7). 

Far  exemple,  pour  uu  déterminant  du  quatrième  degré, 

a       b       c       d 

a'      b'      c'      d' 

a"     b"     c"     d" 

a'"     b'"     c'"     d'" 

on  aura,  avec  les  notations  du  numéro  4, 


1  = 


.■>A 

=  .\. 

?A 

=  \}"'; 

et,  d'après  le  numéro  7, 

b'     c'     d' 

a'     c'     tl' 

abc 

A  = 

b"     c"    d" 
h'"  c''  d" 

,    B  =  — 

a"    c"    d" 
a"'  c"  d'" 

,     ..- 

,     D"  = 

a'   b'  1- 
a"  b"  c 

2°  Supposons  maintenant  que  les  éléments  du  déterminant  A  con- 
sidéré soient  des  fonctions  d'une  même  variable  t\  et  proposons-nous 
de  différentier  A  par  rapport  à  cette  variable. 

Pour  abréger  l'écriture,  nous  considérons  par  exemple,  pour  A,  un 
déterminant  du  troisième  degré 


(1) 


a 

b 

c 

a' 

b' 

c 

a" 

b" 

c' 
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D'après  la  règle  des  fonctions  composées,  nous  aurons 


Nous  avons  groupé  les  termes  du  second  membre  par  trois,  en 
réunissant  ainsi  ceux  qui  correspondent  aux  éléments  des  diverses 
lignes  de  A.  Considérons,  par  exemple,  le  premier  groupe, 

(3)  —  rffl  +   -.  dh  H d('\ 

^  '  :*a  ?0  oc 

et  remarquons  que,  en  développant  A  suivant  les  éléments  de  la 
première  ligne,  on  aurait 

(4)  A  =3  —  a-i. j-ôH r, 

^   '  .>a  ?h  .-^c 

puisque  —  i  ^- ^  ^  sont,   d'après  ce  qui  précède,  les  coefficients    de 

a,  b,  c  dans  le  développement  de  A.  Comme  ces  coefficients  ne 
dépendent  que  des  éléments  autres  que  a,  i,  c,  il  en  résulte  que 
l'expression  (3)  est  le  développement  du  déterminant 

da  db  de 
a'  b'  c' 
a"      b"      c" 

obtenu  en  remplaçant,  dans  A,  les  éléments  de  la  première  ligne  par 
leurs  différentielles. 

On  verra  de  même  que  le  second  groupe  de  termes  de  (2)  s'obtien- 
drait en  remplaçant,  dans  A,  les  éléments  de. la  seconde  ligne  par 
leurs  difTérentieiles;  et  de  même  pour  le  troisième  groupe. 
On  obtient  donc  la  règle  de  différentiation  suivante  : 
La  différenllelle  d'un  déterminant  est  la  somme  des  déterminants 
qu'on  déduit  du  déterminant  donné  en  remplaçant  successivement  les 
éléments  de  chacune  de  ses  lignes  par  leurs  différentielles. 

Remarque  1 .  —  On  peut  opérer  par  colonnes,  au  lieu  d'opérer  par 
lignes,  puisque  l'on  ne  cbange  pas  un  déterminant  en  changeant  ses 
lignes  en  colonnes,  et  inversement. 

Remarque  2.  —  Nous  avons  supposé  qu'on  différenliait  par  rapport 
à  /;  la  même  règle  s'applique,  si  on  prend  les  dérivées,  au  lieu  des 
difTérentielles  puisque,  dans  tout  le  raisonnement,  il  suffit  de  rem- 
placer les  différentielles  par  les  dérivées. 
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Jiemarque  .'i.  —  Pour  ane  raison  analogue,  la  règle  s'Applique  k  lu 
différentialion  totale,  par  rapport  à  un  nombre  quelconque  de 
variables  indépendantes. 

Exemple.  —  Soient  j-,  y,  :  trois  fonctions  de  l,  dont  on  d('sif,'ne  par  des  accents 
les  dérivées  successives;  et  cherchons  la  déjivée  du  déterminant 


A(0 


En  n|ipli(|U)inl  Ih  rè^'h'  precédiMile,  il  vient 


A\l}  = 


x'     y' 
x"     y" 


+ 


+ 


les   deux    premiers  des    trois   déterminants  du  second  membre  sont  nuls,   comme 
ayant  doux  lignes  identiques,  et  l'on  a  simplement 

y     ' 

A'(/)=      x'      y'      :■ 
x'"    y'"     :' 
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10.  Généralités.  —  La  forme  r/énérale  de  léquat'wn  du  premier  degré 
à  une  hicunnuc  est  : 

ax  H-  m  ^^  0. 

On  sait  que  si  a  est  différent  de  0,  elle  a  une  solution  et  une  seule 

qui  est  .r  = ;  que  si  a  =  0,  elle  est  impossible  (c'est-à-dire  n'a  pas 

de  solution)  si  W3=0;  et  enfin  qu'elle  est  indéterminée  (c'est-à-dire 
que  tout  nombre  en  est  une  solution),  si  «  =0  et  m  =0. 

DÉFINITION.  —  Éliminer  X  entre  deux  équations 
ax4-w  =  0         a'x-+-m'=^0 

c'e»t  chercher  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  quelles  aient  une 
solution  commune,  c'est-à-dire,  pour  qu'il  y  ait  un  nombre  qui  soit 
solution  à  la  fois  de  ces  deux  équations. 

Nous  supposons  ai^^O;  il  s'agit  alors  d'exprimer  que  la  solution  de 
aa? -h  m  =  0  satisfait  à  l'autre  équation  :  cela  donne 


c'est-à-dire,  puisque  a^fiO, 

am'  —  ma' 


m 
m' 


=  0. 
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La  condition  est  donc  (sous  l'Iiypollièse  aizrO)  tiue  le  dclerminant 
formé  avec  les  coefficients  des  deux  équations  soit  nul.  tin  d'autres 
termes,  le  résultat  de  rélimination  est 


a      7/1 
a'     m' 


0. 


DÉFINITION.  —  On  sait  qu'on  appelle  fonction  du  /''^ degré,  ou  fonction 
linéaire  de  plusieurs  quantités  (x.  y,  z.  (.  par  exemple)  une  expression 
de  la  forme  oj-  -h  éy  -h  C3  -+-  dt  H-  p,  où  a,  b,  c,  d,  p  ont  des  valeurs 
numériques  quelconques.  Si  p^^O,  la  fonction  est  dite  homogène;  on 
l'appelle  aussi  dans  ce  cas  forme  linéaire. 

Théorème.  —  Pour  quune  fonction  linéaire  soit  nulle  identiquement, 
c'est-à-dire    quelles    que    soient    les    valeurs    des    indéterminées    ou 
variables  dont  elle  dépend,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  ses  coefficients 
soient  nuls  ". 

Nous  raisonnerons,  par  exemple,  sur  la  fonction 
ax  -j-  by  -h  cz  -\-  dt  -\-  p. 

1°  La  condition  est  nécessaire.  En  effet,  la  fonction  est  nulle  en  par- 
t  iculier  pour  x  =::  y  ^  z  =  t  ^=  0;  or  sa  valeur  est  alors  p,  donc  p  =  0. 
La  fonction  est  nulle  encore  pour  x  =  y  =  z^=Oelt  =  i;  or  sa  valeur 
est  alors  d,  en  tenant  compte  de  ce  que  p  est  nul;  donc  (/  =  0.  On 
verra  de  même  en  faisant  a^  =  y  =  /  =  0  et  :  =  1  que  ô  =  0,  et  ainsi 
de  suite. 

2°  La  condition  est  suffisante.  Car  si  a  =  b=::zc  =  d  =  p  =  0.  la 
va  leur  de  la  fonction  est,  quels  que  soient  x,  y,  z,  /, 

0.  a- -h  0.7/ +  0.3  +  0. /H- 0=0. 

Corollaire.  —  Pour  que  deux  fonctions  linéaires  soient  égales  pour 
tout  système  de  valeurs  des  variables,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coeffi- 
cients de  ces  variables  et  les  termes  constants  soient  égaux  respectivement 
dans  ces  deux  fonctions. 

La  condition  est  suffisante;  car  si  elle  est  remplie,  les  deux  fonctions 
ne  sont  qu'une  seule  et  même  fonction. 

Elle  est  nécessaire,  car  si  on  a,  par  exemple,  quels  que  soienta?,  y,  z,  t, 

(1)        ax-\-  éj/  H-  c:  -h  dl  -+-p  =  a'x-\-  b'y  -+-  c'z-^d't'  -\-p', 
on  en  tire 

{a  —  a')x  -h  {b  —  b')y  -h  {r  —  c')z  -h  {d  —  d')t  -h  {p  —  p')  =  0 ; 

(1)  Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  Ihéori-me  de  la  pape  27  (tome  I).  Mais  la 
démonstration  que  nous  donnons  ici  est  d'un  caractère  beaucoup  plus  élémentaire 
que  celle  que  nous  avons  faite  alors. 
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et  il  n'y  a  qu'à  appliquer  le  théorème  pour  conclure 
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11.  Système  de  deux  équations  du  i"  degré  à  deux  inconnues.  — 
ThkorÏl.mk.  —  Lu  si/stèmc  de  deux  éfiunlions  du  /""  degré  à  deux 
hicounues,  c'est-à-dire  de  la  forme 


(i; 


ax  -\-  by  -h  p  =  0, 

n'x  -h  b'y  -h  /)'  =  0, 


a  une  solution  et  une  seule^  si  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues, 


(i') 


R 


a      b 
a      b' 


nest  pus  nul. 

Considérons  en  etî'et  le  déterminant 


0: 


a      b     p 
a'     b'     p' 


u       V 


r 


dans  lequel  »,  y,  r  onL  des  valeurs  arbitraires. 

En  le  développant  suivant  les  éléments  de  la  dernière  ligne,  on  a 


(2)                   (-)^wU-h«V-hrRi 

=  ^["r  +  "r- 

avec 

(2-)                     U=     *      P. 
^                                          b      p 

' 

v  =  _l  ^    f' 

1  a'     p 

je  dis  que  les  valeurs 

(3)                                    x,= 

U 
R' 

V 

sont  une  solution  de  (1).  En  efïel  si  on  prend  en  particulier  u  =  a, 
v  =  b,  r^p,  le  déterminant  0  est  nul  comme  ayant  deux  lignes 
identiques,  c'est-à-dire  que  Ton  a,  par  les  formules  (2)  et  3), 

0=K{ax^~hby„-^p}\ 

or,  R  est  ditTérent  de  0  par  hypothèse  ;  on  a  donc  ax^  -+-  by^  -f-  p  =  0, 
On  voit  de  même,  en  faisant  u  =  a',  t'  =  6. /•  =  />',  que 

a'x„-\-b'y^-Jrp'=^0. 

Donc  X  =  x^  el  y  =  y^  satisfont  bien  aux  équations  (1). 
Je  dis  de  plus  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  solution  du  système  (1).  Soit 
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en  effet  x  =  x,,  t/  =  y,  U'ae  solution  quelconque  de  ce  système.  Nous 
pourrons  écrire,  d'après  la  propriété  VI  des  déterminants, 

n      b      aa\  -4-6»/,  -h  p 
0=:=     a'     b'     a'x^-i-  b'y^-hp' 
u      V      uXj  -h  i'J/,  -I-  r 

ce  qui  se  réduit,  en  vertu  de  l'hypothèse,  à 

a      h         0 
H=     a      b'        0 

u      V       llx^  -h  r»/,  -h  p 

c'est-à-dire,  en  développant  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
colonne, 

(4)  0  =  R  (wa?,  -\-vy^-hp). 

Comparant  aux  formules  (2)  et  (3),  il  vient 

0  =  R  {ux^  -\-vy^-\-r)=z'R(  HX,,  -+-  vy^  h-  >•) 

c'est-à-dire,  puisque  R:7^0, 

ux^  H-  vy^  -f-  )■  =  uXq  -+-  vy^  H-  r. 

Cette  égalité  devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  des 
indéterminées  m,  v,  r,  nous  en  concluons,  d'après  le  corollaire  du 
numéro  1,  x^=^Xg,  y^  =  y^,.  Donc  toute  solution  se  confond  avec  la 
solution  (3),  et  le  théorème  est  démontré. 

Remarque.  —  Les  numérateurs  des  formules  (3)  s'obtiennent  expli- 
citement au  moyen  du  déterminant  H.  c'est-à-dire  qu'on  a,  en  tenant 
compte  des  formules  (1')  et  (2') 


(3') 


bp'  —  pb' 
ab'  —  ba'  ' 


?/o—      ab'  —  ba 


Élimmntion.  —  La  considération  du  déterminant  H  fournit  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  solution  du  système  (l) 
(dans  l'hypothèse  R^^O)  satisfasse  à  une  nouvelle  équation  : 

(5)  a"x  -f-  b"y  +  p"  =  0. 

Il  suffit  de  faire  u  =  a",  v  =  b",  r  =  p".  ce  qui  donne  pour  0  la  valeur 

I      b      p 

i'      b'     p' 
i"     b"     p" 

toujours  par  les  formules  (2)  et  (3).  La  condition  à  exprimer  étant 

a"x\-^-b"y,-+-p"  =  Q, 


^,{a"x,^b"y,^p"), 
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et  R  n'élant  pas  nul,  celte  condition  s'écrit  sous  forme  de  déterminant  : 

a      h      p 
(6)  a'     b'     p'     =0. 

a"     b"     p" 

Cas  d'impossibilité  ou  d-  indéterminnlion .  —  Nous  allons  revenir  main- 
tenant au  système  (i\  pour  examiner  le  cas  où  R  est  nul. 

Si  11  =  0,  nos  raisonnements  ne  sont  plus  entièrement  valables  et  les 
formules  (3)  ne  sont  plus  valables  non  plus.  Si  on  adm»^t  qu'il  y  ait  une 
solution  x^=x^,  y  =  î/,  on  obtient  encore  la  formule  (4)  qui  montre, 
puisque  R  =  0,  que  <■)  est  nul,  quels  que  soient  u.  r,  r.  Kn  reprenant 
la  formule  (2),  on  voit  alors  que  les  déterminants  U  et  V  doivent  être 
nuls  tous  deux. 

Donc,  si  R=:0,  le  système  est  impossible  à  moins  que  U  el  \  ne  soient 
nuls  aussi.  On  peut  remarquer  que  dans  ce  cas.  les  formules  (3) 
prennent  une  forme  indéterminée  tandis  que  si  U  et  V  ne  sont  pas  nuls 
tous  deux,  l'une  au  moins  exprime  une  impossibilité. 

Pour  examiner  la  question  plus  complètement,  supposons  d'abord 
que  les  i  éléments  de  R  ne  soient  pas  nuls  tous  les  quatre;  on  peut 
alors  supposer  que  az^tO.  puisque  cela  revient  à  choisir  convenable- 
ment les  lettres  qui  représentent  les  inconnues,  et  à  ranger  convena- 
blement les  équations  données. 

Employant  alors  la  méthode  d'élimination,  nous  pourrons  tirer  x  en 
fonction  de  y  de  la  première  des  équations  (1)  el  chercher  à  déter- 
miner y  de  manière  que  cette  valeur  satisfasse  à  la  seconde  équation. 
La  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est,  d'après  le  résultai  du  numéro  1 
(élimination), 

a      by  -hp    1       ^. 
a'     b'y+-p'   I 

ou,  en  décomposant  en  deux  déterminants  (Pr.  III  et  IV  du  n"  4), 


a      h 
a'     b' 


a      p 
a'     p' 


c'est-à-dire,  puisque  R  =  0, 


:0. 


Or  celle  condition  qui,  d'après  (3'),  peut  s'écrire  V  =  0,  ne  dépond 
pas  de  l'inconnue  y.  Donc,  ou  bien  V  est  nul  et  toute  solution  de 
ax -h  Ay -h /)  :=  0   satisfait  à  a'j^-h  è'y -f-p'  =  0;    c'est-à-dire    que  la 
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seconde  des  équations  (l)  est  conséquence  de  la  première,  ou  encore 
que  le  système  est  indéterminé.  Ou  bien  V  n'est  pas  nul,  et  aucune 
solution  de  la  première  des  équations  ne  peut  vérifier  la  seconde, 
c'est-à-dire  que  le  système  est  impossible. 

/{emarquc  1.  —  Le  déterminant  V,  qui  donne,  égalé  à  zéro,  la  condi- 
tion de  possibilité,  se  forme  en  bordant  à  droite  l'élément  a  de  II 
qui  est  supposé  non  nul.  avec  le  terme  constant  de  l'équation  où  il 
figure,  et  en  écrivant  au-dessous  les  coefficients  correspondants  de 
l'autre  équation,  comme  l'indique  le  schéma  : 

a]     p 
a'     p' 
On  l'appelle  le  déterminattl  caraclérislique. 

Remarque  II.  —  Si  les  i  coeflicients  a,  b.  a,  b' ,  sont  tous  nuls,  la 
conclusion  est  immédiate,  le  système  se  réduisant  à /)==0,  p'^^O.  Si 
les  nombres  p,  p'  ne  sont  pas  nuls  tous  deux,  il  y  a  impossibilité.  Il  y 
a  indétermination  complète,  s'ils  sont  nuls  tous  les  deux,  car  alors 
tout  système  de  valeurs  attribuées  h  x  q{  y  vérifie  les  équations  (1). 

Remarque  III.  —  U  résulte  de  toute  cette  discussion  que  si  le  déter- 
minant R,  qu'on  appelle  déterminant  du  système,  est  nul,  il  y  a 
toujours  impossibilité  ou  indétermination. 

12.  Système  de  3  équations  du  1  "  degré  à  3  inconnues.  —  La  forme 
générale  d'un  système  de  3  équations  du  1"  degré  à  3  inconnues  est  : 

ax  -h  by  -i-cz  -h  q   =(), 
(8)  a'x  ^b'y-hc'z -\-q' =0, 

a"x  +  b"y  -+-  c"z  H-  q"  =  0. 

Théorème  l.  —  Si  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  n^esC 
pas  nul,  le  système  a  une  solution  et  une  seule. 
Considérons  en  effet  le  déterminant 

abc 

a      b'     c' 

a"     b"     c" 

u        V        IV 

où  u,  V,  w,  s  ont  des  valeurs  arbitraires. 
Si  on  le  développe  suivant  les  éléments  de  la  dernière  ligne,  on  a 


(-)  = 


avec 


U  = 


b  c  q 

a  c  q 

b'c'q' 

,  v  = 

a  c'  q' 

b"c"q" 

a"c"q' 

e  =  mU  -H  uV  -h  2<;W  H-  aS, 


w  =  — 


a  b  q 

abc 

a'b'q' 

,  8  = 

a'b'c' 

a"b"q" 

a"b"c" 
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et  comme 


S  = 


a 

b 

c 

a 

/>' 

(' 

a" 

b" 

c" 

est  supposé  non  nul,  on  peut  écrire 

(9)  H=^^ux,-{-vy, 
en  posant 

(10)  X, 


s), 


U 

S' 


V 


w 

s  ' 


Je  dis  que  x  =  Xq,  ij  =  i/^^,  -  =  -o  ^st  une  solution  du  système  (8).  E» 
effet,  si  on  prend  u  =  a,  v::=  b,  w  =  c,  s^q,  le  déterminant  h  devient 
nul  comme  ayant  deux  lignes  identiques,  et  la  formule  (9)  donne 


0  —  S  iax,, 


•'./<> 


9); 


c'est-à-dire,  puisque  S=?i:0,  aj7„ -h //t/g-i- c:„ -f- 7  =  0.  Les  valeurs  (lOj 
satisfont  .donc  à  la  première  des  équations  (8),  et  on  verrait  de  même 
qu'elles  satisfont  aux  deux  autres. 

Je  dis  de  plus  que  le  système  (8)  n'a  pas  d'autre  solution.  Kn  effet, 
soit  a-  =  a;,,  y^y^,  z  =  z,  une  solution  quelconque  de  ce  système.  On 
peut  écrire,  d'après  une  propriété  des  déterminants, 


a 

b 

c 

ax^ 

-^h, 

-^cz. 

+  9 

a' 

b' 

c' 

n'x^ 

-+-  ^'v. 

+  c% 

+  9' 

a" 

b" 

c" 

a"x 

+  *"y, 

+  c"z, 

+  9" 

u 

V 

w 

Ma-, 

+  "!/! 

+  //•: 

+  5 

Or  en  développant  ce  nouveau  déterminant  suivant  les  éléments  de 
la  dernière  colonne,  et  en  remarquant  que  les  trois  premiers  de  ces 
éléments  sont  nuls,  puisque  j'^ar,,  (/=:=(/,,  2  =  z,,  est  solution  du 
système  (8),  on  a 

H  =  S(wa?,  -h  l•^j^  -h  wz^  -h  s). 

Comparant  cette  formule  à  (9),  on  en  déduit,  puisque  Sr7=0, 

ua-(,  -f-  yj/o  +  ^^'-0  -h  s  =  wJ^i  -h  y.Vi  ^^^  '^-i  ~*~  *  ' 

et,  comme    ceci  a  lieu  pour  toutes  valeurs  de  u,  t',  w  on  en  conclut 
(n°  10) 

^1  =  ^0'         yi  =  yo.         =i  =  V  C.Q.F.D. 


Élimination.  —  La  considération  du  déterminant  S  donne  (dans-- 
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rhypolhèsc  8=0)  la  condition   nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
solution  du  système  (H)  satisfasse  à  une  quatrième  équation 

a"'x  -+■  b"'ii  -h  c"'z  -hv/'"  =  0. 
Cette  condition  est  n"'x^-j-  b"'y^-\-  c"'z^-^  q'"  =  0.  Et  si  on  fait  dans  CD 

{/  z=  a" .         V  =  b'\         IV  =^  c",         s  ^=  q", 
il  vient 

(9)  0  =  '>'{a"'x,  4-  f/"y,  -h  c"'z,  -+-  q"'). 

La  condition  cherchée  est  donc,  puisque  S  ^=0, 


0. 


Théorème  II.  —  Si  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  est 
nul,  le  syslème  est  impossible  on  indéterminé. 

i"  Quand  le  déterminant  S  du  système  (8)  est  nul,  il  faut  considérer 
ses  mineurs,  c'est-à-dire  les  déterminants  qui  s'en  déduisent  en  barrant 
de  toutes  les  manières  possibles  une  ligne  et  une  colonne.  Nous  suppo- 
sons d'abord  que  l'un  de  ces  mineurs  ne  soit  pas  nul;  on  peut  supposer 
les  notations  choisies  de  manière  que  ce  soit  le  mineur 

1  fl      h    \ 
a'     b'  \' 


a 

b 

c 

<1 

a' 

b' 

c' 

7 

a" 

b" 

c" 

7' 

a'" 

b'" 

c'" 

7' 

11 


On  peut  alors  (voir  n"  11)  résoudre  les  deux  premières  équations  (8) 
par  rapport  à  a;  et  à  »/  et  chercher  à  déterminer  2  de  manière  que  les 
valeurs  trouvées  satisfassent  à  la  troisième  équation  (8).  Or  la  condi- 
tion pour  qu'il. en  soit  ainsi  est  (voir  n"  11) 


b 
b' 
h" 


0; 


et  cette  condition  s'écrit,  d'après  une  propriété  des  déterminants 


b 

b' 

b" 


b 
b' 
b" 


0. 


Le  coefficient  de  :  est  le  déterminant  S,  qui  est  nul  par  hypothèse. 
La  condition  se  réduit  donc  à  une  égalité  où  z  ne  figure  pas,  à  savoir  : 


\ 
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(11) 


a 

h 

'l 

a' 

b' 

7 

a" 

b" 

7' 

=  0. 


Si  donc  le  déterminaDt  qui  forme  le  premier  membre  de  celte  éga- 
lité (II),  et  qu'on  appelle  alors  le  déterminant  carnrtéristiqnfl,  n'est 
pas  nul,  il  est  impossible  de  choisir  z  de  manièrp  qu(;  les  valeurs  de  x 
et  y  qui  vérifient  les  deux  premières  équations  (8)  satisfassent  à  la 
troisième,  et  le  système  est  impossible.  Si  au  contraire  le  déterminant 
caractéristique  est  nul,  on  peut  donner  à  :  une  valeur  arbitrnire  et  les 
valeurs  de  a:  et  y  tirées  alors  des  deux  premières  équations  (H)  satis- 
font ù  la  troisième.  Donc  le  système  est  indéterminé,  c'est-à-dire  qu'il 
a  une  infmilé  de  solutions,  et  on  peut  dire  qu'il  se  réduit  ;i  ses  deux 
premières  équations,  la  troisième  en  étant  une  conséquence. 

Remarque.  —  Le  déterminant  caractéristique  se  forme  en  bordant  à 
droite  le  mineur  R  qui  n'est  pas  nul  avec  les  termes  constants  des 
équations  qui  fournissent  ses  éléments,  et  en  écrivant  au-dessous  les 
termes  correspondants  de  la  troisième  équation,  suivant  le  schéma  : 


a 

b 

7 

a 

b' 

7' 

a" 

b" 

7" 

2°  Supposons  maintenant  que  les  mineurs  de  S  soient  tous  nuls,  mais 
que  l'un  au  moins  de  ses  éléments  ne  soit  pas  nul;  on  peut  supposer 
que  c'est  a,  par  exemple,  qui  n'est  pas  nul.  .\lors  nous  tirons  la  valeur 
de  X  de  la  première  équation  et  nous  cherchons  à  déterminer  y  et  : 
de  manière  que  cette  valeur  satisfasse  aux  deux  autres  équations  (H). 
Les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi  sont  (voir  n"  10)  : 


by 
b'y 


cz 
c'z 


=  0, 


La  première  par  exemple  peut  s'écrire 

y 


a 

by   -+-  cz 

■+■1 

a"     b"y  -+-  c"z  -h  q' 

1  c   . 

-h 

a      q 
a      q' 

=  0. 

=  0. 


Or  le  coefticient  de  y  et  celui  de  z  sont  deux  mineurs  de  S  et  sont 
nuls  par  hypothèse;  elle  se  réduit  donc  à  son  troisième  terme.  Le 
même  calcul  peut  se  répéter  pour  la  deuxième  condition.  Les  condi- 
tions cherchées  sont,  par  suite,  en  définitive  : 


a 
a' 


0, 


0. 
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Comme  elles  ne  conlieniienl  ni  y  ni  :.  on  voit  que  si  les  deux  déter- 
minants 


qui  prennent  le  nom  de  déterminants  caractéristiques,  ne  sont  pas  nuls 
tous  les  deux,  le  système  est  impossible.  Et  si  ces  deux  déterminants 
sont  nuls,  le  système  est  indéterminé;  car  on  peut  donner  à  j/  et  :  des 
valeurs  arbitraires,  et  en  leur  associant  la  valeur  de  x  tirée  de  la 
première  équation  (8),  on  a  une  solution  du  système.  On  peut  dire 
encore  que,  dans  ce  cas,  les  deux  dernières  équations  8)  sont  des 
conséquences  de  la  première;  ou  que  le  système  se  réduit  à  sa 
première  équation. 

Remarque.  —  Les  déterminants  caractéristiques 


s'obtiennent  en  bordant  à  droite  l'élément  non  nul  avec  le  terme 
constant  de  l'équation  où  il  figure,  et  en  écrivant  au-dessous  successi- 
vement les  éléments  correspondants  dans  les  deux  autres  équations 
du  système. 

3°  On  peut  enfin  supposer  que  tous  les  éléments  de  S  sont  nuls.  Le 
système  se  réduit  alors  à 

7  =  0,         ^'  =  0,         v"  =  0; 

donc,  si  q,  q\  q"  ne  sont  pas  nuls  tous  les  trois,  il  y  a  impossibilité,  et 
s'ils  sont  nuls  tous  les  trois,  il  y  a  indétermination  complète. 


13.  Cas  général.  —  La  méthode  employée  pour  étudier  le  système  (8) 
peut  s'appliquer  a  tous  les  cas.  Nous  nous  bornerons  à  énoncer  les 
résultats  pour  un  système  de  quatre  équations  à  quatre  inconnues  : 


ax    -h  by 

■+-CZ    -\-dt    -h  m 

=  0, 

a'x    -h  b'y    -h  c'z   -h  d'i    -+-  m' 

=  0, 

a"x  -+-  b"y   -h  c"z  -+-  d"t   -h  m" 

=  0, 

u"x  -+-  b"'y  -h  c"'z  -h  d"'t  -h  m" 

=  0. 

Si  le  déterminant 

a        b       c        d 

K  = 

a'       b'      c'       d' 
a"      b"      c"      d" 

a''     b'"     c"     d'" 

» 
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qu'on  appelle  encore  le  dcterininnul  tlu  sijslème,  nesl  pas  nul,  le  sys- 
tème a  une  solution  et  une  seule  donnée  par  les  lurmules 

_U  _V  _\V  II 

^— K'         '^  —  K'         ""K'         '  —  K 

où  les  numérateurs  sont  les  coeflicienls  des  éléments  de  la  dernière 
ligne  du  déterminant  auxiliaire  : 


a 

h 

c 

d 

m 

a' 

b' 

c' 

d' 

m 

a" 

b" 

c" 

d" 

m 

a'" 

b'" 

c'" 

d" 

m 

u 

V 

II' 

h 

k 

Si  K  est  nul,  il  y  a  impossibilité  ou  indétermination.  D'une  manière 
plus  précise  : 

1"  Si  l'un  au  moins  des  mineurs  de  K  n'est  pas  nul,  par  exemple 

abc 

a'     b      c'     ^7=0, 

a"     b"     c" 


on  a  seulement  à  considérer  un  déterminant  caractéristique 

abc 
a'  b'  c 
a"      b"      c" 


a 


m 

m' 

ni 


b"-     c' 

Si  ce  déterminant  caractéristique  n'est  pas  nul,  il  y  a  impossibilité; 
s'il  est  nul,  le  système  se  réduit  à  ses  trois  premières  équations,  et 
est  indéterminé. 

2°  Si  tous  les  mineurs  de  K  sont  nuls,  il  faut  considérer  ses  mineurs 
du  second  rang,  c'est-à-dire  ceux  qu'on  obtient  en  barrant  dans  K 
deux  lignes  et  deux  colonnes,  de  toutes  les  manières  possibles.  Si  l'un 
d'eux  n'est  pas  nul,  par  exemple  si 

a      b    ■ 

a'     b' 


=  0, 


il  faudra  considérer  deux  déterminants  caractéristiques 


a 

b 

m 

a 

b 

m 

a' 

b' 

b" 

m' 

m" 

'. 

a' 

b' 

m' 
m"' 

a" 

a" 

b'" 

S'il  ne  sont  pas  tous  les  deux  nuls,  il  y  a  impossibilité;  s'ils  sont 
tous  les  deux  nuls,  le  système  se  réduit  à  ses  deux  premières  équa- 
tions, et  est  indéterminé. 
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3"  Si  tous  les  mineurs  du  second  degré  de  K  sont  nuls,  il  pourra 
arriver  qu'un  élément  au  moins,  a  par  exemple,  soit  différent  de  zéro. 
11  servira  alors  à  former  trois  déterminants  caractéristiques, 


a 

m 

a 

m 

a  i 

m 

a 

in 

' 

a" 

m" 

' 

a'" 

m 

Si  ces  trois  déterminants  ne  sont  pas  tous  nuls,  il  y  a  de  nouveau 
impossibilité;  s'il  sont  tous  nuls,  le  système  est  indéterminé,  et  se 
réduit  à  sa  première  équation  seule. 

4'  Enlin,  dans  le  cas  où  les  éléments  de  K  sont  tous  nuls,  il  y  a  impos- 
sibilité si  ?«,  m\  m",  vi"  ne  sont  pas  tous  nuls,  et  indétermination  com- 
plète si  ces  quatre  quantités  sont  nulles. 

Remarque.  —  La  méthode  employée  s'applique  aussi  au  cas  où  le 
nombre  des  équations  est  différent  du  nombre  des  inconnues;  on 
cherche  à  résoudre  par  rapport  à  certaines  inconnues  autant  d'équa- 
tions du  système  que  Ion  pourra;  et  ;\  exprimer  ensuite  que  les  valeurs 
trouvées  satisfont  aux  autres  équations  du  système. 

14.  Équations  homogènes.  —  Un  système  d'équations  linéaires  est  dit 
un  systèine  d'équations  homogènes  si  les  termes  constants  sont  tous  nuls 
dans  les  équations  du  système.  —  Un  tel  système  admet  toujours  au 
moins  une  solution,  obtenue  en  donnant  la  valeur  zéro  à  toutes  les 
inconnues;  il  n'est  donc  jamais  impossible.  Considérons  par  exemple 
un  système  contenant  autant  d'équations  que  d'inconnues  : 

ax  -h  ày  -\-  cz   =0, 

(13)  a'x  -hb'y  ^c'z  =0, 
a"x  H-  6  "y  -h  c"z  ^=  0. 

Si  le  déterminant  du  système, 

abc 

(14)  a'     b'     c' 

a"     b"     c" 

n'est  pas  nul,  nous  savons  que  le  système  n'a  qu'une  solution,  qui  est 
par  conséquent 

Si  ce  déterminant  est  nul,  comme  cette  solution  existe  toujours,  le 
système  est'  indéterminé,  c'est-à-dire  qu'il  a  d'autres  solutions  que 
celle-là. 

Donc  : 

Théorème.  —  Pour  qu'un  système  d'équations  linéaires  homogèneSy 
contenant  autant  d'équations  que  d'inconnues,  admette  une  solution  autre 
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ijue  In  solution  ohlenue  en  donnant  lu  valeur  zéro  à  toutes  les  inconnues, 
il  faut  et  il  suffit  r/ue  son  dt'tertntnatit  soit  nul. 

(Jn  peul  aussi  dire  : 

Pour  que  le  délermioanl  (14)  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe 
trois  nombres  r.  y,  :,  qui  ne  soient  pas  nuls  tous  les  trois,  et  tels  que 
les  égalités  (13;  aient  lieu. 

Donc  : 

Thkohlmk.  —  l'ijur  qu'un  déterminant  soit  nui,  il  faut  et  il  tuffit 
qu'il  existe  une  uiêmc  relation,  linénire  et  homnr^ne,  à  coeffirienls  non 
tous  nulx,  entre  les  éléments  corrt'spondanLii  de sea  diverses  lignes  (ou  de 
ses  diverses  colonnes). 


14''*.  Cas  particuliers.  —  Considérons  encore  le  système 
ax  -^   Ijij  -hC5  =0, 
a'x  -f-  b'if  H-  c'z  =  0, 

Nous  pouvons  essayer  de  le  résoudre,  soit  par  rapport  a  y  et  ;,  soit 
par  rapport  à  :  et  ar,  !»oit  par  rapport  à  x  et  y;  ce  qui  conduite  consi- 
dérer les  trois  déterminants 

P— 6c'  — r// 

(16)        *  Qz=ca'  —  ar' 

R  =  ah'  —  ha 
que  l'on  forme  av'ic  le  tableau,  ou  matrice, 

a      h      (. 
a      h'     (. 


(16)' 


des  coeflicienls  des  équations  (15j,  en  supprimant  successivement  les 
trois  colonnes  et  afFeclant  du  signe  —  le  second  des  déterminants 
ainsi  obtenus. 

Ils  se  déduisent  les  uns  des  autres  en  permutant  circulairement  les 
les  lettres  a,  />,  c. 

1"  Supposons  d'abord  que  ces  déterminants  ne  soient  pas  nuls  tous 
les  trois.  Nous  pourrons  supposer,  pour  fixer  les  idées,  que  U  au  moins 
n'est  pas  nul,  et  résoudre  alors  fl5)  par  rapport  kx  et  y.  I,e  détermi- 
nant auxiliaire  <^  du  numéro  ^  peut  s'écrire  : 
a      h      cz 
h=:^     a'     h'     c'z     =:^  uU  —  t;\    -  /  Il  ; 
u      V      r 

et  l'on  a  :  U=  F:.  \'  ~(jz. 

La  solution  de  (15j  est  donc  donnée  par  les  formules 


(17) 


x  =  ^z,         y  = 


'^  =  h 
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OÙ  la  valeur  de  ;  est  arbitraire.  Or  quelle  que  soit  celte  valeur  de  :, 
nous  pouvons  en  déduire  un  nombre  "a  par  la  condition 

(17)'  z^'.R 

puisque  R  n'est  pas  nul;  et,  inversement,  à  toute  valeur  de  À  la  for- 
mule (17)'  fait  correspondre  une  valeur  de  ;.  On  peut  donc  considérer  2 
comme  déterminé  par  la  formule  (17),'  où  a  est  arbitraire;  et  alors  les 
formules  (17)  deviennent 

x  =  XP,        y=ÀQ. 
On  arrive  donc  à  cette  conclusion  : 

Théorème.  —  Lorsque  les  délermincnUs  P,  Q,  H,  formés  avec  le  tableau 
des  coefficients  des  équations  (la),  ne  sont  pas  nuls  tous  les  trois^  la  solu- 
tion 1er  plus  générale  de  ce  système  est  donnée  par  les  formules 

(18)  .r  =  AP,         y  =  XQ,         z  =  -aR, 

•oii  À  est  un  fadeur  arbitraire. 

2°  Si  les  déterminants  P.  Q,  1{  sont  nuls  tous  les  trois,  on  suppose, 
par  exemple,  a  =  0,  et  on  applique  la  méthode  de  substitution  en 
tirant  .r  de  la  première  équation  et  portant  dans  la  seconde.  Le  résultat 
de  cette  élimination  est,  d'après  le  numéro  1, 

a     by  -h  cz 


0 


à'y 


=  l\y  —  Qz  =  0  .y  —  O.z. 


C'est  donc  une  identité.  Le  système  se  réduit,  par  suite,  à  la  seule 
équation  (15),  ou  encore  à 

by^  cz 

-qui  donne  la  valeur  de  x,  les  inconnues  y  ei  z  demeurant  arbitraires. 
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15.  Problèmes  d'intersection.  —  1"  L'analyse  du  numéro  10  trouve 
son  application  immédiate  au  problème  de  V intersection  de  deux 
droites,  dans  la  géométrie  analytique  plane.  Les  équations 

(1)  ax-\-  by  -+-  p  =  0,         a'x  -h  b'y  -+-  p'  =  0, 

sont,  en   effet,  les  équations  de  deux  droites;   et  toute   solution  du 

système  (1)  fournit  les  coordonnées  d'un  point  commun  à  ces  deux 

•droites. 

a     b 


Le  cas  où  le  déterminant  du  système,  R  = 


b' 


,  n'est  pas  nul 
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est  donc  celui  d'un  point  d'interseclion  Mnif[ue,  c'est-à-dire  le  cas  où 
les  droites  sont  concouranles;  le  point  cniniiiun  est  alors  donné  parles 
roriiiules  (3)  du  numéro  11. 

Dans  le  cas  R  =  0,  ou  bien  il  n'y  a  aucun  point  d'inlerseclion,  ou 
l)ien  il  y  en  a  une  infinité  (tous  les  points  de  la  seconde  droite  sont 
alors  sur  la  première).  Donc  il  y  a  alors  parallélisme  des  deux  droites 
si  le  déterminant  caractéristique  n'est  pas  nul;  et  les  deux  droites  sont 
confondues  si  ce  déterminant  caractéristique  est  nul. 

On  vérifie  facilement  que  ces  résultais  sont  d'accord  avec  ceux  de 
l'élude  directe  faite  au  numéro  214  (tome  I);  en  parliculier  que  la 
condition  R=a6'  —  ba'--0  est  bien,  aux  notations  près,  celle  qui  a  été 
trouvée  alors,  pour  exprimer  que  deux  droites  ont  la  même  direction, 

La  condition 

a       h       p 

(5)  a'     ly     p'     =0, 

a"     b"    p" 

fournie  par  l'élimination  de  j-  et  y  entre  les  équations  (1)  et  une  autre 
équation  analoj^ue 

(6)  n"x  -f-  b"y  -f-  p"  =  0, 

exprime  que  la  droite  (5)  passe  par  le  point  de  rencontre  des  deux 
premières.  On  est  alors  dans  l'hypothèse  ab'  —  ^a'^iO,  c'est-à-dire 
que  ces  deux  droites  sont  supposées  concourantes.  En  tenant 
compte  de  la  symétrie  de  la  condition  (6)  par  rapport  aux  coefficients 
des  trois  droites,  on  conclut  donc  que,  si  elle  est  remplie,  ou  bien 
deux  des  droites  concourent  et  la  troisième  passe  par  leur  point  de 
rencontre,  ou  bien  les  trois  droites  ont  la  même  direction.  Dans  ce 
dernier  cas,  la  condition  (6)  est  aussi  remplie,  comme  on  le  voit  en 
développant  le  déterminant  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
colonne. 

^"  On  verra  de  même  que  l'analyse  du  numéro  11  permet  de  résoudre 
et  de  discuter  le  problème  de  l  interscclion  de  trois  plmis.  Nous 
laisserons  au  lecteur  le  soin  de  faire  cette  interprétation  en  détail.  La 
condition 

'    i      b      c 

t'      b'      c'      3f:0 
i"     b"     c" 


exprime  que  les  plans 
ax-i-b)j^cz-\-q=^0,     a'x-i'b'j/-{ 
sont  ceux  des  faces  d'un  trièdre. 

MATH.    GÉMÉHALES.   —   II.  ' 


0,     a"ar+6"y-f-c":-^7"=0 
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3"  Le  cas  traité  au  numéro  13  est  celui  de  rinterseclion  de  trois 
plans  qui  passent  à  Torigine  des  coordonnées. 

•4"  Le  tl)éorème  du  numéro  14  l'ournil  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  l'intersection  de  deux  plans  passant  à  l'origine  des 
coordonnées.  Il  donne  par  conséquent  les  cocfficienls  de  direction  d'une 
droite  définie  par  deux  plans  (t.  I,  n"  247).  Si  les  équations  de  ces 
deux  plans  soûl 

ax  -\-  by  -{-  cz  -{-  q  z^  0,         a'x  -+-  b'y  -h  c's  -h  9'  =:=  0,  ■ 
la  droite  d'intersection  a  pour  coefficients  de  direction  les  déterminants 

P  =  Ac'  —  cù\         Q  =  ca'  —  ac\         11  =  ^/6'  —  ba' 
que  fournit,  (comme  il  a  été  expliqué  au  n"  14),  le  tableau 


des  coefficients  de  x,  y,  z. 


46.  Équations  de  droites  et  de  plans  satisfaisant  à  diverses  condi- 
tions. 

1°  Droite  passant  par  deux  points.  —  Soient,  en  géométrie  plane, 
les  deux  points  A,  (ar,,  y^),  et  B,  (.r.^,  y^).  La  droite  AB  a  pour  équation 

1 


(1) 


X      y 

y.   1 


X. 


=  0. 


Celte  équation  représente  en  effet  une  droite;  car  elle  est  du  premier 
degré  en  a-,  y,  comme  on  le  voit  en  développant  le  premier  membre 
suivant  les  éléments  de  la  première  ligne;  et  les  termes  en  x  et  1/ ont 
pour  coefficients 

1 
1 


1/2 


1 


l 


Ui  —  lit- 


X, 

a'., 


=  — (Xi 


qui  ne  sont  pas  nuls  tous  les  deux  (sans  quoi  A  et  B  auraient  les 
mêmes  coordonnées,  et  seraient  confondu.s). 

De  plus,  le  premier  membre  de  (1)  s'annule  pour  x^x^,  y:=y^, 
car  c'est  alors  un  déterminant  qui  a  deux  lignes  identiques.  Donc  la 
droite  (1)  passe  par  le  point  A;  et  on  voit  de  même  qu'elle  passe 
par  B.  C'est  donc  bien  la  droite  AB. 

2°  Plan  passant  par  l'origine  des  coordonnées  et  par  deux  points.  — 
Soient  les  deux  points  A,  (x,,  ?/,,  z,),  et  \i,{x.,,  y.^.  z.^),  que  nous  sup- 
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posons    n'être   pas  alignés   avec   l'origine   O.   Le    plan    OAB  a  pour 
équation 

V 


(2) 


(). 


1     Vi 

■«    Vi    h  I 

En  effet,  cette  équation  est  du  premier  degré  en  x,  y,  z,  comme  on 
le  voit  en  imaginant  qu'on  développe  le  premier  membre  suivant  les 
éléments  de  la  première  ligne;  et  elle  n'est  p;is  une  identité,  car  les 
coefiicients  dé  x,  y,  z  sont  les  trois  mineurs 

Vih  —  Wi^         '^iX,  —  x^z„         x,y,  —  y^x.,, 

qui  ne  seraient  nuls  tous  les  trois  que  si  A  et  b  étaient  en  ligne  droite 
avec  0  (voir  t.  I,  p.  396). 

Donc  l'équation  {±)  est  celle  d'un  plan;  et  on  voit,  comme  précé- 
demment, qu'elle  est  vérifiée,  soit  par  a;  =  a?,,  y  =  (/j,  2=:z,,  soit  par 
a?  =  X2,  yz=:y,,,  z=:z.,.  Elle  représente  donc  un  plan  qui  passe  en  A 
et  B;  et  qui  passe  aussi  en  0,  car  tous  les  éléments  de  la  première 
ligne  du  premier  membre  sont  nuls  pour  x  =  0,  j/  =  0,  z  =  0.  C'est 
donc  bien  l'équation  du  plan  OAB. 

Conséquence.  —  La  condition       • 

abc 
a'     b'     c' 
a"     b"     c" 


(3) 


=  0, 


exprime  que  les  droites  de  directions  (a,  b,  c),  («',  b',  c'),  (a",  b",  c")  sont 
parallèles  à  un  même  plan. 

Soient  en  effet  M,  M',  M"  les  points  qui  ont  pour  coordonnées  (a,  6,  c), 
(a',  b',  c'),  (a",  b",  c").  Il  faut  montrer  que  la  condition  (3)  exprime 
que  OM,  OM',  OM"  sont  dans  un  même  pian;  c'est-à-dire  que  M,  par 
exemple,  est  dans  le  plan  OM'M".  Or  ce  plan  a  pour  équation,  d'après 
ce  qui  précède, 

X      y      z 

(4)  a'     b'     c'      =0, 

a"     b"     c" 

de  sorte  que  l'équation  (3)  exprime  bien  qu'il  contient  le  point  M,  de 
coordonnées  x  =  a,  y  =  b,  z  =  c. 

Remarque.  —  La  condition  (3)  exprime,  d'après  ce  qui  précède,  que 

les  trois  vecteurs  OM,  OM',  OM  sont  dans  un  même  plan.  Cela  équi- 
vaut à  dire  que  trois  vecteurs  de  composantes  (a.  b,  c).  (a',  6',  c), 
(a",  6",  c"),  placés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  sont  parai- 
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lèles  à  un  même  plan;  ou  encore  que  ces  vecteurs  sont  dans  un  même 
plan,  s'ils  ont  même  origine. 

3'  Plu)}  passiint  par  iii}  point  et  parallèle  à  deux  droites.  —  Soient 
(a-j,  y^,  Zg)  les  O(tori.lonnées  d'un  point  A;  et  (a,  b,  c),  (a',  b',  c')  les 
coertîcients  de  direction  de  doux  droites  D  et  D'.  .le  dis  que  l'équation 


(5) 


■'•  —  •'•-.    7/  —  yo 

a  b 

a  h' 


0, 


représente  le  plan  II  mené  par  A.  parallèlement  à  D  et  D'. 

Soit,  en  effet,  AM,  AM'  les  vecteurs  d'origine  A,  qui  ont  pour  compo- 
santes (a,  b,  c),  (a',  b',  c');  et  soit  P  le  point  courant  (x,  y,  z).  L,e  plan  II 

considéré  est  le  plan  M  \M'.  juusqne  AM  et  AM'  sont,  respectivement, 
parallèles  à  D  et  D'. 

D'autre  part,  les  éléments  x  —  x^,  y  —  î/o'  -  ~"  -o  ^^^  premier  membre 

de  l'équation  (5)  étant  les  composantes  du  vecteur  AP.  celle  équation 

■    *  —y 

exprime,  d'après   la  remarque  ci-dessus,  que  les  trois  vecleurs  AP. 

.\M,  AM'  sont  dans  un  même  planj c'est-à-dire  que  le  point  P  est  dans 
le  plan  MAM'.  C'est  donc  bien  l'équation  de  ce  plan,  c'esl  à-dire  du 
plan  II  considéré. 

Remarque.  —  L'oijualion  (eu  géoiiiolrio  plane)  de  la  droite  qui  passe  par  le  point 
(Xfl,  jy)   et  qui  est   parallèle   ii    la  direction  (a,  h), 

•r  —  ar,,       v  —  Vo 


s'écrit  aussi  sous  Ja  forme 


3-0    Y  —  yo 
b 


=  0, 


où  intervient  un  déterminant  à  deux  lignes  et  deux  colonnes. 

■i"  Droite  passant  par  deilx  points.  —  Soit,  dans  l'espace.  les  deux 
points  A,  {x^,  ?y,,  :,),  et  B,  (j-^,  y.^.  :J.  On  peut  écrire  immédialenv^nt 
les  équations  des  trois  plans  qui  projeltent  la  droite  AB  sur  les  trois 
plans  coordonnés;  car  ce  sont  celles  qui  représeuleraienl,  dans 
chacun  des  plans  de  coordonnées,  la  droite  qui  joint  les  projections 
de  A  et  B  sur  ce  plan. 

Ces  trois  plans  projetants  ont  donc  pour  équations 


(«) 


x 

?/ 

1 

X, 

.'/l 

1 

X., 

y-i 

1 

0, 


y 

z 

1 

.Vi 

"1 

1 

y> 

1 

0, 


X 

1 

X, 

1 

X, 

1 

0. 


o"  Plan  pa:iS(tnt  par  trois  points.  —  L'équation  du  plan  qui  passe 
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0) 


0. 


par  les    trois   points,    non    en    lif;ne   droite,   (x,,  j/,,  :,),   (.r,, 
(0-3,  V3,  2,),  est 

y 

Vi 

Ih 

Kn  so  servant  du  résultat  précédent,  on  voit,  en  ofTel,  (jue  les  coeffi- 
cients de  r,  y,  :  dans  cette  équation  —  (qui  est  du  promicT  degré)  — 
ne  seraient  nuls  tous  les  trois  que  si  le  point  (.r,,  </,,  :,)  était  sur  la 
droite  définie  par  les  deux  autres  points  donnés.  Comme  cette  équa- 
tion (7)  est  vérifiée  poura::=x,,  i/^(/,,  ;  =  :,,  pour  j'  =  a?.^,  y  =  y,^, 
2  =  :.,,  et  pour  j^^Tj,  ij  =  y^,  2  =  23,  puisque,  dans  ces  trois  cas,  le 
premier  membre  est  un  déterminant  qui  a  deux  lignes  identiques:  et 
que,  d'après  ce  qui  précède,  elle  représente  un  plan,  c'est  bien  rtMjua- 
tion  du  plan  considéré. 

17.  Applications.  —  1°  Plan  oscahilear  à  une  courbe  (jauche.  —  Le 
plan  osculateur  à  la  courbe  gauche 

(S)  x  =  9[t),       y  =  'Hi)>       z  =  /.{0' 

en  l'un  de  ses  points  —  (de  paramètre  t)  —  est  celui  qui  passe  par  ce 
point,  et  est  parallèle  aux  deux  directions  de  la  vitesse  {x\  y\  2),  et 
de  l'accélération  (x",  y",  z").  Par  application  de  la  formule  (o),  on 
écrira  donc  immédiatement  l'équation  de  ce  plan  osculateur,  avec  les 
coordonnées  courantes  X,  Y,  Z,  à  savoir  : 

X  —  x     \  —  y     Z  — 

x'  y'  z' 


(9) 


y" 


=  0. 


2°  Plan  tangent  en  un  point  dune  surface.  —  Des  équ  ations  de  la 
forme 

(10)  x  =  f[u,v),  y  =  g{u,v),  z  =  h{u,v), 

OÙ  u  et  y  sont  deux  paramètres  variables,  représentent  une  surface  '". 

En  effet  ces  équations  représentent,  pour  chaque  valeur  fixe  de  v, 
une  courbe  —  (dite  courbe  u:=  constante)  — ,  dont  elles  sont  les  équa- 
tions paramétriques  —  (avec  le  paramètre  u)  — ;  et,  quand  v  prend 
toutes  les  valeurs,  les  formules  (10)  donnent  ainsi  les  points  d'une 
famille  de  courbes  v  =  constante,  dont  le  lieu  est  la  surface  en  question. 

On.voit  donc  que  ces  équations  paramétriques  {[Q)  définissent  une  sur- 

(1)  Nous  en  avons  rencontré  de  cette  forme  (t.   I,   p.   416),   pour  représenter  les 
surfaces  de  révolution  :  les  paramètres  y  étaient  désignes  par  t  el  z. 
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face  (S),  comme  engendrée  par  les  courbes  obtenues  en  donnant  à  r, 

dans  ces  équations,  ses  diverses  valeurs  (constantes). 

Elles  définissent  la  même  surface  (S),  comme  engendrée  par  les 

courbes  i/ =  constante,  obtenues  en  considérant  u  comme  constant, 

et  r  comme  un  paramètre  variable. 

Chaque  point  M  de  S  s'obtient  en  donnant  à  u  et  à  u  des  valeurs 

déterminées;  et  par  ce  point 
passent  les  deux  courbes  MB  et  MA 
(courbe  u=:  constante  et  courbe 
y  r=  constante),  qui  correspondent 
respectivement  à  ces  valeurs  u  elv 
des  deux  paramètres. 

Le  plan  langent  à  S  en  M  est 
délini  par  la  tangente  MU  à  la 
courbe    i' =  constante,    et  par  la 

tangente  MV  à  la  courbe  u  =  constante.  Les  coefficients  de  direction  de 

la  première  sont,   d'après  les  équations  (10)  de  la  courbe,  où  u  seul 

varie, 


MU) 


et  ceux  de  la  tangente  MV  à  la  courbe  MB  sont,  de  môme, 


MV) 


^7 


?v 


Cela  posé,  l'équation  du  plan  langent  s'écrit  immédiatement,  par 
application  de  la  formule  (o).  Nous  désignerons  ici  les  coordonnées 
courantes  par  X,  Y,  Z,  qui  remplaceront  x,  y,  z  dans  cette  formule;  le 
plan  devant  passer  par  le  point  (10),  il  faudra  remplacer  x^,  y^,  z^  par 
/■(u,  u),  g(u,  u),  h{u,  v);  enfin  les  coefficients  de  direction  (a,  è,  c), 
{a,  b\  c'),  seront  ceux  que  nous  venons  de  trouver  pour  MU  et  MV. 

L'équation  cherchée  est  donc 


(in 


\-f 
'Y 


Z  —  h 


18.   Aire  d'un  triangle.  —  L  aire  du  triangle  ABC,  dont  les. trois 
sommets  ont.  en  géométrie  plane,  pour  coordonnées  : 

A,  (a:,,  y,);  B,  fx.,,  y,);  C,  (x,,  t/3). 


APPLICATIONS    A    LA    GEOMKTIilK    A.NALYTiyiE 


i33 


est    donnée,    en    grandeur    el    signe   (avec   la   convenlion    expliquée 
n"  .{'«1),  par  la  formule  : 

(12)  ±i=     X,     ,j,     I 


Nous  le  démontrerons,  en  nous  servant  de  ce  que  le  double  de  celte 
aire  n'est  pas  autre  chose  (si  on  imagine  un  axe  0:  perpendiculaire  au 


plan  xO]i  considéré)  que  .a  mesure  sur  0:  du  produit  verloriel 

ABxXc. 
Cette  projection  étant  égale  à 

(13)  (  j,  —  X,)  {y,  —  </,)  —  (x,  —  .r,)   //,  —  l/^\ 

puisque  les  composantes  des  deux  vecteurs  considérés,  sur  Ox  et  0'/, 
sont 

\  =  ./•,  — J-j,  Y  =  Ve— .'/n  X' =  ./■,  —  ./•,,  Y'=^J/3  — V,. 
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tout  revient  à  vérifier  que   le  déterminant  (12)  est  égal  à   l'expres- 
sion (13). 

A  cet  effel,  nous  retranchons  les  éléments  de  la  première  ligne  de  ce 
déterminant  de  ceux  de  la  seconde  et  de  la  troisième,  ce  qui  n'altère 
pas  sa  valeur;  il  s'écrit  ainsi  : 


r, 

?/i 

1 

.r,  —  .r, 

?/2  —  ,'/. 

0 

X,  —  .V, 

î/3  —  î/l 

0 

et   il  n'y  a   qu'à  le  développer  suivant  les  éléments   de  la  dernière 
colonne  pour  retrouver  l'expression  (l.'J). 

Remarque.  —  Pour  le  triangle  OAB,  dont  les  sommets  sont  l'origine 
et  les  deux  points  A,  (.r,,  j/J,  et  B,  (j.^,  y^),  la  formule  (l!2)  donne 


^A,= 


0      0      1 

.r,     II,     1 


■ï-i     .Vi 


C'est,  aux  notations  près,  la  formule  trouvée  au  numéro  201. 
Cas   d'un    triangle   de   l'espace.   —  Considérons  maintenant,  dans 
Z 


Vespace,  un  triangle  ABC,  et  soient  (x^,  ?/,,  ij,  [x.^,  _i/^,  :.^',  [x^,  y^,  z^)  les 
coordonnées  des  trois  sommets. 


Le  produit  vectoriel  AS  =  ABx  AC  a  pour  grandeur  S  le  double  2-'^ 
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de  l'aire  du  triangle  '".   La  projection  sur  0:  de  ce  vecteur  AS,   est, 
d'après  le  calcul  précédent, 

x.,     //_,     1 


(l-i) 


S, 


?/a      l 


car  AB  et  AC  ont  pour  coniposautes,  respectivement. 


A.    vTj  '~'~~  -ï'i  ) 


Z  — Cj  —  3,: 

Z'r=3,_-   . 


et   la    projection  en    question  est,   comme  dans  le  calcul  déjà  fait, 

XY— YX'. 

— > 
La  formule  (12)  montre  que  cette  projection  de  AS  sur  0:  a  pour 

grandeur    le     double    de    l'aire    du    triangle    ABC,    projection    du 

triangle  ABC  sur  le  plan  .rOy  .  Ceci  est  conforme  au  théorème  sur  la 

—V 

projection  des  aires;  car  l'angle  0  de  AS  avec  0:  est  égal  à  l'angle  du 

plan  du  triangle  et  du  plan  aO?/,  ou  à  son  supplément.  Et  comme  l'on  a 

—y 
S.  =  ScosO,  et  S  =  2.1;  on  voit  bien  que  S;,  projection  de_^ AS,  a  pour 

valeur  absolue  2  i  Jl  | .  |  cosô  I ,  qui  est  le  double  de  la  projection  de  Taire 

du  triangle. 

— -y 

On  arrivera  à  des  résultats  analogues  pour  les  projections  de  AS  sur 
Ox  et  Oy;  et  on  passera  de  la  formule  (li)  aux  analogues  en  permutant 
circulairement    les    lettres    x,    y,    z.    Donc    les    trois    projections   du 

vecteur  AS,  qui  sont  aussi  les  doubles  des  aires  des  projections  du 
triangle,  prises  avec  leurs  signes,  sont 


(15)     S.  =  2.lv  = 


!/i 

2ll 

^2 

h^ 

^3 

h^ 

,  S,  =  2.i,= 


-2  X.,  1 

Z^    X.y     1 


,  S,  =  2.i,= 


On  en  conclut,  pour  la  valeur  .1.  de  l'aire  du  triangle  de  l'espace,  dont 
le  double  est  la  grandeur  de  AS, 

AM^  =  S?  +  S^  -h  S^  =  .4.b;  -+-  Ur  4-  AM^ 


ou 


(16) 


jt2  =  .l.tH-.l.:  +  .l> 


Ainsi  le  carré  de  faire  d'un  triangle  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
aires  de  ses  projections  sur  les  trois  plans  de  coordonnées. 


(1)  Celte  aire  est  prise  ici  en  valeur  absolue. 


S38 


TUKORIK    KT    Al'PMCATlONS    DKS    DKTIlt.MlNA.NTS 


19.   Volume  d'un    tétraèdre.   —  r:ianl  doniK"  un   lélraèdre   AUCD, 
S  coiislruisons  le  produit  vectoriel 

ÂSi=ÂCxÂD, 

et  considérons  le  produit  scalaire 


(Ml  a 


P  =  AS.AB. 
P  =  AS.ÂJ, 


A.l  étant  la  projection  de  Ali,  évaluée  algé- 
briquement, par  rapport  à  la  direction  posi- 
tive AS. 

En  valeur  absolue,  celte  projection  A.l  est 
égale  à  la  hauteur  Uli^rh  du  tétraèdre,  car 
HB  est  la  projection  de  AB  sur  la  perpendiculaire  au  plan  de  la 
base  ACD,  menée  par  B,  perpendiculaire  qui  est  parallèle  k  AS. 
Comme  AS  est  égal  au  double  de  Taire  'J^  de  cette  base  ACD,  on  a 
donc  |Pl  =  2/j!B,  c'est-à-dire  que  la  valeur  absolue  de  P  est  égale  à 
six  fois  le  volume  du  tétraèdre. 

Quant  au  signe,  il  sera +,  si  AJ  est  positif,  c'est-à-dire  si  AB  est  du 
même  côté  du  plan  de  la  base  que  AS;  et  il  sera  —,  dans  le  cas  con- 
traire. .  _^ 

Dans  le  premier  cas,  un  observateur  traversé  par  AB  des  pieds  à  la 
tête,  et  regardant  CD,  aurait  C  à  sa  droite,  et  D  à  sa  gauche.  Dans  le 
second  cas,  cet  observateur  aurait  C  à  sa  gauche  et  D  à  sa  droite.  On 
dira  que  dans  le  premier  cas.  le  vecteur  CD  est  de  sens  positif  par 
rapport  à  AB;  et  dans  le  second  cas,  on  dira  qu'il  est  de  sens  négatif 

par  rapport  à  AB. 

Cela  posé,  nous  donnerons  un  signe  au  volume  du  tétraèdre,  de  la 
manière  suivante.  Les  sommets  étant  écrits  dans  un  ordre  déterminé 
A,  B,  C,  D,  le  volume  du  tétraèdre  (ABCD)  aura  pour  valeur  absolue  le 
tiers  du  produit  de  la  hase  par  la  hauteur,  et  pour  signe  le  signe  +  ou  le 
^ifjne  — .  suivant  que  CD  sera,  par  rapport  à  AB,  de  sens  positif  ou  de 
sens  négatif. 

Cela  revient  à  dire,  d'après  ce  qui  précède,  qu'on  aura 

P  =  ÂS.âB  =  (>  Vol  (ABCD), 
le  volume  étant  pris  avec  son  signe. 
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Introduisons  maintenant  les  coordonnées  des  (jualre  sonnmcls  du 
tétraèdre, 

Je  dis  que  l'on  aura 


tl7) 


C.  Vol.  (ABCn)--:^  — 


c,  (^v 

y 

j>  - 

3); 

l>, 

(•^i,  !/*,  =4 

^1   y, 

"1 

1 

•^2   .'/■ 

-2 

l 

^3         Vs 

".l 

l 

X,^        ?/; 

-.. 

\ 

En  effet,  en  retranchant,  dans  le  second  membre,  les  éléments  de  la 
première  ligne  de  ceux  de  la  seconde,  on  obtient  le  déterminant  égal 


^i  —  ^'i     Vi^'.li 

^3  ,'/3 


X, 


?y.; 


"1 

1 

"1 

0 

"3 

1 

l 

Développons-le   suivant    les    éléments  de    la  deuxième    ligne,   en 
remarquant  que 


a-,     :.,      1 

"i 

X, 

1 

— 

•^■3     -3     ^ 

= 

-3 

X,       1 

; 

x^     z,     1 

"4 

^.  1 

;  membre  de  (17)  deviendra 

?/3    =3    A 

+  iy-2  —  ?/i) 

^■3 

1 
i 
1 

+(= 

•2— -1) 

•^■3     .'/3      i 

{x. 


11  n'y  a  qu'à  vérifier  que  cette  expression  est  le  produit  scalaire 
AS.AB.  Or  les  facteurs  (ar, —  ./•,),  (?/.,  —  ?/,),  (:^ — i,)  sont  les  compo- 
santes de  AB;  et  les  déterminants  qui  les  multiplient  sont,  en  vertu  des 
formules  (15),  (en  tenant  compte  de  ce  que  les  indices  '2  et  3  deviennent 

ici  les  indices  3  et  4),  les  composantes  de  AS.  La  vérification  résulte 
donc  de  la  formule  XX'-h  YY'  + ZZ',  qui  donne  le  produit  scalaire 
des  vecteurs  (X,  Y.  Z)  et  (X',  Y',  Z'). 

Remarque.  —  Si  un  des  sommets  du  tétraèdre  est  à  l'origine,  la  for- 
mule  (17)  se   simplifie.   En    gardant  les   notations  précédentes,  elle 

donne 

0      0      0      1 

X.,     j/j     ;,     1 
^3     Ih     =3     i 


6  Vol.  (OABC)  =  — 
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el,  en  développant  le  second  membre  par  rapport  aux  éléments  de  la 
première  ligne,  il  vient 


(1  Vol.  (OAHC)=: 


.T, 
X., 


Exemple.  —  Comme  exemple  parliculior,  sup|iosons  que  A,  11,  C  soient  pris,  à  la 
distance  1,  sur  les  trois  demi-axes  positifs  d'un  Iriédro  trirecinnpie  OX|V,r,,  de  disposi- 
tion directe.  Alors  les  coordonnées  de  A.  15,  C.  seront  les  cosinus  directeurs  (a,  |ï,  y); 

(a,  fi'.  1  );  (a",  ?",  7")  de  Oj,.  O.v,,  Oc,;  et  le  volume  (OABC)  sera  égal  à  ~.  D'où  la 

formule,  relative  au.x  cosinus  directeurs  d'un  changement  de  coordonnées  (comparez 
ci-dessus  n"  8) 

«     ?     r 

=  1. 


? 

r 

?' 

t' 

> 

T 

EXERCICES 


Vérifier  l'identité  : 

l     a     a'- 


D 


1     b     6- 
1     c     c- 


(b  —  c)  {c  —  a)  {a  —  b). 


2.  —  Vérifier  l'identité  : 
abc 
b     c     a 

c     a     b 


:  (a  +  6  -T-  c)  {ab  -h  bc  -^ca  —  a^  —  b-  —  c^). 
3.  —  Démontrer  que  l'on  a  : 


0  b       —i 

—  b  0          a 

c  —  a       0 

4.  —  Démontrer  l'identité  : 

1       2fl  «2 


0. 


1     a  -h  b     ab 
1        2/y        b' 


—  (a  —  bf 


5.  —  S'exercer  à  calculer  rapidement  la  valeur  de  déterminants  du 
3'  ordre  à  éléments  numériques,  arbitrairement  choisis. 

6.  —  Démontrer  que  l'on  a  : 
(}         a  b       c 

—  a       0          d       f 

—  b—d      0       (j 
-c     -/■     -0    0 


=  {ag  -\-cd  —  bff 


i 
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7.  —  Démontrer  que  le  système 

liz  —  cy  =  p,         ex  —  az  =  (/,         aij  —  bx  =  r, 
où  fl,  /»,  c  ne  sont  pas  nuls  tous  les  trois,  est  impossible,  à  moins  que 

l'on  n'ait 

ap-h  bq-h  CI-  =  0. 

8.  —  Pour  quelles  valeurs  de  X  le  système 

x-l-2y-i-  (À +  -2)z=  10, 
2a?-+-3î/-f-  (À  H- 3)  3  =  16, 
3x-h(6X— l)î/-t-7s  =  2G 

est-il  déterminé,  impossible,   indéterminé?  Calculer  sa  solution  pour 
X  =  0. 

9.  —  Élever  au  carré  le  déterminant  de  Texercice  l.  On  trouvera 

Sq    s,    S^ 

\r-=    s,   s,   S3 

s     s     s 

•^•2        '^3        '-'i 

en  désignant  par  S„  la  somme  a"  -+-  />"  -+-  c". 

Application.  — Si  a,  b,  c  sont  les  trois  racines  de  l'équation 

ar*  -h  px  -h  (j-  =  0, 
on  a  (t.  I,  p.  233) 

a  -\-  b-\-  c=^0,         ci^-\-  b'-\-  c-=:^p,         abc^=  —  q. 
Calculer  D-  en  fonction  de  /?,  7.  en  partant  de  ces  fi)rmules.  On  trou- 
vera 

D-  =  — (V-F277-;. 

lu.  —  Démontrer  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle 

v"   y'^   y 

'h     î/j     .7i     =t>. 

?/'i     î/«     y-i 

où  j/p  y^  sont  deux  fonctions  données  de  x,  telles  que  v^q,  —  xj,q\  ne 
soit  pas  identiquement  nul,  est 

î/  =  C,v,  -\-  C,ij,. 

11.  —  Conclure  du  résultat  précédent  que  la  condition 

yl     ?/j     î/i 

y^   !/J   y.    =0 
!/3    y'^   î/3 

exprime  que  les  trois  fonctions  y^,  q.^,  y^  sont  liées  par  une  relation 
^lî/i  "^"^iî/i  +  Cjj/j^^O,  à  coefficients  C^  C^,  C_,  constants. 
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i--  —  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
la  courbe 

soit  plane,  est  que  les  fonctions  5,  .!/,  /  et  leurs  dérivées  satisfassent 
a  l'identité 


<p       cp       cp 

'h'    'l"    V 


=  0. 


:>x 

^y 

Î)Z 

^y 

?G 

?H 

?H 

.^H 

?x 

^y 

i"*:; 

/.    /.    /. 

13.  —Démontrer  que,  si  les  fonctions  F  (a;,  y.  :),G(x,  j/,  z),^{x,y,z) 
sont  liées  par  une  identité  de  la  forme 

H  =  «1'(F,  G), 

cest-à-dire  si  l'une  d'elles  est  fonction  des  deux  autres,  les  dérivées 
partielles  de  ces  fonctions  satisfont  à  la  condition 

?F      ?F      ?F 


=  0. 


[On  commencera  par  différentier  l'identité  H=:<I>(F,  G)  par  rapport 
à  X,  y,  z,  successivement.] 

Remarque.  —  Le  premier  membre  de  cette  relation  s'appelle  le 
délerminant  fonctionnel  des  trois  fonctions  F,  G,  H. 

14.  —  Trouver  les  triangles  d'aire  maxima  inscrits  dans  un  cercte. 

[On  se  donnera  les  sommets  d'un  triangle  inscrit  dans  le  cercle 
ar  =  a  cos/,  i/  =  a  sin<,  par  leurs  paramètres  /  =  m,  i  =  y,  i  =  î^;  et  on 
égalera  à  zéro  les  dérivées  de  l'aire  du  triangle  par  rapport  à  u,  v  et  w.] 

lo-  —  Trouver,  sous  forme  d'un  déterminant  égalé  à  zéro,  l'équa- 
tion du  cercle  qui  passe  par  trois  points  donnés.  —  Cas  où  l'un  des 
points  est  l'origine  des  coordonnées. 


Rnoncks  Di:  (jui<:sTi()NS  phoihjsi<:es  aux  examens 

DE  LA  SORBONNE 

[Crrlificnl  de  Mallirinnlitiues  générales.) 


1908.  —  Juillet. 
Épreuve  théorique. 

I.  L'expression 

{■Tc-y  +  y-  +  2xy)dx  +  (x2  4-  X)  (x  +  2y)dy, 

est-elle  la  diirérentielle  totale  d'une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x  et  y? 
Déterminer  un  facteur  m,  fonction  de  la  seule  variable  x,  de  telle  façon  que  le 
produit  de  l'expression  ci-dessus  par  m  soit  la  dilTérentielle  totale  d'une  fonction  u 
de  X  et  y.  Déterminer  ensuite  u. 

II.  Déterminer  les  deux  fonctions  y  et  j  de  la  variable  x,  qui  vérifient  les  deux 
équations  diirérenlielles  simultanées 

1  =  3^  +  '-'        è  =  3'-+-^  +  «"^ 
où  a  désigne  une  constante  donnée. 
Discuter  la  forme  des  intégrales  suivant  les  valeurs  attribuées  à  la  constante  a. 

IH.  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Or,  on  considère  dans  le 
plan  xOj  les  deux  droites  AB  et  CD  ayant  respectivement  pour  équations  x=  1  et 
y^l  et  se  coupant  au  point  E,  puis  on  décrit  un  arc  de  cercle  BMD  ayant  pour 
centre  0,  pour  rayon  2,  et  limité  aux  deux  droites  en  B  et  I).  Calculer  le  volume  du 
prisme  droit  ayant  pour  base  l'aire  BMDE  et  limité  supérieurement  par  la  surface 

r  =  .t2  -f  y^. 

Épreuve  pratique. 

I.  Calculer  l'intégrale  f_l" 2  +  ^mt\  co. x ^  ^  Wo  P""^''- 

II.  Un  point  matériel  pesant,  de  masse  m,  est  lancé  du  point  S  suivant  la  verticale 
descendante  Ox  avec  une  vitesse  initiale  i'q. 

Étudierjie  mouvement  de  ce  point,  sachant  qu'il  est  sollicité  :  i"  par  son  poids  mg; 
2"  par  une  résistance  de  milieu  R,  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse  r  et  propor- 
tionnelle à  cette  vitesse,  la  valeur  absolue  de  cette  résistance  étant  R=:mg-  où  / 
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est  une  coostanle  donnée.  On  romptera  le  temps  à  partir  du  moment  où  lp  mobile 
part  du  point  0. 

Appliiation  numérique  :  L'unité  de  tempâ  étant  la  seconde,  celle  de  longueur  le 
mètre,  on  suppose  g  =  9,8;  i'„  =  90;  ).  =  190. 

Calculer  le  temps  /,  au  hout  duquel  la  vitesse  sera  devenue  épale  à  180,  et  l'espace 
parcouru  pendant  ce  temps. 

Calculer  de  même  le  temps  L  au  hout  dmjuel  c  =  189.  et  l'espace  parcouru  corres- 
pondant. 


Nota  :  On  sait  que 


.M  =  logvulg.  c  =  0,43, 
^=lognép.  10  =  2,30. 


1908.  —  Octobre. 
Épreuve  théorique. 
1.  Intégrer  l'équation  dilTérenlielie 

2x'-'^£-ixy  +  y^-  =  0. 

Construire  en  particulier  celle  des  courbes  intégrales  qui  passe  par  le  poiul  avant 
pour  coordonnées  : 

X  =  1 .        y  ^  1 . 

il.  Intégrer  l'équation  dilTérentielle 

yy"  =z  y'i  —  1 

OÙ  V  désigne  une  fonction  de  x  ayant  pour  dérivées  première  et  seconde  y'  et  y". 
Discuter  les  diverses  formes  des  courbes  intégrales. 

III.  Ktant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Oxyz,  on  construit  dans  le  plan  xOy, 
la  courbe  (C^  ayant  pour  équation  en  coordonnées  polaires:  r-  =  cos20  et  l'on 
considère  dans  l'espace  la  surface  (S)  ayant  pour  équation  :  =zxy. 

Calculer  l'aire  de  la  portion  de  cette  surface  ijui  se  projette  sur  le  plan  xOy  à 
l'intérieur  de  la  courbe  (Q. 

Épreuve  pratique. 

I.  Calculer  les  intégrales 


dx 


11.  L'n  point  matériel  M,  de  masse  m,  mobile  sur  une  horizontale  fixe  Ox,  est 
soumis  uniquement  à  une  résistance  de  milieu  R,  qui  est  dirigée  en  sens  contraire 
de  la  vitesse  v,  et  dont  la  valeur  absolue  est  mk\n,  h  désignant  une  conslante  posi- 
tive donçée. 

A  l'instant  t=z(),yle  mobile  est  lancé  dans  le  sens  positif  Ox,  avec  une  vitesse 
donnée  l'.j. 

Calculer  :  1"  le  temps  T  au  bout  duquel  la  vitesse  du  mobile  s'annule;  2°  l'espace 
parcouru   pendant  le  temps  T;  3'  le   travail  de  la  force  F  pendant  ce  même  temps. 

.\pplic3tion  numérique  :  m  =:  3;  /i  =  I  ;  i',j  ^  4  en  unités  C.  G.  S. 
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1909.  -  Jailtot. 

L  Imiègnr  i»  àtnx  éfaaHama  iiSéttmùea»*  «aralUDée» 

^  =  *y  +  2.-r^. 

â  =  *'-  +  2y  +  ''^ 
tféiaisuat  /  et  ;  en  faoctioo  de  :r, 

n.  Du»  ranglc  2O7,  oa  déeril  d«  O  «Mune  ".«attir-r,  «<-:".  i  iâiu*  ';;.i?  1.';  é^^ ^^j,; 
cwe  nfMi.  «0  <|nait  de  ecrele  AMB^  lÎMilé  eo  A  et  B  mu  4enn  ««sa  Or  et  Or; 
p«i»  «a  aèoe,  •■  code,  en  A  et  B.  les  Vutfgeuttt  ACn  BC%m  me  envpeal  ea  C 

CaJcalcr  le  Tolaae  lîanl^  iaféfiamaeot  par  le  pl«a  x%,  Ulr^rairaMwt  pu-  U 
•«tfac«  ém  pffîMW  dvdit  ayaal  poor  hue  r«tie  emBpme  eotre  le  ifwntde  ccfde  ANB 
cf  le  Cl— low  ACB,  flopènevreneal  par  U  sarface 

._         ^ 
m.  Calcaler  riatègnle  cvrnIifBe 


1=  /x*dr+^^ 


=/' 


2—  £- 

t  '  >  '      ■-•;■■  i  •  '.MB;  2*  I*  liWBf  dn  c»ol««ir  AC8. 

est  teacé  Au»  «n  lafce  lectUlfae  keciaMtol 

. ...  :    :  jfsel  U  sakil,  (fe  !•  port  Af  rair,  Bse  fémjibUDce  B, 

raûe  de  U  iitft«i#,  ajraat  |MMtr  Talestr  atoflae,  daac  le  tfUimm 


oà  f  dèBfne  raecéIcraiMo  doe  «  U  penateor,  y  =  MO. 

Éladicr  le  aMMireaeat  ea  sap{>«MMal  le  pwai  lAaeé  «&uh  le  taie,  dn  fntu  '/.  ata* 
le  leas  p<wîtif  Or,  aree  ose  initeM#  iaitiale  r,,,  de  19  cm,  »  U  loowde. 

Cakalcr  ta  dirtance  fmreamra»  joafa'aa  foiat  «a  la  vitcate  »'aasale,  et  le  lcaip« 
eidayé  fc  la  panaarir. 

U.  Cakalcr  les  iab^rates 

»        B=    i       '««l^oj'fr^i-'iSr, 


=/: 


1909.  —  Octobre. 
L  I>éaHKitr«r  ({a>t  ['•txpreanee 

CM  la  iJBi^niatiifle  totale  dîne  toactiom  m  im  dcas  TriaMrt  iadfpiadaairg  x  et  «. 
Oricaler  «etie  fcactioa  a. 
IL  lot^fgicr  rCiiaalMa  dîflfetcalîeUe  : 

.<t.m.  césiaMUK.  —  IL  3S 
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dans  laquelle  y  est  une  fonction  inconnue  de  x,  a  et  h  deux  constantes  réelles  posi- 
tives données.  On  diéculera  la  forme  de  l'intéprale  générale,  suivant  les  valeurs 
données  à  ces  constantes. 

m.  Soient  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oj.  et  une  sphère  de  centre  0  et  de 
rayon  a.  On  considère  la  partie  de  la  sphère  située  dans  le  triédre  positif  Oxyz.  On 
trace  dans  le  plan  Oxy  la  portion  de  spirale  O.MA  ayant  pour  équation  en  coordonnées 

polaires    ;-  =  ^0,  allant   du    point    0  (6  =  0),  au   point   A  de   la   spliéro   placé   sur 

Calculer  l'aire  de  la  portion  de  la  surface  de  la  sphère  qui  se  projette  sur  le 
plan  xOy  dans  l'aire  limitée  par  l'arc  de  spirale  OMA  et  l'axe  0/.  On  pourra 
employer  les  coordonnées  polaires  dans  le  plan  xOy. 


Épreuve  pratique. 
On  pose 


_(x-2)l 
f       a;2(x— 1)' 
.l+e 


ydx,  e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens. 

2'  Étudier  la  variation  de  la  fonction  y  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  1  ; 
calculer  la  valeur  de  son  maximum  à  0,01  près. 

3°  Démontrer  que  la  courbe  qui  représente  celte  variation  présente  deux  points 
d'inflexion.  Vérifier  que  les  abscisses  de  ces  deux  points  sont  respectivement 
comprises  entre  2  et  3  et  entre  8  et  9. 

4°  Soit  Xq  celle  de  ces  abscisses  qui  est  comprise  entre  8  et  9.  Appli(iuer  une  fois 
la  méthode  d'approximation  de  Newton  au  calcul  de  Xq  en  partant  de  la  valeur 
approchée  8.  En  conclure  que  X(,  est  compris  entre  8  et  8,1. 


1910.  —  Juillet. 
Épreuve  théorique. 

I.  Soient  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy:  déterminer  une  courbe  plane  passant 
par  l'origine  0,  tangente  en  ce  pointa  l'axe  Ox  et  possédant  la  propriété  suivante  : 
soit  C  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  en  un  point  quelcon(iue  de  la  courbe  .M, 
la  projection  AB  du  rayon  de  courbure  MC  sur  Oy  est  égale  ii  une  constante  donnée  a. 

Calculer,  en  fonction  de  l'abscisse  x  du  point  M,  la  longueur  s  de  l'arc  O.M  de  cette 
courbe. 

II.  Intégrer  l'équation  dilTérenlielle 

^  —  3^  —  iy  =  x2  +  1  +  fSx  +  4  cosx. 
dx^         dx-         ■'  III 

m.  Soient  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy  et  un  point  A  de  coordonnées  x-=.a, 
y  =  a  situé  sur  la  bissectrice  de  l'angle  xOy,  a  >  0.  Calculer  l'intégrale 


/ 


[x  log(xî  +  y2)  —  y]dv  +  [y  log(x2  +  y2)  +  x]dy 

le   long  du  contour  OB.V   formé  par  la  portion  d'axe  Ox  allant  de  0  en  un  point  B 
"d'abscisse  6,  puis  de  la  droite  BA  (log  signifie  logarithme  népérien). 
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Épreuve  pratique. 

I.  KludiiT  la  variation  de  la  fonction 

_  2a!»  —  4x2 

^~       X2  +  1 

et  construire  la  courlie  ([ui  représente  celte  variation. 

II.  Calculer  l'intégrale    /      ydx,  Xq  désignant  l'abscisse  qui  correspond  au  uiini- 

i/o 
muni  de  y. 

m.  Calculer  l'intégrale    /      ydx,  .r,  et  x^  désignant  les  abscisses  des  deu.x  points  M, 

et  Mj  de  la  courbe  G  pour  les([uels  la  tangente  est  i>arall('le  à  l'a.symptote  de  cette 
courbe. 


1910.  —  Octobre. 

Épreuve  théorique. 

1.  Calculer  l'intégrale  indéfinie 

dx 


/ 


(X—  1)  vx-  +  2a-  — 3 

II.  Former  l'intégrale  générale  de  l'équation  dilTérentielle 

S-2$^  +  2r  =  e'cosx, 
dx-         dx  '     ■'  ' 

qui  définit  y  comme  fonction  de  x.  Déterminer  l'intégrale  particulière  qui  s'annule, 
ainsi  que  sa  dérivée,  pour  x  =  0. 

III.  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  0:.  ou  construit,  dans  le  plan 
xOy,  le  carré  OABC  obtenu  en  prenant  sur  les  axes  Ox  et  Ov,  respectivement, 
0.\  =  OC  =  1  et  on  mène  la  diagonale  .\C. 

Calculer  le  volume  du  solide  limité  inférieurement  par  le  triangle  ABC,  latérale- 
ment par  la  surface  latérale  du  prisme  droit  ayant  ce  triangle  pour  base,  et  supé- 
rieurement par  la  surface  courbe  ayant  pour  équation 


*      ( 
Épreuve  pratique. 

Oo  donne  ta  fonction 


1  -\-  Xi)2  ^  V  X 


,,   ,       7x2  +  12x-f  4 

r  Étudier  la  variation  de  cette  fonction  et  construire  la  courbe  correspondante. 
2°  Décomposer  la  fooction  rationnelle  /(x)  en  ses  éléments  simples  et  calculer 

l'intégrale    /     f{x)dx,  Xq  désignant   la   valeur  de  la  variable  pour   laquelle  y  est 


maximum. 


3°  Calculer  à  0,01  près  l'intégrale    /     ydx,  Xi  désignant  la  plus  grande  valeur 
de    a  variable  pour  laquelle  y  est  nulle. 
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1911.  —  Juillet. 
Épreuve  théorique. 
Analysk.  —  1.  Intégrer  l'équation  diiïérentielle 

dx»  ^  dx      ^ 
Déterminer  l'intégrale  v  de  celle  énualion  qui  s'annule,  ainsi  que  sa  dérivée  pre- 
mière, pour  j==0.  Reconnaître  si  la  fonction  jf  ainsi  obtenue  passe  par  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  pour  x  ^  0. 

11.  On  considère  l'intégrale  curviligne 

>(!  —  a;2  +  y^)dx  +  x(i  -f  x'^  —  y2)rfv 


/' 


Démontrer  que  la  valeur  de  cette  intégrale,  supposée  étendue  à  un  arc  de 
courbe  AB,  ne  dépend  que  de  l'origine  A  et  de  l'extrémité  B  de  cet  arc  de  courbe, 
et  non  des  points  intermédiaires.  Calculer  l'intégrale  lorstiue,  le  point  A  étant 
l'origine  des  coordonnées,  le  point  B  a  des  coordonnée  données  x,,  yj. 

111.  Soient  Ox,  Oy  deux  axes  rectangulaires.  Un  point  quelconque  M  d'une  courbe 
C  se  projette  sur  Ox  en  H  et  la  tangente  en  ce  point  rencontre  Ox  en  T. 
i*"  Déterminer  toutes  les  courbes  C  telles  que  l'on  ait  : 

H0.HT  =  —  1. 
Construire  celle  de  ces  courbes  Cj  qui  passe  par  le  point 

x  =  0,        7  =  1 
et  calculera  0,01  près  les  coordonnées  de  ses  points  d'inllexion. 

2"  On  mène  par  0  la  parallèle  à  la  droite  symétrique  de  MT  par  rapport  à  Ox.  Cette 
parallèle  rencontre  MH  en  m.  Construire  la  courbe  C»  lieu  de  ce  point  m  quand  M 
décrit  Cl- 
.3°  Évaluer  l'aire  comprise  entre  C^  et  C^. 

Méc.wiqle.  —  On  considère  le  système  matériel  suivant  : 

Un  fil  inextensible,  flexible,  et  de  poids  négligeable,  tout  entier  situé  dans  un  plan 
vertical  fixe,  part  d'un  point  fixe  0,  descend  verticalement,  passe  sous  le  cercle 
de  gorge  d'une  poulie  mobile  (C)  de  poids  P,  remonte  verticalement,  passe  sur  le 
cercle  de  gorge  d'une  poulie  (C)  mobile  autour  de  son  axe  horizontal  et  supporte 
un  corps  solide  homogène  pesant  S,  de  poids  Q,  ayant  la  forme  d'un  cylindre  de 
révolution  dont    l'axe  est  dans  le  prolongement  du  111. 

A  l'origine  des  temps,  le  système,  étant  supposé  sans  vitesse,  est  abandonné  à 
lui-même. 

1"  Déterminer  le  mouvement  du  solide   S,  le  mouvemient  de  la  poulie  (C)  et  la 

tension  du  fil.  Montrer  que  cette  tension  ne  dépasse  jamais  o(P  +  Q)- 

2°  On  suppose  que  dans  le  mouvement  considéré  le  solide  S  descende  à  l'instant /oi 
on  coupe  le  brin  de  fil  qui  porte  ce  solide;  il  s'écoule  alors  un  nouvel  intervalle  de 
temps  précisément  égal  à  t^  avant  que  la  poulie  (C)  repasse  par  la  position  qu'elle 
occupait  au  début  du  mouvement.  Calculer  le  rapport  des  poids  P  et  Q. 

N.  B.  On  supposera  les  poulies  (C)  et  (C)  homogènes  et  leurs  cercles  de  gorge 
parfaitement  lisses. 


i 
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Épreuve  praluiue. 

1°  Construire  sur  une  feuille  de  papier  (luadrillé  pourx  variant  de  0  a  1,  la  courbe 

1 


2"  Se  servir  de  la  courbe  ainsi  construite  pour  résoudre  graphiquement  l'é(|ualion 
3"  Calculer  l'intégrale 


(C.T+l)l0gJ.  =  l. 


/ 

i/o; 


S   dx 

0,25     ^Og- 


au  moyen  de  la  formule  de  Simpson,  l'intervalle  d'intégration  étant  partagé  en 
10  parties  égales.  Comparer  le  résultat  obtenu  à  celui  que  fournirait  l'utilisation 
directe  du  quadrillage. 

N.  B.  On  prendra  pour  origine  un  des  quatre  sommets  de  la  partie  quadrillée  de 
la  feuille,  et  pour  axe  des  x  le  plus  petit  côté.  On  choisira  les  unités  d'abscisse  et 
d'ordonnée  de  manière  que  le  sommet  de  la  partie  quadrillée  de  la  feuille,  opposée 
à  l'origine,  ait  pour  coordonnées  a*  ^  1,  7  =  10.  On  calculera  directement  les  ordon- 
nées de  la  courbe  pour  des  abscisses  variant  de  centimètre  eu  centimètre  et  on 
inscrira  les  valeurs  de  ces  ordonnées  sur  la  feuille  de  papier  quadrillé. 

Il  n'est  pas  demandé  une  appro.ximation  plus  grande  que  celle  que  comporte 
l'usage  e.xclusif  de  la  règle  à  calcul. 

La  rédaction  contiendra  des  indications  sommaires  sur  les  procédés  de  calcul 
employés. 


1911.  -  Octobre. 

Épreuve  théorique. 

.\n.\lyse.  —  I.  Intégrer  le  système  d'équations  différentielles  simultanées 

dx  dy  ,    . 

d-t=^'      d7  =  -^+'- 

Déterminer  la  solution  de  ce  système  telle  que  pour  <  =  0,  x  et  y  prennent  la 
valeur  0. 

Si  l'on  regarde  les  fonctions  x  et  y  de  t  ainsi  déterminées  comme  les  coordonnées 
rectangulaires  d'un  point  dans  un  plan,  ce  point  engendre,  lorsque  (  varie,  une  cer- 
taine courbe  (Gj.  Construire  cette  courbe. 

Calculer  l'aire  engendrée  par  la  révolution  autour  de  Oy  de  l'arc  de  la  courbe  (C) 
obtenu  en  faisant  varier  <  de  0  à  2îr. 

II.  On  donne  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox  et  Ov.  On 
désigne  par  M  un  point  quelconque  d'une  courbe  (C)  du  plan,  par  P  sa  projection 
sur  Ox,  par  Q  le  point  d'intersection  de  Oy  avec  la  tangente  à  la  courbe  (C)  en  M. 

Former  l'équation  diiïérentielle  des  courbes  iC)  qui  jouissent  de  la  propriété  que 
l'aire  du  trapèze  OP.MQ  est  égale  à  une  aire  donnée  a-.  Intégrer  cette  équation  et 
construire  celle  des  courbes  (C)  qui  passe  parle  point  dont  les  coordonnées  sont 

X  =  n,         y  =  a. 

Mécanique.  I.  —  On  donne  dans  un  plan  (ixe  deux  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires fixes  Ox  et  Oy.  Un  point  matériel  M  de  masse  m  peut  se  mouvoir  librement 
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dans  te  plan;  il  se  trouve  rjue,  sous  raction  d'une  cerlaine  force  parnlh-le  ii  0/,  ce 
point  admet  comme  trajectoire  une  circonférence  (C)  de  centre  0  et  de  rayon  R.  On 
connaît  la  vitesse  Vq  dont  est  animé  le  mobile  au  moment  /  =  0  où  son  abscisse  est 
nulle. 

Calculer  en  fonction  du  temps  les  coordonnées  du  point  M;  calculer  en  fonction  de 
Tordonnée  du  point  M  la  vitesse  de  ce  point  et  la  force  qui  produit  son' mouvement. 

11.  On  considère  un  plan  incliné  rujrucux  faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle 
donné  a.  Le  coefficient  de  frottement  est/.  Un  point  matériel  pesant  de  poids  P  est 
placé  sur  ce  plan  incliné.  On  lui  applique  une  force  égale  à  son  poids  et  dirigée 
suivant  Thorizonlale  du  plan  incliné  ijui  passe  par  le  point.  On  demande  à  quelle 
condition  doit  satisfaire/,  l'angle  x  étant  supposé  donné,  pour  que  le  poiut  soit  en 
équilibre. 

Épreuve  pratique. 

On  considère  dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires 
Ox,  Oy  la  cliainette  dont  l'équation  est 

y  =  cil  X        ou        y  ^  2  (c-r  +  e-'). 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  chaînette,  P  sa  projection  sur  0.r;  A  le  sommet 
de  la  chaînette.  Déterminer  le  point  M  par  la  condition  (|ue  l'on  ait 
OA  +  PM  =  OP  +  arcAM. 

On  calculera  les  coordonnées  du  point  cherché  à  jttjt-t  près. 


1912.  —  Juillet. 
Épreuve  théorique. 
Analyse.  —  I.  Intégrer  le  système  d'équations  dilTérenlielIcs 

dx         n  dy  lie-, 

dr  =  2^-^'         ^^=^+4-V-5snW. 

Déterminer  une  solution  de  ce  système  par  la  condition  que  x  et  y  s'annulent 
pour  <  =  0  et  calculer  le  premier  terme  non  nul  dans  les  développements  en  séries 
entières  en  /  des  fonctions  x  et  y  ainsi  obtenues. 

II.  Une  courbe  plane  (Ci  est  rapportée  à  deux  axes  rectangulaires  Oj-,  Oy.  la  tan- 
gente en  un  point  quelconque  M  de  la  courbe  (C)  rencontre  au  point  T  Taxe  Oy. 

Déterminer  la  courbe  (C)  de  manière  (jue  l'angle  MFT  soit  droit,  F  étant  un  point 
fixe  situé  sur  Ox,  à  la  distance  a  du  point  0.  Discuter  la  nature  de  la  courbe  (C) 
obtenue,  suivant  la  valeur  donnée  à  la  constante  d'intégration. 

III.  Étant  donnés  trois  axes  de  coordonnées  Ox,  Oy,  0:  on  demande  de  calculer 
le  volume  du  solide  limité  par  le  cylindre 

y:=chx, 
par  la  surface 

et  par  les  plans 


;  =:  y  th  X, 
0,        x=l. 


On  rappelle  les  formules 


1  \  sh  X 

chx  =  ;^(eJ^  +  e-^),        shx  =  ~(e^-  —  e--^),        thx  r 
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MÉCANivtuK.  —  Un  point  matériel  pe:iant  M,  de  masse  m,  se  déplace  dans  un  milieu 
qui  lui  oppose  une  résistance  dirigée  en  sens  inverse  de  la  vitesse  de  M,  et  d'inten- 
sité R  :=  mg  ,.,  où  <j  désigne  l'accélération  due  ù  la  pesanteur,  v  la  valeur  algéhrique 

de  la  vitesse  de  M  et  k  un  coeflicienl  numérique.  Soit  x'Ox  un  axe  orienté,  la  direc- 
tion positive  Ojt  étant  celle  de  la  verticale  descendanle. 

1"  A  l'instant  initial  M  est  lancé  du  point  0  avec  une  vitesse  v^  =  —  a  (a>0) 
dirigée  suivant  la  verticale  asc^endante  Ox';  on  demande  l'abcisse  x  =  —  /i  (/i>0) 
du  point  le  plus  haut  0,  atteint  par  M,  ainsi  (jue  le  temps  employé  par  M  pour 
aller  de  0  en  0,. 

2°  On  prendra  désormais  Oi  comme  nouvelle  origine  des  abscisses  (la  direction 
positive  des  abscisses  étant  toujours  celle  de  la  verticale  descendante),  et  l'instant  ou 
M  est  en  0  comme  nouvelle  origine  des  temps.  Sous  l'action  de  la  pesanteur  et  de  la 
résistance  R,  le  point  M  va  descendre  suivant  la  verticale  U/Jx-.  Donner  les  expres- 
sions i)  =  ç(/),  x  =  'l/{l)  de  la  vitesse  et  de  l'abscisse  de  M  à  un  instant  quelconque  t. 

3°  On  admet  que  k  est  très  grand  de  telle  sorte  (ju'on  puisse  négliger  dans  les 

calculs  les  puissances  de  t  supérieures  à  2. 
Montrer  que  l'approximation  précédente  permet  d'écrire  : 

A  et  B  étant  deux  coeffleients  (ne  dépendant  que  de  g)  que  l'on  calculera. 

Application  :  9  =  980;  /c  =  9,8  X  H)^  ;  calculer,  à  l'instant  <=  1,  5(()  et  'lit)  avec 
l'approximation  permise  au  3°. 

Épreuve  pratique. 

Un  récipient  d'une  contenance  de  10  litres  a  la  forme  d'un  cylindre  de  révolution 
limité  par  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  (A)  du  cylindre  et  situés  à  une  distance 
de  30  centimètres  l'un  de  l'autre.  On  verse  2  litres  de  liquide  à  l'intérieur  du  réci- 
pient supposé  placé  de  telle  sorte  que  (A)  soit  horizontal. 

Soit  (C)  la  section  du  récipient  par  un  plan  (P)  perpendiculaire  à  (A),  0  l'inter- 
section de  (P)  avec  (A),  AB  l'intersection  de  (P)  avec  la  surface  libre  du  liquide  et  x  le 
supplément  de  l'angle  AOM. 

1"  Former  Inéquation  à  laquelle  satisfait  x. 

2"  Résoudre  cette  é(iuatioa  avec  la  précision  que  comportent  les  tables  de  loga- 
rithmes à  0  décimales. 

3"  Calculer  en  centimètres  (avec  la  même  précision),  la  distance  OD  de  l'axe  du 
récipient  à  la  surface  libre. 


1912.  —  Octobre. 

Épreuve  théorique. 

Analyse.  I.  —  Intégrer  l'équation  dillérentielle 

d-y  dy 

~z  —  2-;=^  4-  2y  =  e-^  cosmx, 

où  m  désigne  une  constante  donnée.  Calculer  l'intégrale  qui  pour  x  =  0  s'annule 
ainsi  que  sa  dérivée  première.  Calculer  à  l'origine  des  coordonnées  le  rayon  de  coiar- 
bure  de  la  courbe  qui  représente  la  variation  de  cette  intégrale. 


o52  QUESTIONS    PROPOSEES    AUX    EXAMENS    DE   LA    SORBONNE 

JI.  Étant  donnés  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy,  on 
considère  dans  ce  plan  une  courbe  (C).  Soit  M  un  point  quelconque  de  cette  courbe; 
soit  1  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  en  M;  soit  P  la  projection  du  point  1  sur  la 
parallèle  à  Ox  menée  par  M;  soit  Q  la  projection  du  point  P  sur  la  normale  Ml. 

Former  et  intégrer  l'équation  dilTérenlielle  des  courbes  (C)  telles  que  la  longueur 
QI  soit  égale  à  une  longueur  donnée  a.  lndi(juer  la  forme  des  courbes  (C). 

III.   Construire  la  courbe  représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par  Téquatioa 

Évaluer  à  .-tj^  près  l'aire  comprise  entre  cette  courbe  et  la  droite  x=\;  ainsi 
que  l'abscisse  du  centre  de  gravité  de  cette  aire. 

Mécanique.  —  Dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires Ox,  Oy  se  meut  un  point  matériel  M,  de  masse  égale  à  1,  de  coordonnées  x 
et  y.  II  est  soumis  à  une  force  F  dont  les  composantes  suivant  les  axes  de  coordon- 
nées sont  X  =  —  X,  Y  ^  —  iy. 

r  Chercher  s'il  existe  une  Tonction  de  Torce  U(x,  y);  dans  l'affirmative  déterminer 
U(x,  y)  et  construire  les  courbes  de  niveau  (S)  du  champ  (11)  créé  par  la  force  F. 

2°  Former  et  intégrer  les  équations  différentielles  du  mouvement  du  point  M. 

3°  M  étant  abandonné  sans  vitesse  initiale,  à  l'instant  /  =  0,  du  point  A  de  coor- 
données .T„  =  i,  Vq  =  1.  donner  les  expressions  x=f{t),  y  =  g{i)  des  coordonnées 
de  M  à  l'instant  t:  construire  la  trajectoire  (T)  correspondante  et  calculer  la  vitesse  v 
à  l'instant  t. 

4"  Montrer  qu'aux  points  de  (T)  où  la  vitesse  v  est  maximum  ou  minimum  (sans 
être  nulle),  la  trajectoire  T  est  tangente  à  la  courbe  de  niveau  (S)  passant  par  ces 
points. 


1913.  —  Juillet. 
Épreuve  théorique. 

Analyse.  —  I.  Vérifier  que  les  fonctions  x  et  ^  de  la  variable  indépendante  t, 
qui  sont  définies  par  les  équations 

(1)  x  =  acos'<,        y  =  fl{sin3<  —  3  sinO» 

où  a  désigne   une  longueur   constante  donnée,    satisfont  au  système  d'équations 
différentielles 

(2)  ^_3y:=,6asin<,         2^-f3x  =  0. 

II.  Montrer  qu'on  retrouve  les  fonctions  (1)  en  intégrant  le  système  (1)  avec  les 
conditions  initiales 

X  =  a,       y  =  0,       pour       (  =  0. 

III.  Construire  la  courbe  représentée  par  les  équations  (1),  x  et  y  désignant  des 
coordonnées  rectangulaires. 

IV.  Trouver  toutes  les  courbes  dont  le» rayon  de  courbure  MC  est  coupé  par 
l'arc  Oy  au  tiers  de  ce  rayon  de  courbure  à  partir  de  son  pied  M  (MC  =  3MP). — 
Comment  ces  courbes  se  déduisent-elles  de  la  courbe  (1)? 

MÉCANIQUE.  —  Un  point  matériel  M  non  pesant,  de  masse  m,  est  mobile  sans  frot- 
tement sur  un  plan   P  dans  lequel  on  a  fixé  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy.  Le 
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point  M  est  soumis  à  une  force  F  dont  les  composantes  sur  les  axes  Ox  el  Oy  sont 
respectivement  X  =  mv,  Y  ^  mx. 

1°  Existe-l-il  une  fonction  de  forces?  El  s'il  en  est  ainsi,  la  donner  ainsi  que  les 
courbée  de  niveau. 

2°  Former  et  intégrer  l'équation  différentielle  des  lignes  de  forces.  Montrer  que 
l'on  obtient  les  lignes  de  forces  en  faisant  tourner  les  courbes  de  niveau  d'un  certain 
angle  autour  de  0. 

3°  Écrire  les  équations  différentielles  du  mouvement  du  point  M  sous  l'action  de  F. 
Donner  l'intégrale  générale  de  ces  équations. 

4"  Les  conditions  initiales  étant 

montrer  que  la  trajectoire  est  rectiligne  et  que  le  mouvement  du  point  M  est  pério- 
dique. Quelle  est  la  période  de  ce  mouvement? 

Épreuve  pratique. 

Soit  /(x)  =  x3-f  3x2  — 105X  +  200. 

1*  Montrer  que  l'équation /(x)  :=0  a  trois  racines  réelles. 

2"  Calculer  les  valeurs  de/(x)  pour  les  valeurs  croissantes  de  x  à  partir  de  x  =  7, 
de  dixièmes  en  dixièmes,  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  résultat  positif. 

3"  Calculer,  à  un  millième  près,  la  racine  comprise  entre  7  et  8. 

Nota.  Les  candidats  auront  à  leur  disposition  des  feuilles  de  papier  quadrillé,  mais 
toute  méthode  de  calcul  de  la  racine  demandée  est  admise. 


1913.  —  Octobre. 

Épreuve  théorique. 

Analyse.  —  L  1°  Trouver  les  deux  fonctions  de  x  qui  satisfont  à  l'équation  diffé- 
rentielle 

y"  +  2y'  +  iy  =  le^  —  4x  —  6, 
et  aux  conditions  initiales 

j  =1 0,        /  =  ±  1 ,        pour        X  =  0. 
2°  Développer  en  série  entière  la  différence  de  ces  deux  fonctions. 

H.  Étant  donnés,  dans  un  plan,  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  on  considère 
les  courbes  (C)  de  ce  plan  qui  possèdent  la  propriété  suivante  :  M  étant  un  point 
quelconijue  de  la  courbe,  et  H  la  projection  de  0  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe, 
la  médiane  01  du  triangle  OMH  a  une  longueur  constante  a. 

1"  Former  re(]uation  différentielle  (E)  qui  lie  les  coordonnées  x,  y  d'un  point 
quelconque  d'une  courbe  (C). 

2°  Montrer  que  si  l'un  passe  en  coordonnées  polaires  ç,,  lo,  d'origine  0  et  d'axe 
polaire  Ox,  l'équation  différentielle  (E)  devient  l'équation  (E')  : 
3p*d(;jî  +  (p2  —  4a2)  (dp-^  +  p2dw^)  =  0. 

3"  Intégrer  cette  dernière  équation  différentielle,  en  se  servant  du  changement 
de  variable  p2  =  a-u. 

4°  Déduire  de  l'équation  (E),  indépendamment  de  toute  intégration,  que,  si  une 
courbe  (C)  ne  se  réduit  pas  à  un  cercle  de  centre  0,  son  rayon  de  courbure,  en  M, 
est  égal  à  3. OH. 
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5°  Montrer  que  l'équation  générale  des  courbes  (C)  peut  s'écrire  en  désignant 
par  p  une  constante  arbitraire 

4  2  î 

(— I    =sin   ((o  — p)  +  cos  (fo  — p). 

En  conclure  la  forme  des  courbes  C. 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  M,  de  masse  m=l,  non  pesant,  situé  dans  le 
plan  xOy,  est  soumis  à  l'action  d'une  force  F  dont  les  composantes  par  rapport  à 
deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  Oy  sont  respectivement 

X-  X 

I"  Trouver  l'oiiuatioii  des  li;::nes  de,forces  du  cliamp  créé  par  F  et  construire  ces 
lignes. 

2°  Existe-t-il  une  fonction  de  forces'?  S'il  en  est  ainsi,  la  délerinincr  et  construire 
les  lignes  de  niveau. 

3°  On  imagine  que  le  point  M  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans  un  tube  de  section 
inflniment  petite  dirigé  suivant  la  droite  y  =  a-+  1.  Le  mouvement  a  lieu  sans  frot- 
tement; à  l'origine  des  temps,  le  mobile  est  lancé  du  point  A,  d'abscisse  x^  [,  avec 
une  vitesse  dont  la  composante  initiale  est  x^^  —  (1  4-\2). 

Montrer  comment  le  théorème  des  forces  vives  permet  de  trouver  la  position  de  M 
à  tout  instant;  en  pariiculier,  indiquer  le  temps  employé  par  le  mobile  pour  aller 
de  A  jusqu'au  point  B,  intersection  du  tube  et  de  l'axe  des  y;  et  donner  le  travail 
effectué  de  A  en  B. 

Épreuve  pratique.  Calculer  à  0,0001  près  les  abscisses  des  points  de  contact  des 
tangentes  menées  par  l'origine  des  coordonnées,  à  la  courbe 

On  pourra  ramener  le  problème  à  la  résolution  de  l'équation 

L?^  — 2x  =  0. 
x  —  1 

Toutes  les  méthodes  d'approximation,  y  compris  les  méthodes  purement  gra- 
phiques, sont  admises. 


1914.  —  Juillet. 

Épreuve  théorique. 

Analyse.  —  I.  s  étant  un  angle  donné,  compris  entre  0  et  ti  et  différent  de  ^v 
trouver  l'intégrale  de  l'équation 

y"  —  2j'  cos  ^  -{-  y  ^2sinx  cos  s, 
qui  s'annule,  ainsi  que  sa  dérivée,  pour  x  =  0.  Que  devient  cette  intégrale  (juand  ?. 
tend  vers  0,  it,  ^  ? 

II.  Soient  Car,  Oy  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires;  A  le  point  de  coor- 
données i  =  cosôfl,  y  =  sinOo;  B  le  point  de  coordonnées 


=  co3Uo  +  '~j,       y  =  sin(^6o-|-|j- 
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On  pose 

P  =  x3  — axr^        Q  =  3x-')' —  yï,        u  =  ^-. 
1°  Calculer  l'inlt-gralr  lurvilif^iie 

1=    Cpdx  +  Qdy 

prise  le  long  du  contour  fermé  qui  limite  le  quart  de  cerclo  OAB. 
2°  Calculof  l'intégrale  double 

11=    r  C2xydxdy 

étendue  à  l'niro  du   mi">me  cjuart  de  cercle.  Expliquer  la  relation  qui  existe  entre 
les  valeurs  de  J  et  de  11. 

3"    Déterminer  la   fonction    ^(u)   de  façon   que  ç(- j.(Prfx  +  Q^?')  soit  une  diffé- 
rentielle totale  exacte. 
4°  Intégrer  celle  différentielle  totale  après  y  avoir  fait  le  changement  de  variables 

x=rcosO,        y=rsiuO. 
5"  Déterminer  les  courbes  intégrales  de  l'équation 

Pdx4-Qdy  =  0 
et  leurs  trajectoires  orthogonales. 

MÉcAMoïK.  —  1.  Un  point  matériel  pesant,  de  masse  égale  à  l'unité,  est  lancé 
d'un  point  0  dans  un  milieu  dont  la  résistance  est  à  chaque  instant  représentée 
par  un  vecteur  opposé  au  vecteur  vitesse  et  dont  l'intensité  est  égale  au  produit  de 
la  grandeur  île  la  vitesse  par  le  nombre  positif  k. 

1°  En  désignant  par  Vq  la  grandeur  de  la  vitesse  initiale  et  par  a  l'angle  que  fait 
sa  directio"n  avec  celle  de  la  verticale  ascendante,  trouver  les  équations  de  la  trajec- 
toire du  mobile. 

2"  On  lance  au  même  instant  du  point  0,  et  dans  la  môme  direction  faisant 
l'angle  a  avec  la  verticale  ascendante,  plusieurs  mobiles  de  même  masse  égale  à 
l'unité,  avec  des  vitesses  initiales  dont  les  grandeurs  sont  différentes.  Montrer  (jue, 
à  l'instant  t  tous  ces  mobiles  sont  situés  sur  une  droite  parallèle  à  la  direction  de 
la  vitesse  initiale. 

.3°  Appelons  M  la  position  à  l'instant  t  du  mobile  lancé  à  l'instant  zéro  avec  la 
vitesse  initiale  de  grandeur  iv,;  trouver  la  position  limite  du  point  M  lorsque,  t 
restant  fixe,  la  constante  k  tend  vers  zéro. 

11.  Un  trépied  est  formé  de  trois  tiges  rigides  égales  0.\,  OB,  OC  invariablement 
liées,  et  dont  on  négligera  le  poids,  les  extrémités  A,  B,  C  de  ces  tiges  reposant  sur 
un  plan  horizontal. 

1°  Ou  appli(iue  au  point  0  une  charge  verticale  dirigée  vers  le  sol  et  d'intensité  P; 
montrer  que,  pour  que  le  système  soit  en  équilibre  en  négligeant  le  frottement, 
il  faut  et  il  sufllt  que  les  trois  angles  A,  B,  C  du  triangle  plan  .\BG  soient  aigus. 
Démontrer  que  les  réactions  du  sol  sur  les  pieds  A,  B,  C  sont  proportionnelles  aux 
nombres  sin2A,  sin2B,  sin2C. 

2°  Désignons  par  o  l'angle  de  frottement  sur  le  sol  des  tiges  du  trépied.  Démon- 
trer que  si  ces  tiges  forment  avec  la  verticale  un  angle  inférieur  à  l'angle  s,  le 
système  est  en  équilibre  sous  l'action  d'une  force  quelconque  appliquée  au  poin^  0 
et  dirigée  vers  l'intérieur  du  trièdre  OABC. 
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Épreuve  pratique. 

Calculer,  à  O.i'Ol  près,  l'intégrale  déflnie 

1"  Par  la  mélhode  dea  trapèzes  ou  la  formule  de  Poncelet. 

2°  En  développant  en  série  entière  la  fonction    ^  ,   ..  et  intégrant  terme  à  terme. 


1914.       Octobre. 

Épreuve  théorique. 

Analyse.  —  1.  Trouver  riutégrale  de  l'équation  différentielle 
y"  -^  2v'  +  2^  +  2  003 X  —  4  sinx  —  2  =  0, 

qui  s'annule,  ainsi  que  sa  dérivée,  pourx::=0. 

Que  peut-on  dire  sur  la  variation  de  la  fonction  trouvée  et  sur  l'allure  de  la 
courbe  qui  représente  sa  variation  quand  x  devient  infini? 

II.  On  imagine  une  courlie  plane  (K),  rapportée  à  deux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires.  Soit  M  un  point  quelconque  de  celle  courbe,  G  le  centre  de  courbure 
correspondant,  T  le  point  où  la  langenle  on  M  coupe  Ox;  soit  enfin  1  le  point  où  la 
parallèle  à  Ov  menée  par  ï  rencontre  la  normale  MC. 

1°  Montrer  que  l'équation  différentielle  (E)  (liant  les  coordonnées  du  point  M),  qui 
exprime  que  I  est,  pour  tout  point  M  de  la  courbe  (K),  le  milieu  de  MC  est 

(E)  2yy"  =  y'H\ +/'-). 

2°  Intégrer  cette  équation. 

3°  Montrer  que  les  courbes  intégrales  peuvent  se  représenter  paramétriquement 
par  les  équations 

X  =  6  +  0  sin  t  cos  t  —  at,        y  =  a  cos^  t, 
i  étant  un  paramètre,  a  et  6  étant  des  constantes.  . 

4°  Déduire  de  là  que  ces  courbes  sont  des  cycloïdes;  et  indiquer  comment  la 
propriété  que  I  est  le  milieu  de  MC  résulte  en  effet  des  propriétés  classiques  de  la 
cycloide. 

Mécanique.  —  I.  Une  tige  rectiligne  rigide  et  bomogène  dont  la  longueur  est  2a 
et  le  poids  égal  à  2aK  repose  par  une  extrémité  A  sur  un  plan  parfaitement  poli. 
L'autre  extrémité  B  de  la  tige  est  reliée  à  un  point  0  fixe,  silué  au-dessus  du  plan 
horizontal  et  à  la  distance  4a  de  ce  plan,  par  un  fil  élastique  OB.  La  longueur 
naturelle  du  fil  supposé  rectiligne  et  non  tendu  est  égale  à  2a,  et  la  tension  T  de  ce 
fil  supposé  tendu  et  de  longueur  x  est  égale  au  produit  de  l'allongement  x  —  2a  par 
le  coefficient  K 

T  =  K(x  — 2a). 

Montrer  que,  si  la  tige  est  en  équilibre,  le  fil  OB  est  vertical  el  trouver  quel  est 
dans  ce  cas,  l'angle  que  fait  la  tige  avec  le  plan  horizontal. 

IL  On  considère  un  champ  de  forces  plan  :  les  projections  X,  Y,  sur  deux  axes 
rectangulaires  de  ce  plan,  de  la  force  (lui  agit  sur  un  point  matériel  V  de  masse 
égale  à  l'unité  et  de  coordonnées  x  et  y  sont  : 

X  =  a,        Y  =  —  y, 

a  élant  une  constante  positive. 
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1°  Figurer  les  lignes  de  oiveau  et  les  lignes  de  forces  du  champ. 

2°  Intégrer  les  équations  du  mouvement  du  point- P,  en  supposant  que,  à  l'instsiit 
zéro,  ce  point  parle  de  l'origine  avec  une  vitesse  représenlée  par  un  vecteur  de 
longueur  a  cl  parallèle  à  l'axe  des  y. 

3°  On  suppose  que  lo  point  I*  subisse  en  outre  de  la  part  du  milieu  une  résistance 
représentée  à  cha(|ue  instant  par  un  vecteur  dirigé  en  sens  contraire  du  vecteur 
vitesse,  et  égnl  au  produit  de  ce  vecteur  vitesse  par  une  constante  positive  repré- 
sentée par  2  sina. 

Intégrer  les  éciualions  du  mouvement  avec  les  mêmes  conditions  initiales,  et 
trouver  ce  que  deviennent  les  formules  obtenues  lorsque  x  tend  vers  zéro. 

Épreuve  pratique. 

Sur  un  demi-cercle  ABA',  de  centre  U,  trouver  un  point  M  tel  que  l'on  ait,  en 
valeur  absolue, 

arcAM  =  AP-f-PM, 

P  étant  la  projection  orthogonale  de  M  sur  AA'. 

On  calculera,  à  cet  effet,  l'angle  au  centre  AOM.  en  degrés,  minutes,  secondes, 
avec  l'approximation  que  permettront  les  tables  employées. 

N.  B,  Toutes  les  méthodes  d'approximation  sont  admises;  du  papier  quadrillé  au 
millimètre  sera  mis  à  la  disposition  de  ceux  des  candidats  qui  voudraient  utiliser 
des  méthodes  graphiques. 


1920    -  Juillet. 
Épreuve  théorique. 
Analyse.  —  1.  Intégrer  l'équation  diiïérentielle 

II.  i'  Démontrer  que  l'abscisse  X  du  centre  de  courbure  de  la  courbe  y=:f{.r), 
relatif  au  point  d'abscisse  x  de  cette  courbe,  est  donnée  par  la  formule 

X  =  x-y'  '-■t^ ,  .     où        y'=f'  (x) ,        y"  =  /"  ,x). 

2°  Trouver  toutes  les  courbes  pour  lesquelles  les  abscisses  x  et  X  d'un  point  (juel- 
conque  de  la  courbe,  et  du  centre  de  courbure  correspondant,  satisfont  à  la  relation 
x^  =  a-X,  où  a  est  une  longueur  donnée. 

III.  On  donne  dans  un  plan  deu.x  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  et  le  cercle  (C)  de 
centre  0  et  de  rayon  a.  On  désignera  par  A  le  point  où  ce  cercle  coupe  le  demi- 
a.xe  Ox.  Soit  M  un  point  quelconque  du  cercle  (C),  P  le  symétriijue  de  A  par  rapport 
à  la  droite  0.^  et  R  le  quatrième  sommet  du  parallélogramme  construit  sur  CM 
et  OP.  Lorsque  .M  décrit  le  cercle  (C),  R  décrit  une  certaine  courbe  (v). 

1°  Quelles  sont  les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  de  R  en  fonction  de 
l'angle  polaire  6  du  point  .M?  Déduire  de  ces  formules  la  forme  de  la  courbe  (■;). 

2°  Calculer  Taire  totale  de  la  surface  de  révolution  que  cette  courbe  engendrerait 
en  tournant  autour  de  l'a.xe  des  x. 
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Mbcaxiqlk.  —  la  point  matériel  pesant  M  est  abandonné  sans  vitesse  initiale  en 
un  point  O  d'ua  ptau  incliné  ruj;ueux.  Le  coefllcient  de  frottement  est  variable  et  sa 
valeur,  en  cbacjue  point  du  plan,  est  égale  au  (luotienl  par  la  constante  K  de  la 
distance  de  ce  point  à  une  horizoutale  fixe  (11)  du  |)lan. 

1°  Dans  quelle  repion  {R)  du  plan  doit  être  placé  le  point  0  pour  que  le  poiiii  M 
se  mette  en  mouvement. 

2"  Trouver  le  niouvenienl  du  point  M  lorsque  sa  position  iiiitiale  O  est  sur  la 
droite  (H). 

3'  Étudier  le  mouvement  du  point  M  lors(|ue  sa  posilion  initiale  est  située  dans 
la  région  (W)  au-dessous  de  H. 

Épreuve  pratique. 

Étant  donné  un  cercle  0,  on  demande  de  mener  deux  tangentes  TA,  TI3  de 
manière  que  l'aire  du  triangle  curviligne  TAB,  soit  équivalente  à  celle  du  cercle. 

On  prendra  comme  inconnue  l'angle  TOA  =  j-,  exprimé  en  degrés,  minutes  et 
secondes,  et  l'on  calculera  cet  angle  avec  l'approximation  que  comportent  les  tables 
de  logarithmes. 


1920.  —  Octobre. 

Épreuve  théorique. 

Analyse.  —  I.  1°  Intégrer  le  système 

dx  dy  ■         .        ^ 

-r-  =  xcosa — ysina,         -n  =  x  sin  «  4- y  cosa, 
dt  dt  ' 

où  a  est  une  constante  donnée. 

2"  Eiïectuer  dans  ce  système  le  changement  de  variable  x^  pcosO,  y  =  p  sin6  et 
intégier  le  système  obtenu.  Déduire  de  là  l'intégrale  du  système  proposé  et  comparer 
le  résultat  à  celui  de  l'intégration  directe  précédemment  ellectuée. 

.3°  Une  solution  a;  =:/(«),  y  =  g{t)  du  système  donné  peut  être  interprétée  comme 
définissant  le  mouvement  d'un  point  dans  un  plan.  Quelle  est  la  nature  des  tra- 
jectoires? Comment  les  diverses  solutions  peuvent-elles  se  déduire  géométriquement 
de  l'une  quelconque  d'entre  elles? 

II.  Étant  donnée  une  courbe  y=f{x),  soit  M  un  point  quelconque  de  cette 
courbe,  P  sa  projection  sur  Ox  et  K  la  projection  de  l'origine  0  sur  la  normale  en  M 
à  la  courbe. 

1"  Quelle  est  l'équation  diflérentielle  qui  exprime  que  KP  est  constamment  paral- 
lèle à  OM  lorsque  M  décrit  la  courbe? 
2°  Intégrer  celte  éfjuation  et  interpréter  le  résultat. 

III.  On  considère  le  segment  du  plan  d'une  parabole,  do  paramètre  p,  qui  est 
compris  entre  la  parabole  et  la  corde  perpendiculaire  à  l'axe,  (jui  passe  par  le  foyer 
de  la  parabole.  En  tournant  autour  de  l'axe  de  la  parabole,  le  segment  engendre 
un  solide  ayant  la  forme  d'une  lentille  plan-convexe.  Calculer  le  volume  de  la  partie 
de  cette  lentille  qui  est  intérieure  au  prisme  droit,  illimité,  ayant  pour  base  un 
carré  inscrit  dans  la  face  plane,  circulaire,  de  la  lentille. 
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MÉc.vNKjrK.  —  Trois  points  matériels  pesants  0,  A,  H,  de  même  masse  m,  sont 
réunis  par  deux  (ils  élastiques  idenliijues  OA  et  OU.  La  longueur  naturelle  de 
cluKiue  III  est  /  et  l'on  admet  que,  lorsque  ce  lil  est  ti-ndu  et  a  la  longueur  x,  la 
tension  est  égale  i\  K(x  —  /),  K  désignant  un  c(Kîfllcient  numérique  constant. 

On  place  ces  points  en  ligue  droite,  0  situé  entre  A  et  H,  sur  une  table  rugueuse 
horizontale,  après  avoir  tendu  chaque  III,  OA  et  OU  ayant  la  même  longueur,  et 
on  les  abandonne  sans  vitesse  initiale. 

l"  Quelle  doit  être  la  valeur  /  du  coefflcient  de  frottement,  supposé  le  même 
pour  les  trois  points,  pour  tjue  le  système  reste  en  équilibre  tant  que  la  longueur  AU 
ne  dépasse  pas  3{. 

2"  Le  coenicienl  de  frottement  ayant  celte  valeur  /,  on  place  les  points  comme 
précédemment,  en  donnant  à  AH  la  longueur  M.  Kludicr  le  mouvement  du  système. 

Épreuve  pralitjue. 

La  longueur  x  du  côté  du  polygone  régulier  convexe  de  sept  côtés  inscrit  dans 
une  circonférence  de  rayon  égal  à  l'unité  est  racine  de  l'équation 

xt'  —  lx'*-{-  14x2  —  7  =0. 

Calculer  cette  longueur  x  avec  l'approximation  que  comportent  les  tables  de  loga- 
rithmes. 


1921.  —  Juillet. 

Épreuve  théoruiiie. 

Analvsk.  —  I.  On  considère  les  points  A,  B,  C,  ([ui,  rapportés  à  deux  axes  rectan- 
gulaires Ox,  Oy,  ont  pour  coordonnées  : 

A(-2,  0);        B(l,  -v3);        C(l,  +v5); 

1'  Équations  des  trois  côtés  du  triangle  ABC; 

2"    Calculer    l'intégrale    double      1=    /    1  (x- -{- y-)dxdy      étendue    à    l'aire    du 

triangle  ABC; 

3°  Calculer  l'intégrale  curviligne  J  =   /  ^■^dy  —  y^dx,  prise  le  long  du  contour  A BCA 

t, 

du  triangle  ABC; 

4°  La  relation  J  =  31  s'explique-t-elle  par  une  transformation  classique  d'intégrales 
curvilignes  en  intégrales  doubles'? 

IL    On   considère   les   quatre   points   Aj,  A^,  X^,  A^,  (jui,    rapportés   à  deux  axes 
rectangulaires  Ox,  Oy,  ont  pour  coordonnées  : 

A,(l,  0);         .\j(0,  1);         K^{- \,  0);         A.  (0,  -  1). 

En  ces  points  sont  placées  respectivement  des  masses posi/Jues  variables  m,,  m^,  m^,  m^. 
1°  Calculer  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  de  ces  quatre  masses. 
2°  .V  quelle  relation  doit-on  assujettir  ces  masses  variables  pour  que  G  décrive  un 
segment  de  droite  passant  par  0'? 
Quelles  sont  les  positions  e.xtrèmes  de  G  sur  ce  segment'? 
A  quelle  condition  G  décrit-il  une  diagonale  .\1.\3,  ou  Aj.V;,  du  carré  Ap  A,,  Aj.  A;'? 
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3"  On  pD3e 

m,  ^  a  cos-7, .         "u  =  (1  —  a)  cos- .-,  -  j 

"     >  0<a<l. 
u  .       l'     i 

m3  =  asia-.j,        fni  =  (l  —  a)sin-.).  \ 

Que  représentent,  respectivement,  le  point  </,  de  Ox  dont  l'abscisse  est  cosu,  et  le 

point  g^  de  Oy  dont  l'ordonnée  est  cosu'? 

Lieu  géométrique  de  G  lorsque,  u  et  u  restant  llxes,  a  varie  de  0  à  1  ? 

Lieu  géométrique  de  G  lorsque,  a  restant  llxe  entre  0  et  I,  u  et  u  varient  de  fagon 

„  1 

que  u-{-v=:.-y1  Cas  pa»iculier   «  =  5- 

MÉc.vMQiE.  —  Dans  un  champ  de  forces  plan  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires 
Ox,  Ov,  la  force  qui  s'exerce  sur  un  point  M  de  niasse  1,  de  coordonnées  (x,  y)  a  pour 
projections  sur  les  axes  de  coordonnées. 

-       X  =  2xy,        Y  =  x2. 

1°  Montrer  que  la  force  dérive  d'une  fonction  de  forces.  Déterminer  et  construire 
les  lignes  de  niveau  et  les  lijincs  de  forces. 

2°  On  suppose  que  le  point  .M  peut  glisser  sans  frottement  sur  un  cercle  de 
centre  0  et  de  rayon  1  qu'il  ne  peut  quitter.  Déterminer  les  positions  d'équilibre  qui 
sont  situées  sur  le  demi-cercle  supérieur  ABA'.  L'équilibre  est-il  stable  ou  instable? 

3°  A  l'instant  <  =  0,  on  place  le  point  M,  dont  la  masse  est  i,  sans  vitesse  initiale, 
au  point  A  de  coordonnées  x  =  l,  y  =  Û.  Le  point  M  glissant  sans  frottement  sur 
le  cercle  on  demande  d'exprimer  la  force  vive  de  ce  point  en  fonction  de  l'angle  6 
que  le  rayon  OM  fait  avec  le  rayon  initial  Ok.  Trouver  en  fonction  de  6  le  temps 
employé  à  parcourir  l'arc  AM.  Étudier  le  mouvement. 

4°  Calculer  en  fonction  de  0  la  réaction  du  cercle  sur  le  point 41  et  étudier  les 
variations  de  cette  réaction  pendant  le  mouvement. 

N.  B.  Il  est  bien  entendu  que  dans  tout  le  problème  on  ne  tiendra  pas  compte  du 
poids  du  point  M. 

Épreuve  pratique. 

1°  Un  arc  de  cercle  et  sa  corde  ont  pour  longueurs  respectives  a  et  6.  Montrer  que 
le  demi-angle  au  centre  correspondant,  exprimé  en  radians  est  racine  de  l'équation 

bb  ^  a  sinO. 
2°  En  supposant 

a  =  14,819  m.,        b—  11,468  m., 

calculer  le  demi-angle  au  centre  en  degrés  et  minutes  à  une  minute  près. 

3°  Les  valeurs  données  dans  2''  pour  a  et  6  étant  supposées  approchées  à  moins 
d'une  demi-unité  de  l'ordre  de  leurs  derniers  chiffres,  on  demande  si  l'approximation 
demandée  pour  le  demi-angle  au  centre  peut  être  atteinte"? 
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—  (if  Arc  tgx  129,1. 

—  des  fonctions  de  variable  complexe  485/1. 

—  des  fondions  hyperboliiiues  139/1. 

—  des  fonctions  hYperboli<iufS  inverses 
141/1. 

—  des  fondions    trjgonométriques    121/1. 

—  de  log„x  112/1. 

—  de  \x  12I/I. 

—  dex'"  120  I. 

—  de  u'  254, 1. 

—  d'un  déterminant  ^lljM. 

—  d'une  intégrale  définie  119/11,  238,11, 
243/111. 

—  d'une  série  487, 1. 

—  d'un  vecteur,  v.  Dérivée  géométrique. 

—  dans  une  direction  203/11,  36'J/II. 

—  géométrique  i'-Hjl. 

—  géométrique  d  un  ivc/eur  431  I:  compo- 
santes 4.33/1. 

Dérivées  géométriques  successives  434, 1. 
Dérivée  logarithmique  123/1. 
Dérivées  partielles  251 /I;  calcul  268/1. 

—  successives  150  I. 

—  successives  de  cosx  151 /I. 

—  successives  de  logx  151/1. 

—  successives  de  sinx  151/1. 

—  successives  d'une  fonction  dd  plusieurs 
variables  254/1,  256/1. 

—  successives  d'un  polynôme  151 /I. 

—  successives  d'un  produit  172/1. 

—  suivant  une  direction  203  II,  359/11. 
Descartes,  folium  378/1,  382/1. 

—  ovales  306/11. 

Déterminants  définition  .^01  'H;  propriétés 
503  II,  527  II:  dérivée  513  11  ;  développe, 
ment  ."iOS   II;  multiplication  511    II. 

DÉTERMiNANTca;ac<erisi((/ut'o20  II, 323  II. 

—  d'un  système  d'équations  525/11. 

—  /"onc/io/me/  542  II. 

—  "mineur  511/11,  522/11. 

—  mineur  du  second  rang  525/11. 

—  nul  32711. 

Détermination    principale    127/1,    130/1, 

132  I. 
Développante  374/1. 

—  de  cercle  377/1,  444/1. 
DÉVELOPPÉE  367/1,  374/1. 

—  de  la  cycloïde  376/1. 
Développées  des  courbes  du  second  degré 

368/1,  370/1. 
Développement  en  série  de  a^  181/1. 


Développement  en  série  de  .Kvc  sinx 
191/1. 

—  de  Arc  lg:.r  190  1. 

—  de  Arjrsli.r  191/1. 

—  de  Arglh.r  190/1. 

—  de  c'  181/1. 

—  de  loj?(l  -far)  189/1. 

—  des  fonctions   trigonomélriques    182/1. 
Dertrorsum  443  1.  < 
DiA(iONALE  principale  503  II. 
Diamètre  conjugué  341    I. 

—  correspondant  à   une  direction  448 'Il 
Différence  242  1. 

—  géométrique  432/1. 

—  partielle  255/1. 
Différences  successives  243/1. 

DiFFÉRENTiATioN  SOUS  Ic  signe    I    239/11, 

243  II. 
Différentielle  2oS  I  ;  <(i6/infi  239/1;  ca/cu/ 
258  1.  268' I;  inlerfjré talion  2.39/1. 

—  de  l'arc  2981,  431/1. 

—  de  l'arc  en  coordonnées  polaires  dans 
le  plan  3I2/I,  .30411. 

—  de  l'arc  en  coordonnées  polaires  dans 
l'espace  311/11. 

—  de  l'arc  en  coordonnées  semi-polaires 
310  11. 

Différentielles  binômes  25/11. 

—  d'ordre  supérieur  269 'I,  270/1. 

—  part'ielle  203  1. 

—  totale  264  I,  270  I.  210  H  ;  intégration 
214/11. 

—  totale  d'une  fonction  composée  267/1. 

—  totale  exacte  134/11;  condition  210/11; 
intégration  214  II. 

—  transcendantes  29/11. 
Dimensions,  v.  Formlles  de  dimens'ions. 
Direction  asymplolique  168/ 1,  227/1. 

—  positive  d'une  droite  287/1. 
Directrice  326  I,  330/1. 

DlSCONTINllTÉ   34/1. 

Disposition  directe  294/1. 
Distance  de  deux  points  291  il. 

—  d'un  point  à  une  droite  321 /I,  412/1. 

—  d'un  point  à  un  plan  411/1. 

—  focale  327/1. 

DlSTRIIJlTlVITÉ   469/1. 

Divergence  (d'une  série)  72/1. 

—  d'un  vecteur  202/11. 

—  V.    SÉRIES. 

Droite,  équations,  représentation  208/1, 
313  1,  407/1;  interprétation  des  coeffi- 
cients de  l'équation  317/1;  v.  Coeffi- 
cients. 

—  équation  normale  321/1. 
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Droitk  é<iuation  paramélrinue  324/1. 

—  équation  ftoliiire  H\l\. 
DiKiiTK  diri,jéc  2S7/I,  397. 

—  parallèlr  315  I. 

—  parallèh-  à  un  plan  406/1;  condition 
pour  ï|ue  trois  dioite$  soient  parallèles 
à  un  même  plan  ~)'MI II. 

—  passant  par  un  point  donné  20QII,  318  jl. 

—  passant  par  deux  points  lOô/I,  3!9I\, 
Ô30III,  ///O/I,  532/11,  «3/1. 

—  perpendiculaire  à  une  droite  donnée 
320/1. 

—  perpendiculaire  à  un  plan  110/ 1. 
D  Y.NA.MIyLE  347/11. 

Dyxk  .352/11. 

e  Ul/l. 

e^  développement  en  série  181 /[,  487/1. 

ÉciiKLLK  logarithmique  68/1. 
ÉLÉMKNT    d'aire    180/11,     180/11,    180/11, 
108/11. 

—  d'arc,  V.  Diffêre.vtiki.lk  de  Varc. 

—  de  surface,  v.  Élé.ment  d'aire. 

—  de  volume  101/11. 

—  intégral  42/11,  03/11. 

—  linéaire  42/11,  93/11. 
Élimination  515/11. 

—  des  constantes  38/11. 

Kllipse  326/1,  333/1;  représentation  para- 
métrique 337/1  ;  équation  rapportée  à  deux 
diamètres  conjugués  342  1  ;  construction 
de  la  tangente  ;J06/I1;  —  projection  d'un 
cercle  339/1.  , 

—  développée  368/1. 

—  V.  aussi  CoLRBEs  du  second  degré. 
Ellipse  aplatie  320/1. 

—  d'inertie  230/11. 
Ellipsoïde  419/1. 

—  allongé  417/1. 

—  aplati  417/1. 

—  central  d'inertie  230/11,  479/11. 

—  d'inertie  228/11,  470/11. 

—  de  révolution  417/1,  173/11. 
Énergie  cinétique  372/11,  475/11. 

—  interne  220/11. 

—  potentielle  372/11,  475/11. 

—  <o<a/e  373  II,  475 '11. 
Entropie  220/11. 
Enveloppe  358  I. 
Enveloppée  358/1. 
EpiovcloÏde  348/1. 

Equations  algébriques  470/1;  discussion  et 
résolution  2.30  1. 

—  algébriques  v.  Calcul  des  racines. 

—  algébriques  du  premier  degré  515/11. 

—  algébriques  du  premier  degré  homogènes 
526,11. 


KyiATioNs  algébriques  du  premier  degré, 
systèmes  517/11,  520/11. 

—  algébriques  du  troisième  degré  231 /I. 

—  aux  dérivées  partielles  249/11. 

—  aux  dérivées  partielles  de  LapUice 
204/11.  241    11. 

—  aux  dérivées  partielles  des  cordes 
vibrantes  255/11;  représentation  trigono- 
métrique  de  la  solution  260/11. 

—  aux  dérivées  [lartielles  linéaires  du  pr  - 
mier  ordre  2.')2/ll.  253/11. 

—  'lUX  dérivées  partielles  «  =  0  250/11. 

—  caractéristique  78/11;  220/11. 

—  (/e  AV/./er:i07/ll. 

—  différentielles  'S^)i\\\  formation  38/11; 
interprétation  géométrique  41/11. 

—  différentielles  de  Bernoulli  67/11. 

—  différentielles  de  Clairaut  68/11. 

—  différentielles  du  second  ordre  G'j M. 

—  différentielles  du  second  ordre  linéaires 
74/11. 

—  différentielles  du  second  ordre  linéaires 
à  coefjicients constants  11  ' l\,  85/11,88/11. 

—  différentielles  homogènes  56/11. 

—  différentielles  linéaires  du  premier  ordre 
ol/ll. 

—  différentielles  linéaires  du  second  ordre, 
v.  plus  haut. 

—  différentielles,  systèmes  01  11,  94  11, 
99/11. 

—  du  mouvement  299/11,  353/11. 

—  du  mouvement  :  intrinsèques  355/11. 

—  homogènes,  v.  —  algébriques  homogènes. 

—  implicites  340/1. 

.  —     intrinsèques  du  mouvement  355/11. 

—  normale  de  la  droite  .321/1. 

—  paramétriques  d'une  courbe  140/1;  con- 
struction de  la  courbe  370/1. 

—  paramétriques  d'une  surface  533/11. 

—  polaire  de  la  droite  321/1. 

—  transcendantes  :  discussion  et  résolution 
230'1. 

ÉQLiLiiiRE  :  conditions  nécessaires  420  11; 
avec  frottement  402/11. 

—  d'un  solide  libre  427/11;  conditions  ana- 
lytiques 428/11. 

—  d'un  solide  ayant  un  axe  fixe  455/11. 

—  d'un  solide  ayant  un  axe  fixe  avec  glisse- 
ment 458/11. 

—  d'un  solide  ayant  un  point  fixe  454/11. 

—  d'un  solide  reposant  sur  un  plan  fixe 
450/11. 

—  d'un  système  de  trois  forces  429/1. 
ÉoiiLiBRE  absolu  419/11. 

—  relatif  ilfJjU. 

Équivalence,  principe  de  l' —  220/11. 
Eri;  363/11. 
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Erhkirs  dans  les  calculs  logarithmi(iues 
283  1. 

—  dans  les  opérations  usuelles  282/1. 

—  dans  les  séries  Tti  l. 

—  résultant  des  données  281/1. 

—  V.  Coi  RUE  en  cloche:  Moinores  carrés; 
Probabilité. 

Erreir  absolue  280  1. 

—  accidentelle  2Gtj  11. 

—  relative  2S{)1. 

—  SYSiématiqiic  266  11. 
État  d'un  corps  218  11. 

—  de  régime  475/11. 
Excentricité  331  1. 
Exponentielle,  v.  c^:  Ecler:  Fonction 

exponentielle. 
Exposant  nul  52  I. 
.  EiLER.  angles  d' —  400  1. 

—  formule  pour  les  coefficients  de  la 
série  de  Fourier  143  11. 

—  formule  pour  la  courbure  462/1. 

—  identité  pour  les  fonctions  homogènes 
278/1. 

—  relation  entre  les  fonctions  trigono- 
métriques  et  exponentielles  489/1. 

Factecr  d'amortissement  82/11,  387/11. 

—  intégrant  216/11. 
Famille  de  courbes  38/11. 
Fausse  position  (règle)  236/1. 
Fenêtre  de  Viviani  189/11. 
Fllx  200/11. 

—  élénientaire  201111. 

—  spécifique  202  II. 

FoLir.M  de  Descartes  378/1,  382/1. 

Fonction  1  I  ;  —  au  voisinage  d'une  valeur 
de  la  variable  214/1;  représentation  par 
des  séries  1 73  I  :  signe  d'une  —  33/ 1  ;  saut 
d'une  —  36/1,  130/11. 

—  V.  Intégrales  dé/inies. 
Fonctions  analytiques  486/1. 

—  bornées  12/1. 

—  circulaires  ou  trigonomélriques,  v.  — 
trigonométriques. 

—  composées  252  I  :  dérivées  253/1,  263/1  ; 
di/Jérenlielles  267  1. 

—  croissantes  55  1. 

—  décroissantes  5ôl. 

—  de  fonctions  115/1.  116/1,  204/1;  diffé- 
rentielle 261   I. 

—  de  forces  61  /H,  100/11,  564/11. 

—  de  point  192/11. 

—  explicites  2/1. 

-  exponentielle  59/1;  croissance  170/1; 
dérivée  120/1;  développement  en  série 
181/1;  relation  avec  les  fonctions  trigono- 
mélriques 489/1. 


Fonctions  géométriques  431/1. 

—  harmoniques  204(11. 

—  homogènes  276/1. 

—  hyperboliques  133/1,  135/1,  162/11, 
491/1. 

—  hyperboliques  :  formules  d'addition 
13C  l;  dérivées  139/1;  correspondiince 
avec  les  fonctions  circulaires  143/1;  rela- 
tion avec  les  fonctions  circulaires  492/1; 
variation  137/1.  v.  aussi  cli.r,  si».r,  Ihj". 

—  hyperboliques  inverses  140/1;  v.  aussi 
Argument;  Formiles  d'addition. 

—  impaires  27/1,  ISTjL 

—  implicites  7/1;  447/1. 

—  inverses  !)/l,  10/1,   118/ 1,  262/1. 

—  linéaire  208/1.  516/11. 

—  logarithmique  61/1;  croissance  170/1. 

—  non  uniformes  7,1. 

—  paires  26/1,  187/1. 

—  périodiques  126/1;  490/1;  139/11. 

—  potentielle  62/11. 

—  primitives  177/1,  1/ H. 

—  trigonomélriques  491/1,  492/1;  dérivées 
121/1;  correspondance  avec  les  fonctions 
Iiyperboliques  143/1;  relation  avec  les 
fonctions  hyperboliques  492/1;  relation 
avec  les  fonctions  exponentielles  489/1. 

—  trigonomélriques  inverses  127/ 1  ;  v.  For- 
mules d'addition. 

, —    uniformes  7/1. 
Force  348/11. 

—  v.  SYSTÈ.ME  de  forces. 

Force  centrale  ou  à  accélération  centrale 
374  II. 

—  centrale  attractive  proportionnelle  ù  la 
distance  381/11. 

—  centrale  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  la  distance  392/11. 

—  de  liaison  453/11. 

—  extérieure  420  11. 

—  instantanée  480/11. 

—  intérieure  420/11. 

—  vive  370/11;  expression  dans  le  mouve- 
ment de  rotation  476/11;  théorème  de  la 

—  71   11.  377/11,  474/11;  intégrale  de  la 

—  100  II.  374/11;  constante  des  —  vives 
71/11. 

0         00 

Formes  dHndélermlnation  ^<  — ,  v.  Règle 

U      ao 

de  l'Hôpital. 

—  d'indétermination   «> —  ^  l'J6/I. 

—  d'indétermination  u^  213/1. 
Formes  linéaires  516/11. 

Formules  d'addition  :  fonctions  hyperboli- 
ques; 136/1;  fonctions  hyperboliques 
inverses  142/1;  fondions  trigonomélri- 
ques 142/1. 
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FoK.MULH  de  dimensions  l.'79/l,  496  11. 

—  de  récurrence  S/Il. 

—  des    accruissenienti    finis    170/1,272/1. 
FouHiKK,  séries  de  —  I;(!(/1I. 

—  V.  Hkulk  (/(•  Fourier. 
KoYKKs  326/1. 

FuAcrioNNKMKNT  de  Cinterealle  (dans  une 
iuti'Rralf  dclliiie)  109/11. 

—  d'un  système  ,ie  points  matériels  421/11. 
FnKNKT,  formules  de  —  440/1. 
FuKyiKNCK  321   11. 

FiiKsNKL.  intétirules  de  —  132/11,  240/11. 
Khdndk  408/11. 
FmniEMK.M  au  repos  400/11. 

—  pendant  le  mouvement  402/11. 

G.\I.V.V.NOMKTHE   83/11. 

(J.virss,  loi  de  —  274/11. 
Gaz  parfaits  220/11. 

GÉ.NÉRAïKir.KS    414    I. 

—  rectiliynes  d^  Chyperboloide  422  I. 

—  rectilignes  du  paraboloïde  hYperboliijue 
425/1. 

GKOoksiyuKs  403 '11. 
Gha.nds  .no.mhkes.  Loi  des  —  270  II. 
Gree.n.  formule  de  —  199/11. 
Gi  i.oiN,  théorèmes  de  —  225/li. 

IIaumii.nuji'e  d'une  vibration  201/11. 

—  V.  Séhie  luirmoni(iue;  Fo.nctio.ns  har- 
moniijues. 

Hélice  322  11. 

—  circulaire  413/1,  160/11.  322/11,  324/11. 
HÉi.ic<)i»Ai.,  V.  Mouvement  hélicoïdal. 
HÉI.ICOÏDE  404/1. 

lloi)o(;nAi'iiE  438/1,  .7/2/11. 
llo.MocÉNKiTÉ  278/1,  498/11. 
Hyi)K()oy.\a.miqle  201/11. 
IheEKUoi.E    326/1,  333/1;  construction   de 
la  tangente  300/11. 

—  asymptotes  329/1;  développée  370/1. 

—  V.  aussi  CocRUEs  du  second  degré. 
Hyperuole  conjuguée  402/1. 

—  aplatie  32911. 

—  équilatère  329/1,  I34/I. 

—  équilatère    rapportée  ù  ses  asymptotes 
329/1. 

HYi'ERBoLoiDE  à  Une  nappe  421/1. 

—  à  deux  nappes  422/1. 

— .   de  révolution  ù  une  nappe  417 'I. 

—  de  révolution  à  deux  nappes  418  I. 
Hypocycloïde  348  1. 

i  471/1. 

^DE.N'rrrÉ  dj  deux  polynômes  2.j/l,  479/1. 

—  de  deux  séries  entières  186/1. 
Identité  de  Lagrangc  393/1. 


M.\.TH.    GENERALES. 


-    II. 


lMA(iK  406/1. 
hlAlilNAIRE   472/1. 

I.Mfi  i.sioN  485/11. 

ImiEIERMINATIO.N,    V.    1-OR.MES    d'indélrrmi- 

nation. 
Indicatrice  des  courbures  459/1. 

—  sphériifue  438/ 1. 
Inécamtés,  résolution  3i  I. 

Inertie    v.    Mo.ments    d'inertie;   I'hincice 

de  l'inertie. 
I.NFIMMENT  grands  165  I. 

—  petits  ll/l,  47S/I;  ordre  130/1,  ordre 
relatif  153/1,  sa  recUercUe  164/1,  190/1; 
partie  principale  157  !\,su  recherche  164/1, 
196/1. 

—  petits  de  divers  ordres  156/1. 

—  petits  équivalents  131/1. 

—  petit  principal  12/1. 
iNFi.E.xioN  215/1,  219/1,  3.53  1. 
Intégrales  2/11,  35/11. 

—  de  différentielles  algébriques  23   11. 

—  de  différentielk'i  binômes  25/11. 

—  de  différentielles  trunscendaiites  29/11. 

—  de  fonctions  rationnelles  13  11. 

—  de  fonctions  trigonométrigues  19  II. 

—  Tableautin. 
Intégrales  abélicnnes  23/11. 

—  curvilignes  149/11,  ITi^jW  ;  —  ne  dépen- 
dant que  des  extrémités  211/11. 

—  déjinies  2,11.  103  II. 

—  définies  :  calcul  118/11,  129  II,  24o  II, 
243/11;  calcul  approché  43/11.  125  11: 
calcul  approché  graphique  128  II; 

J.i   s(x  —  a)(b  —  x)  ,/„ 

138/11.       /      e-^'dx,     V.     intégrales    de 

Fhesnel. 

—  définies  à  limite   x  131   11. 

—  définies  fonctions  d'un  paramètre  230  II. 

—  des  forces  vives  v.  Force  vive. 

—  de  surface  199/11. 

—  doubles  177/11. 

—  doubles  Calcul  en  coordonnées  polaires 
18511. 

—  doubles.  Calcul  en  coordonnées  rectan- 
gulaires 180   II. 

—  elliptiques  410/11. 

—  générales  37/11,  69  II,  230  II. 

—  indéfinie  1/11. 

—  multiples   177/11. 

—  premières  96/11,  373/11. 

—  singulières  68/11. 

—  suivant  un  contour,  v.  —  curvilignes. 

—  suivant  un  contour  fermé  157  11,  212/11.. 

37 
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Intégrales  triples  19011.    , 

—  triples  calcul  en  coordonnées  rectangu- 
laires HI2,11. 

Intégration   178/1,  487/1;  procédés  5  II. 

—  V.  aussi  Intégrale. 

Intégration     des     différentielles     totales 
214/11. 

—  des   équations   aux   dérivées   partielles 
linéaires  252/11. 

—  des  équations  différentielles  'iîi  il:  par 
la  série  do  Taylor  46/11. 

—  des   équations  différentielles,   v.    aussi 
Équations  différentielles. 

—  des   fractions  rationnelles   10  11.  15  11. 

—  des  séries  189  I. 

—  graphique  a  jW. 

—  par  parties  7/11,  138/11. 

—  partielle  197/11. 

—  sous  le  signe    f    239/11. 


Intensité  1  lO/I. 

—  d'un  courant  de  fermeture  54/11. 
Interpolation,      Formule     de     Lagrange 

247  I. 

—  Formule  dt  .\ewton  245  1. 

—  par  parties  proportionnelles  246/1. 

—  tri<jonométri(jue  147/11. 
Intersection  de  deux  droites  528/11. 

—  de  trois  plans  529/11. 
Intervalle  2/1;  bornes  d'un  —  2/1. 
Intervalle  de  convergence  183/1. 

—  d''intégration  106/11. 
Interversion  des  intégrations  184/11. 
Inversions  oOO/II. 

Isobare  227/1. 
Isoclines  44 'II,  128/11. 
Isochrones  383/11,410/11,  411/11. 
Isochronisme  409/11 
Isotherme  223/1,  221 /II. 
Itération  240/1. 

JoACHiMSTHAL,  cercle  de  — 390/1. 
JoiLE  498/11. 

Kepler,  v.  Équation  de  Kepler. 
K1LOGRAM.MÈTRE  363/11. 
KiLOJOLLE  498/Jl. 

Lagraniîe,  formule  d'interpolation  247/1. 

—  idéalité  395/1. 

Laplace,  équation  de  —  204/11,241/11. 

Latitude  393  I. 

Leibnit/  :  dérivée  n'  d'un  produit  172/1. 

—  notation  pour  les  dérivées  259/1. 
Lemniscate  de  Bernoulli  64/11. 
L'Hôpital,  v.  Règle  de  VHôpital. 


Liaisons  453/11. 

—  sans  frottement  453/11. 
LiMAi;oN  de  Pascal  362 'I. 

Lignes  de  forces  42  II,  62/11,  93/11,  Z^GiU. 

—  (le  niveau,  v.  (".oirbes  de  niveau. 

—  géodésii]Ues  403  11. 
Limites  14/1,  43/1,  478/1,  250/1. 

Limite  de  (l  -f^)"^  93/1. 

—  dune  direction  104/1. 

—  Passage  à  la  —  21/1 
Limites  d'intégration  106/11. 

—  des  fonctions  trigonométriques  19/1. 

—  des  suites  43/1. 
Linéaire,  v.  Équations. 
L1ÇSA.10US.  courbes  de—  .383/1,  389/1. 
log(l  4-  •^)  développement  en  série  189/1. 
Logarithmes  d'une  quantité  complexe  i9l  jl. 

—  ca/cu/ 197/1. 

—  propriétés  arithmétiques  64/1. 

—  tables  66 /L' 

—  V.  Fonction  logarithmique. 
Logarithmes  décimaux  67/1. 

—  népériens  96/1. 

—  vulgaires  67/1;  erreurs  dans  les  calculs 
283/1. 

Loi  des  aires  318/11.  472/11. 
Longitude  393/1,  310/11. 
Longueur  d'un  arc,  v.  Arc. 

Mac-Lavrin,  Formule  (pour  un  polynôme) 
173/1. 

—  Formule   (pour    une    fonction    quel- 
conque) 174/1. 

—  Série  1 80/ 1,  487/1. 
Mantisse  G8/I. 
Masse  191/11,  348/11. 

—  spécifique  191/11. 
Maximum  .301.  215/1,  456/1. 
Maximum  absolu  30/1. 

—  relatif  2l&!\;    recherche  2191  \,  456/1. 

—  des  aires,  v.  Plan  du  maximumdes  aires. 
Méridien  415/1. 

.Méridienne  415/1. 
Meusnier,  théorème  de  —  465/1. 
Mineur,  v.  Déter.minant  mineur. 
Minimum  30/1,  215/1,  456/1. 
Minimum  absolu  30/1. 

—  relatif  216/1;   recherche  219/1,  456/1. 
Module  (ioparillinips)  66/1. 

—  (valeur  absolue)  4/1,  460/1. 
Moindres  carrés  (méthode)  205/11,278/11. 
MoivRE,  formule  de  —  473/1. 

Moment  d'un  vecteur  par  rapport  à  un  axe 
294/11. 

—  d'un    vecteur  par    rapport   à    un  plan 
444/11. 


TAHLE    A.NALVTlUiK 


579 


MoME.NT    d'un    vccleur   par   rapport    n    un 
point  291    11;  composantes  2'J2  II. 

—  dmer^c  226,11,  476,11,  478  II. 

—  d'inertie  d'un  cercle  2:)2  II.  233  / 1 1 . 

—  d'inertie  d'un  corps  continu  230/11. 

—  d'inertie  d'un  cylindre  23»   II. 

—  d'inertie  d'un  parallélipiiiède  231/11. 

—  d'inertie  d'une  sphère  233  II. 

—  d'inertie  d'un  tore  235  II. 
MoMKM  résultant  21)5  11. 
Mouton  491/11. 

MocvKMKNT,   V.  ËgiATloxâ  du  nioui'ement. 
•MoLVK.MK.NT  absolu  332  11. 

—  amorti,  v.  —  vibratoire  amorti. 

—  apériodiiiue  3Sô\l. 

—  circulaire  306  1 1 .  320  '  I  î . 

—  d'entraînement  332   II. 

—  de  rotation  320  11. 

—  de  translation  325  II. 

—  du  centre  de  <jravilé  46'J  II. 

—  d'un  disque  sur  un  p/an  330  II,  3i3!ll. 

—  d'un  plan  sur  un  plan  '.yiO' II.  313 'II. 

—  d'un  point    :   Exemples  376  II; 

dans  un  champ  uniforme  376  II.  sur  un 
cercle  vertical  406 'II,  sur  un  plan  incliné 
403/11. 

—  d'un   solide    autour    d'un    axe   480  II; 
réactions  iS  If  U. 

—  d'un  solide  autour  d'un  point  331    II. 

—  élémentaire  d'un  solide  329  lî. 

—  hélico-idal  322/11,  328'11. 

—  oscillatoire  91111. 

—  périodique  amorti  321   II. 

—  périodiquement  ut^'iforme  321    II. 

—  projeté  302  II. 

—  relafif  Z:yi  W. 

—  uniforme  301/11. 

—  in"6ratoi>e  (simple)  383/ 1,84  11,32/  II, 
382 'II;  Composition  des  mouvements. 

—  vibratoire  amorti 'i^ôlW. 

—  vibratoire  troublé  388  II. 
Moyenne,  formule  de  la  —  114  II. 

—  arithmétique  2Qdl\,  27411. 
MuLTiPLiCATio.N  dcs  déterminants,  v.  Dlter- 

.MINANTS. 

—  dessines  77/1,  202' I. 

Newton,    Correction  de   —    (calcul    des 
racinèsl  239/1. 

—  Formule  d'interpolation  de  —  245  I. 

—  Hypothèse  de  —  397  II. 

—  Méthode  pour  le  calcul  des  racines 'US  l. 

—  Principe  de  —  SQ9U. 
Niveau,  v.  Coirbes  de  niveau. 
NivEAix,  Formule  des  trois  —  170/11. 
Nombres  v.  Grands  nombres. 
Nombres  décimaux  illimités  82/1. 


.NoMiiHKs  complexes  466;  I  ; au  moyen 

des  exponentiellrs  i'ÔOil. 

—  complexes  conjugués  475  I. 

—  imaijinaires  ii'2i\. 

—  réduits  70  I. 

NoRMAi.K34r>  1.350  1,436, 1,  449/1  ;  co*-//?- 
c(en<i(/t'(iirec<ion 345  1.350  l;piVd449  1: 
longueur  3.")1/I,  36  11. 

.Normale  principale  43')  I,  314  II;  dir,T. 
tion  positive  440/1. 

Ombilk:  459/1. 
Ohératei  R  i   I. 

—  différen  tiet  74  1 1 ,  257  '  1 1 .     . 
Opération  élémentaire  424  II. 
Ordonnée  à  i'oriijine  208  I,  320, 1. 
Ordre  d'un  infiniment  petit,  v.  Infiniment 

petits. 
Orientation  du  plan  286  I. 
Origine  des  temps  111. 
Orthogonalité  294  1,296/1,  318  1,  395  1, 

397/1. 
Os(:ill.\tio.\s,  v.  Petites  oscillations. 
Oscillatoire,   v.  Mouvement  oscillatoire. 
OscuLATEUR,   V.  Cercle  osculoteur;  Plan 

osculateur. 
Ovales  de  Cassini  64  11,  306 'II. 

—  de  Descartes  ii)&  II. 

Parabole  326  I.  333  [:  paramètre  2'2C,l: 
longueur  de  Parc  166/  II  ;  aire  d'un  segment 
121/11:  développée '.iiiii'l. 

—  V.  aussi  Courbes  du  second  degré. 
Paraboles  de  sûreté  379/11. 

—  homofocales  39/11,  60 'II;  équation 
différentielle  des  —  .39 'II. 

Paraboloïde  de  révolution  419  I. 

—  elliptique  423  I. 

—  hyperbolique  h2i'l. 

—  hyperbolique    équilatère    426/1,   456  I. 
Parallèle  (sur  une  surface  de  révolu- 
tion) 415  I. 

Par\mètre,    v.  ÉgUATiONS  paramétriques. 
Paramètre  de  la  parabole  326  1. 

—  d'une  courbe  du  second  degré  337  I. 

—  essentiel  39/11. 

Partie  principale  (d'un  infiniment  petit) 

.    157/1;  recherche  164  1,  196  I. 

Parties  proportionnelles  (méthode)  236  1. 

246  I. 
Pas  (d'une  hélice)  443 'I,  322/11. 

—  re(fuiU44  I,  322;il. 
Passage  ci  la  limite  21/1. 

—  d'un  système  de  logarithmes  à  un  autre 
66  I,  96 'I. 

Pendule,  v.  Pendule  simple. 
Pendule  balistique  489  11. 
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Penoilk  composé  482/11. 

—  cYcloïdal  377 /I,  /////II. 

—  réversible  de  Kaler  494/11. 

—  si/np/d  406  11  \  petites  oscillations  iO'ii  :  \l  ; 
petites  oscillations  amorties  410  11. 

—  synchrone  483/11. 
Pkmk  d'une  droite  56/1. 
Pkh.ussio.n  486  II,  iSSjU. 
Peiuhklik  39611. 

Phumitavions  89/1.  'i99;\\,  500;  II. 
Pkkmitatiox  naturelle  499/11. 
Pkrspkctive  451   1,  405  I. 

Petites  oscillations,  v.  Pemule  simple. 
Pii.\SE  321   II. 

—  ini<ia/e  .321/11. 

—  calcul  198  1. 
Plan  403  I. 

—  déterminé  par  l'origine  et  deux  points 
529/11. 

—  déterminé  par  trois  points  532/11. 

—  déterminé  par  un  point   et  parallèle  à 
deux  droites  532711. 

—  parallèle  à  une  droite  407/1. 

—  passant  par  une  droite  411/1. 

—  perpendiculaire  à  une  t/ro/7e  410/ 1. 
Plan  diamétral  449/11. 

—  du  maximum  des  aires  473/11. 

—  normal  436/1. 

—  orien/e  286/1. 

—  osculateur  4.36/1,441/1,313/11,533/11. 

—  tangent  448/1,  533/11. 
Plateac,  Expérience  de  —  463/1. 
Polaire  362/1. 

Poids  «  la  surface  de  la  terre  350/11. 

—  d'une  dimension  2H)ll. 
Point  asymptote  313/1. 

—  de  c/i(Ue  378/11. 

—  de  croisement  355/1. 

—  de   rebroussement  355/1,   v.   aussi  Re- 

BROLSSEMENT. 

—  d'inflexion,  v.  Inflexion. 

—  double  356'!,  384/1. 

—  elliptique  462  1. 

—  '  hyperbolique  462/1. 

—  isolé  355/1. 

—  matériel  297/11. 

—  multiple  357  I. 

—  parabolique  462/1. 

—  simple  356/1. 

—  singulier  355/1,  452/1. 
Poisson,  formule  de  —  241/11. 
Polaire  389/1. 

Pôle  309/1. 

Polygone  de  sustentation  459/11. 

Polynôme,    v.    Identité;  Décomposition. 

—  caractéristique  75/11,  77/11. 
Poncelet.  formule  de  —  126/11. 


Potentiel  62/11,  204/11,  240/11,  3fi6-/Il. 

—  dil  à  l'attraction  240/11.  204/11: 

d'une  sphère  homog'cne  196  II. 

Précision,  v.  Coefficient  de  précision. 

Pression  399  II. 

Principe  de  l'action  et  de  la  réaction  398  il. 

—  de  l'inertie  347  11. 

—  de  Scwton  399/11. 

—  des  travaux  virtuels  462   II. 
Proiiarilité  composée  272  II. 

—  des  erreurs  205/11,  269/11. 

—  élémentaire  '21  \  /II. 
Prodiit  d'inertie  477/11. 

—  scala  ire  293  / 1 ,  323  / 1 ,  394  / 1 ,  2.V.'y  / 1 1 . 

—  uec/on«7  285/11. 

Profils  conjugués  344'I1. 

Progression  géométrique  73/1. 

Projections.  Ihrorème  des  —  300  1;  tan- 
gente à  la  projection  450/1  :  projection  d'un 
"ce/T/e  3.39/1. 

Propagation  de  la  chaleur  263/11. 
PlISSANCES   41  /l. 

—  entières  positives  i5 II. 

—  incommensurables  50/1. 

—  négatives  52/1. 

—  rationnelles  positives  46/1. 

QrADRATlRE    47/11. 

QuANTiiÉs  complexes,  v.  Nombres  com- 
plexes. 

—  conjuguées  475/1. 

—  de  mouvement  467/11;  théorème  des 
projections  des  —  —  469/11;  Ihcorème 
des  moments  des 471/11. 

—  imaginaire  472/1. 

Racines,  v.  Calcul  des  racines  ;  Séparation 
(les  racines. 

—  multiples  179/1,  481/1. 
Rayon  de  convergence  \Si'\,  4S5/1. 

—  de  courbure  364  I,  365  1.  439/1. 

—  de  (7ira<ion  233/11,  478/11. 

—  vecteur  309/1. 

—  vecteur  de  l'ellipse  330/1  :  de  l'hyperbole 
330/ 1  ;  de  la  parabole  .326/ 1. 

Réaction  398  M,  4.53/11. 

—  V.  Principe  de  l'action  et  de  la  réaction. 
Rebrolssement  217/1.  .347  1. .?."..?  1.  435  1. 

—  de  première  espèce  354/1. 

—  de  seconde  espèce  354/1. 
Récurrence,  formule  de  —  8  II. 
Rédiction    (d'un    sysli-me  de    force),  v. 

Système  de  forces. 
Réfraction    220/1,    v.    aussi  Caustique; 

Anticaustique. 
Régime,  v.  Ktat  de  régime. 

—  permanent  20 1    1 1 . 


TAHLK    ANAI.YTKHK 


581 


RkciLK  (1  calcul  08/1. 

—  de  Fou/jcc  (calcul  des  racines)  238/1. 

—  de  Vllôpilal  1(50/1, 167/1  ;  interi>rétation 
I63/I. 

lU-.I.VTIVITK    298/11. 

nKiMiKSK.M.vTiu.N  i;n.\i'iiiyi  K  de  dcuj'  va- 
riab'es  4/1. 

—  d'une  fonction  d'une  variable  5/1. 

—  d'une  variable  ijl,  i~\)l\. 

—  /laramélritiue,  v.  Kyi'ATlON  parante- 
tri<iue. 

RÉsisr.vNr-.K  </.■  rair  380/11. 

nKsoLiTinN  des  inégalités  34/1. 

Rkstk  d'une  série  75/1. 

RKsn.T.WTK  d'un  système  de  forces  433   H. 

—  (jénérule  29.5/11. 

Rktoi  H  inverse  des  suites  207/1. 
RiKM.vN.N,  formule  de  —  205/11. 
Roi.LE,  théorème  de —  145/1. 
Rot,  V.  RoTATmNNKi,. 
HoTATio.N,  V.  MouvKMK.NT  (/('  rotùHon. 

—  des  axes  de  coordonnées  30i'l,  31)9/1. 

—  /<osi<(ïr  207/11.  285/11. 

RoTATro.NNKl.   210/11. 
Rori.KTTK  34.'}/ 11. 

Saut  d'une  fonction  36/1,  130/11. 
Si-.ALAIRK,  V.  Prodiit  Scalaire. 
Skctions  normales,  courbure  des —  458/1. 

—  principales  459/1. 
Ski'araiion  des  racines  230/1. 

—  des  variables  47/11. 

Séries  72/1;  somme  72/1;  somme  à  une 
approximation  donnée  92/1,  98/1,  198/1; 
application  au  calcul  des  nombres  décimaux 
82/1;  intervalle  de  convergence  183/1; 
rayon  de  convergence  184/1,  185/1.  485/1: 
comparaison  des  —  81  1  ;  v.  Caractères 
de  convergence;  Dévei.oppkme.nts  en 
série. 

Série   absolument  convergente 'Qj],   484/1. 

—  alternée  77/1. 

—  fl  termes  complexes  483/1. 

—  convergente  72/1. 

—  df  Foune/- 139/11. 

—  de  Mae  Laurin  1 80 / 1 ,  487  / 1 . 

—  de  Taj^or  183/1,  487/1. 

—  divergente  72/1. 

—  du  binôme  187/1. 

—  entière  183/1,  484/1;  propriétés  185/1, 
189/1,  /99/I;  calculs  192/1,  485/1. 

—  harmonique  74  1,  262/11. 

—  harmonique  généralisée  158/1. 

—  semi-convergente  77/1. 

—  trigonométrique  139/11. 

Shx  135/1;  développement  <n  série  491 /l. 
Si(iXE  d'«He/onc<ion  33/1. 


SiMi'so.v,  formule  de  —  12."i/ll. 
SiriJ-,  V.  Fo.NCTioNs  trigonomélriques. 
SiM  s  hyperbolique  I35/I. 

SlNCSOIDK    130/1. 

--     amortie  83/11. 

SoM.MK     106    11;    V.    l.NTE(iRM.K.    • 

—  (d'une  série)  72/1;  v.  Séries. 
SolS-NORMAI.K   351 '1,  30/11. 
SorS-TAMiK.NTE    3511/  1. 

SniKRK  413/1. 
Spirale  313/1. 

—  logarithmique  313   1.  3S I  / 1 .  5S  / 1 1 . 
Spire  322  II. 

Statimi  E  419/11. 

Sthéne  498,11. 

Stokes.  formule  de    -    200/11;  interiirrla- 

tion  209/11. 
Strophoide  388/1. 

—  o6ii'/ue  391/1. 
Suite  41/1,  44/1. 
Suite  croissante  44/1. 

—  décroissante  iijl. 

—  infinie  44/1. 

Surfaces  445/1;  équation  paramétrique 
532/11;  —  dans  le  voisinage  d'un  point 
452/1. 

Surface  de  forces  252/11. 

,—     de  r.iveuu  366/11. 

—  de  révolution  414/1. 

—  développable  i^ijl. 

—  du  second  degré  413/1,  419/1. 

—  intégrale  250/11. 

—  minima  463/1. 

—  r««r//ee  454/1. 
Suspension  à  la  Cardan  402/1. 
Synchronisme  391/11. 
Système  C.  G.  S.  352/11. 

—  industrie!  .3.Ï2/ 11. 

—  M.  T.   S.  498/11. 

Système  de  forces  423/11;  réduction  423  11. 
'/.?// Il;  réduction  à  deux  forces  425/11; 
réduction  à  trois  forces  424/11;  réduction 
à  une  force  et  un  couple  436/11. 

—  de  forces  éi/uivalents  432  /11. 

—  de  forces  équivalents  ù  un  couple  43.")  /  II . 

—  de  forces  équivalents  à  une  force  433  11. 

—  de /brces  PAR ALi.Ei.Es  439/11. 

—  de  vecteurs  294/11. 

Tangente  149/1,  429/1;  coefficients  de 
direction  149/1, 164/1,431 /1, 435 '1,  loi /l  ; 
équation  210/1.  345/1,  350/1,  435/1:  fo<i- 
nus  directeurs  297/1.  431/1,  435/1:  direc- 
tion positive  297/1,  431  /l.  435/1;  to'i_^i;<ur 
351/1,  49/11;  coordonnées  polaires  311/1, 
30i/ll;  coordonnées  bipolaires  30L>  11 

Tangente  à  l'origine  58! \,  352/1,   357,1. 
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Tangente  (/  la  perspective  451 ,1. 

—  à  la  projection  HO jl. 

—  hyperbolique  134/1. 

T.vYLOR,  formule  de  —  175/1,  274/1. 

—  smedt— 183/ 1.  487/1. 

Tension  d'un  fil  iHea-ti-;isi6/«>  399/11,  350/11. 

—  d'un  fil  élastique  41611. 
Terme  complémentaire  175/1,  180/ 1. 

—  général  411. 

—  principal  503  11. 

Tétraèdre  :  centre  de  gravité  451/11;  l'o- 
iume  538  H. 

Tgx,  V.  Fonctions  trigonométriques. 

Thx  134/1. 

Thermodynamique  21811. 

Tore  171/11  ;oo/ume  171/11:  moment  d'iner- 
tie 235/11. 

Tourbillon  209/11. 

Tractrice  49  11. 

Trajectoire  299/11. 

—  absolue  332/11. 

—  d'entraînement  332/11. 

—  relative  332  11. 

Trajectoires  orthogonales  375/1,  6'//II. 

Transformation  479/1. 

Translation,  v.  }>Ioi\emest  de  translation. 

—  -des  axes -iOÙjl,  399;  1. 
Travail  149/11,  151/11,  358111. 

—  des  résistances  passives  475/11. 

—  élémentaire  155/11,  3Ô8/I1;  expression 
analytique  3.59/11. 

—  moteur  475/11. 

—  résistant  475/11. 

—  total  360/11. 

—  uni«^  363/11. 

—  u<(7e  475/11. 
Trièdre  direct  285/11. 
Trochoïde  389/1. 

Trois  niveaux,  formule  des  —  170/11. 

Uniforme,  v.  Champ  de  forces;  Fonctions  ; 

Mouvement. 
Unités  496/11. 

—  de  travail  363/1  . 

—  fondamentales  .352/11. 

Valeur  absolue  4. 

—  approchée  décimale  ii!\. 


Valeur  t'/;ic(jce  117/11,  140/11. 

—  la  plus  probable  273/11. 

—  moyenne  116/11. 

—  singulière '2  il. 

—  vraie,  v.  Vraie  valeur. 

Van  der  Waals,  courbes  de  —  221  / 1 ,  227  / 1 . 

Variable  1/1. 

Vari.vtion  des  constantes  54/11. 

—  des /ondions  210/1,  214/1. 

—  des  vitesses  490/11. 

—  d'un  segment  de  droite  372/1. 
Vecteur  99/1,  394/1,  281111;  dmWe 431/1; 

coordonnées  292/11  :  longueur  291  /I  ;  pro- 
jections 291   1,  282/11;  composantes  282/11. 

—  V.  SïSTÈ.ME  de  vecteurs. 
Vecteurs  directement  opposés  282/11. 

—  é<iuipollents  281/11. 

—  opposas  281 /11. 

—  tourbillon  209/11. 

—  uni/e  290/1. 
Vibratoire,  v.  Mouvement. 

Virtuel,  v.  Déplacement  virtuel  ;  Principe 

des  travaux  virtuels. 
Vis  à  filet  carré  464/1. 
Vitesse  IIO/I,  433/1,  300/11;  v.  V.\riation 

des  vitesses. 

—  composantes  en  coordonnéesi  polaires 
303/11,  334/11;  311/11,  335/11. 

—  composantes  en   coordoQûêes   rectan- 
gulaires 302/11. 

—  composantes   en    coordonnées    semi- 
polaires  310/11. 

Vitesse  angulaire  307/11. 

—  aréolaire  308/11. 

—  dans  le  mouvement  de  rotation  327/11. 

—  dans  le  mouvement  relatif  d'i'ij II. 

—  de  rotation  209/11. 

—  de  translation  209/11. 

—  moyenne  300/11. 
ViviANi,  Fenêtre  de  —  189/11. 
Volumes  à  6ases  parallèles  167/11. 

—  de  révolution  170/11. 

—  des  solides  élémentaires  168/11. 

—  du  tétraèdre  538/11. 

Vraie  ua/eur  160/1,  196/1.  194/1;  v.  aussi 
Formes  d'indétermination. 

ZÉRO  34/1. 
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b)  Ouvrages  professés  à  l'École  spéciale  des  Travaux  Publics  (Suite). 


MATHÉMATIQUES  SUPÉRIEURES 

Introduction     mathématique     aux     sciences 
techniques  de  l'ingénieur',  par  M.  Gahraik, 
ingénieur,  ancien  élive  de  l'École  polytechnique 
et  de  l'École  supérieure  d'électricité. 
6r>8  pages  et  14  tigares 25  fr. 


Cours  de  géométrie,  par  M.  Vasn(eh,  ingénieur, 
ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 
t'*  partie.   Géométrie    plane,  406  pages  ot  532  figures. 
—  5*  partie.  Géométrie  dans  l'espace,  379  pages  et  Slf)  li- 
gures. —  3*  partie.  Courbes  et  surfaces  usuelles,  16T  pages 
et  no  figures. 
Les  3  volâmes 18  fr. 


Cours  de  compléments  d'algèbre  *,  par  M.  Bal- 
DRAN,  chef  cfe  bataillon  du  génie,  ancien  pro- 
fesseur du  cours  de  mécanique  et  de  sciences 
appliquées  à  l'École  d'application  de  Fontaine- 
bleau. 
515  pages  et  16  figures 12  fr. 

Notions  sommaires   sur  les  fonctions  et  les 
dérivées,  même  auteur. 
165  pages  et  31  figures 4  fr. 

Cours     d'algèbre     supérieure    et    d'analyse, 

même  auteur. 

Livre  1-  Calcul  ditférentiel,  604  pages 12  fr. 

Cours  de  géométrie  analytique,  même  auteur. 

448  pages  et  117   figures 12  fr. 

Cours  d'analyse,  professé  à  l'École  spéciale  des 
Travaux  Publics.  9»  édition. 
568  pages  et  180  figures 25  fr. 


DIVERS 

Chemins  de  fer  à  crémaillère,  funiculaires  et 
transports    aériens,     par    M.     Lévy-Lambekt, 
ingénieur  à  la  Compagnie  du  Nord, 
126  pages  et  86  figures 8  fr. 


Cours  de  tournage  *.  Cours  (ïapprenliRsaqe  et  fie 
perfectionnement  professionnel,  par  M.  Bakdoi;, 
ingénieur  des  Arts  et  Métiers  et  de  l'Institut  élec- 
trotechnique de  Grenoble,  licencié  es  sciences, 
chef  des  travaux  à  l'École  pratique  d'industrie 
et  au  cours  de  perfectionnement  professionnel 
de  Valenciennes. 
292  pages  et  264  figures 8  f r. 


DROIT.  LÉGISLATION 

Droit  commercial  et   introduction  à  la  pra- 
tique des  affaires,  par  M.  IJa.mklMas<sk,  licencié 
en  droit,  juge  de  paix. 
2--»0  pages 12  fr.  50 

Cours  de  législation  du  travail  et  de  pré- 
voyance sociale,  par  M.  Uamkl  Ma^.-îK,  con- 
seiller de  préfecture  honoraire,  juge  de  paix,  et 
M.  DoviKn-LAi'iKHHE,  docteur  es  sciences  poli- 
tiques et  économiques,  licencié  es  sciences,  sous- 
chef  de  bureau  du  Ministère  du  Travail  et  de  la 
Prévoyance  sociale. 
478  pages 20  fr. 

Cours  de  droit  commercial  et  de  transports 
par  chemins  de  ter,  par  M.  Bazet,  docteur  eu 
droit. 
361  pages.  Prix 12  fr. 

Notions     élémentaires     de     droit    civil,    par 
M.  Charles  Georgin,  docteur  en  droit. 
660  pages 25  fr. 

Commentaires  des  clauses  et  conditions  géné- 
rales imposées  aux  entrepreneurs  ',   même 
auteur. 
228  pages 10  fr. 

TRAVAUX  PUBLICS  EN  GÉNÉRAL 

Les  travaux  publics  aux  colonies,  par 
M.  Hardel,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 
222  pages,  61  figures  et  une  annexe  tie  41  pages..     8  fr. 

Les  murs  de  soutènement,  par  M.   Ch.  Aubrt, 

ingénieur    des    Ponts    et    Chaussées,    ingénieur 

principal  aux  chemins  de  fer  de  l'Etat. 

180  pages,  1 12  figures 1 G  fr. 

Règlement  du   8  janvier  191"i  pour  le  calcul  et 
les  épreuves  des  ponts  métalliques  suivi  de  note% 
pour  son  application. 
Prix 4  fr.  50 


TOPOGRAPHIE 

Levés  de  Topographie  générale,  par  M.  Cho- 
LESKY,  ancien  directeur  du  Service  topographique 
de  Tunisie. 
s*  édition,  631  pages,  100  figures,  18  planches...     20  fr 


Levés  d'études  à  la  planchette,  même  auteur. 

239  pages,  54  figures  et  3  planches 12  fr. 

(suite   DES   OUVRAGES   PROFESSÉS   PAGE  4.) 


c)  OUVRAGES   D'AUTRES  AUTEURS 


Les  entreprises  industrielles,  conférences  faites 
en  1918  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  par 
M.  André  Liesse,  membre  de  l'Institut. 
192  pages  ia-16  double  couronne... M 3  fr    50 


L'industrie  des  Travaux  publics,  par  M.  âlbkrt 
Dlfolr,  ingénieur. 
120  pages  in-16  double  couronne 3  fr.  50 
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b)  Ouvrages  professez  à  VÊcolê  spéciale  des  Travaux  Publics  (Suite) 

ÉLECTRICITÉ  ET  APPLICATIONS 

Conrs  de  construction  de  machines  élec- 
triques*, par  M.  Castanier,  ingt^nieur  en  chef 
de  la  conâtruction  à  la  Société  «  l'Éclairage  élec- 
trique ». 

Live  I.  Matériaoz  de  constraction.  Organes  des  ma- 
chines. Bobinage,  S*  édition,  152  pages,  l.">6  figiiros  et 
13  planches.  —  Litre  II.  Construction  Je  inacliines  <<leo- 
tr-qoes,    t*    édition,   304    pages,    166    figures.    Les   1    vo- 


£5  fr. 

A.las 

1  ."4  fr. 

Cours  de  traction  électrique. 

Lnire  I.  Matériel  roulant,  i*  édition,  revae  et  atiflf- 
moDtée  (en  réinjprrssion),  par  M.  Rkné  Martin,  ingf^nieur 
à  la  Com()agnio  fraaçaiâo  Thomson- Houston,  IM  page.^, 
W5  figures  et  57  planches,  hors  loxte 30  fr. 

Cours  d'électrotechnique,  par  M.  luovici,  ingé- 
nieur,   ancien    chef  de    service   au   Laboratoire 
central  et  à  l'École  supérieure  d'électricité. 
Litre  1.  Lois  générales  de  rélectrioité. 
Livre  H.  Étude  des  machines  &  conrant  contina. 
L-vre  ni.   Étude  des  machines  et  appareils  à  coarants 

aîternatit's  (e.i  impression). 

Cours  de   mesures    électriques,  par   M.    Euo. 

V/'j NERON,  ing'nieur-conseil. 

Li-re  I.  Kssais  de  laboratoire.  Description  des  méthodes 
et  d>s  appareils.  —  4'  édition,  rtivue  et  augmentée. 
Wl  pages,  411  figures.  Prix 25  îr. 

Lii^re  II.  Essais  de  machines  (en  impression). 

MÉTALLURGIE 

Cours  de  métallurgie,  professé  à  l'École  spéciale 
des  Travaux  publics,  par  M.  le  général  Gaoks. 
Lit^e  I.  La  fonte.    Un  volnme,  broché,  de  336  pages  et 

116  fi^^ares 20  fr. 

Livre  If.  Élaboration  des  fers  et  des  aciers.  Un  vo- 
1  ime,  broché,  de  352  pages,  122  figures  et  4  graphiques. 
Pni 20  fr. 

Liyre  III.  Travail  dn  fer  et  de  l'acier.  Un  volume  de 
43>2  payes,  389  figures 23  fr. 

Livre  IV.  Essais  mécaniques  des  fers  et  des  aciers  (en 
impression) " 23  fr. 

Livre  V.  Métallurgie  des  alliages  métalliques  et  des 
métaux  antres  que  le  fer.  Un  volume,  broché,  de  432  pages 
et  12«  ligures 20  fr. 

La  collection  complète  des  5  volumes 100  fr. 


MINES 

Cour;  d'exploitation  des  mines,  par  M.  Gsdneb, 

ingénieur  civil  des  Mines. 
En  impression. 

NAVIGATION.  FORCE  MOTRICE 

GDurs  de  barrages,  par  M.  Bo.nnbt,  ingénieur  en 
chef  des  Ponts  et  Chaussées. 
635  pages,  3%  figures  et  2  planches  hors  texte.     30  fr. 

Aménagement  des  chutes  d'eau.  Utilisation 
de  la  houille  blanche,  par  M.  Lbvy  Salvador, 
ingénieur  des  conilruclious  civiles,  chef  du  ser- 
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▼ice    technique   hydraulique    au    Ministère    d« 
l'Agricullure. 

4*  édition,  313  pages,  126  figures  et  10  planches  hors 
«"'o 80  <r. 

MÉCANIQUE  APPLIQUÉE.  MACHINES 

Cours  de  moteurs  à  gaz  *,  par  M.  Lacoin,  ingé- 
nieur des  Arts  et  Manufactures. 
('*  partie.  Historique.  Moteurs  de  moyenne  puissance. 
5»  édition,  210  pagos  et  4.i  fl^uros.  —  t*  partit.  Moteurs  de 
grande  puissance.  *•  édition,  t.i'!  pasrrs  ot  81  fia:ures.  — 
*•  partie.  Ciazoçtu08.  Instaiiation,  i*  édition,  174  pa:;es, 
43  tigtirea.  Les  5  volumes 18  fr. 

Cours   de    thermodynamique,  par   M.    Lacoin, 

ingénieur  des  Arts  et  Manufiictures. 

168  pages,  41  figures.  Prix 20  fr. 

Cours  de  résistance  des  matériaux  appliquée 
aux  machines,  par  M.  Bayle,  ingénieur  dei 
Arts  et  .Manufaciures  et  des  Arts  et  Métiers,  pro- 
fesseur à  l'École  de  physique  et  chimie  de  la 
Ville  de  Paris. 
4»  édition.  itS  pa^jos.  3<i3  flg   Prix 30  fr. 

Cours  de  statique  grapihiqae,  par  le  même. 
(IM  pages  et  1-26  .ignros).  Prix 12  fr.  80 

Cours  d'auùomobiles,  par  M.  Hiobt,  ancien  élève 

ds  rÉcole  polytechnique. 

Liore  I.  Moteurs 20  fr. 

Livre  III  {ancien).  Voitures  automobiles,  S*  édition, 
298  pages,  117  figures,  15  planches.  Ce  dernier  volume 
s«al 8  fr. 

Cours  d'aviation,  par  le  lieutenant-colonel  Ëspi» 

TALLUa. 

Livre  1.  Appareils  d'aviation  et  proptilseors,  t*  édition, 

376  pages,  100  figures,  I  planche  hors  tezie 10  fr. 

Livre  II.  Moteurs,  par  M.  Mabgottk 20  fr. 

ORGANISATION  ADMINISTRATIVE 

ET  INDUSTRIELLE 

Cours  de  commerce  industriel,  par  M.  E.Hourst, 
officier  de  marine  en  retraite,  chef  d'escadron 
d'artillerie    honoraire,   ancien    directeur  de    la 
Société  Michelin  et  C*. 
Denx  volumes  de  384  et  324  pages 20  fr. 

La  Taylorisation  et  son  application  aux  con- 
ditions industrielles  de  l'après-guerre,  même 
auteur, 
i*  ^(ittton,  60  pages 1  fr.  SÇ 

Le  problème  commercial  dans  l'industrie. 
Organisation  rationnelle  du  commerce 
industriel,  même  auteur. 

5»  éditiot,  100  pages....' fi  fr. 

La  Standardisation,  théorie  et  emploi  des  calibres 
pour   h:s  fabrications  en  série,   par  le  général 
Gaoks. 
Ua  volume,  320  pages  et  160  figures 23  fr. 

Paul  BRODARD.  —  7-ïl. 
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